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PAR   M.^ BOURDON, 
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>  Commanëeur  de  la  Légion  d'honneur,  Inspeclenr  général  èmérlte  et  Conielllcr  honoraire  de 
lUnirersité,  Examinateur  d'admission  à  FÉcole  PoIytechnlQue,  '  Membre  de  la  Société 
philomathiqae  de  Paris,  de  la  Société  royale  des  Science»,  de  l'AgriaUture  et  dn  Commerce 
de  Lille,  ete.  '  .  «t^^vy,^ 


mrni  ABOPTfi  PAR  L'UNIVEitSITt 


ONZIÈME  ÉDITION. 


PARIS, 

MALLET-BACHELIER,  IMPRIMEUR-OBRÀIRE 

DF.   L'icOLE    POLTI^BNIQTTE,     DV    BUKEAU  DKS  LONGITUDES,    ETC. 

■  QUAI  DES  AUGUSTINS,    55. 

1856. 

"'  -  (JL'Edlle,uT  de  tet  Oatrage  se  r^serre  le  droit  de  trftdaction.  > 


mmâ 


Circulaire  de  Monsieur  le  Ministre  de  l'Instruction  publique 

\  h  MM.  les  Recteurs, 


r  » 


Paris,  17  octobre  i838. 
Monsieur  lc  Recteur, 

Les  principaux  Libraires  de  Paris,  qui  s'*occupent  de  la  publication  d^s 
Libres  employés  dans  renseignement,  en  me.  faisant  bonnaître  qu^il  eiisto 
de  y>mbreuscs  contrefaçons  de  ces  ouvrages ,  se  plaignent  de  la  facilité  avec 
laquelle  elles  sont  introduites  dans  les  Collèges  et  dans  les  Écoles  primaires , 
où  leur  prix  semble,  disent-ils,  les  faire  préférer  aux  éditions  originales. 
De  là  le  double, inconvénient  de  propager  Pusage  d^éditions  incorrectes  et  de 
décourager  les  Éditeurs  légitimes  qui,  trompés  dans  leurs  prévisions,  sont 
souvent  forcés  de  renoncer,  au  détriment  de  la  science,  à  améliorer  et  même 
à  publier  des  ouvrages  qu'ails  craignent  de  ne  pouvoir  exploiter  sans  dommages 
et  sans  troubles.  ' 

Vous  voudrez  bien,  en  conséquence,  Monsieur  le  Recteur,  inviter  les  chefs 
d^établissements  d^instruction  secondaire  etd^'înstruction  primaire  à  prendre 
des  précaulidns  pour  qu'aucune  édition  contrefaite  ne  soit  à  Pavenii*  admise 
dans  les  CloUéges  et  dans  les  Écoles.  Vous  appellerez  leur  attention  sur  les 
inconvénients  qui  résultent,  pour  les  études ^  de  Vincorrection  de  ces  éditions, 
Ily  a  d^ailleurs,  dans  le  fait  delà  contrefaçon,  une  action  coupable  que  la 
loi  et  la  moralo  réprpuvent également,  et  dont  aucun  membre'de  PUniversité 
ne  voudra,  j^en  suis  assuré,  se  rendre  complice.  Je  vous  invite  à  rappeler  à 
MM.  les  chefs  d^élablissements'de  tous  les  degrés  quMls  ne  doivent  employer 
que  des  Livres  régulièrement  approuvés  ou  autorisés  par  PlJniversité ,  el  à 
leur  faire  remarquer  que  comme  Pindication  du  nom  de  PÉditeur  accom- 
pagne toujours  le  titre  des  ouvrages  dans  les  notifications  des  décisions  dont 
ces  ouvrages  ont  été  Pobjet,  toute  erreur  est  facile  à  éviter.  L^intérèt  des 
études  leur  prescrit  d'y  veiller. 

Le  Ministre  de  l'Instruction  publique,  grand  matlre 
de  l'Université, 

Signé  Salvandy. 


mméi^o^^m 


I  <  I  I  pi^  »■ 


AVERTISSEMENT. 


Quelques  modifications  apportées  par  le  Conseil 
de  perfectionnement  de  l'École  Polytechnique  au 
programme  d'admission,  m'ont  engagé  à  retoucher 
d'une  manière  notable  les  derniers  chapitres  de  cette 
édition.  C'est  ainsi  que,  dans  le  second  paragraphe  îlu 
huitième  chapitre,  qui  traite  de  la  deuxième  partie  de 
Télimination,  j'ai  supprimé  complètement  la  méthode 
générale  qui  avait  pour  objet  la  détermination  de  la 
véritable  équation  finale;  et  je  me  suis  borné  à  in- 
diquer, sur  des  exemples  nombreux  et  choisis  conve- 
nablement, les  moyens  d'obtenir  exclusivementtous  les 
systèmes  de  valeurs  propres  à  satisfaire  aux  équations 
données.  J'ai  fait  voir  (ensuite  comment  on  peut  ap- 
pliquer les  principes  de  l'élimination  à  la  résolution 
des  équations  irrationnelles  aime  seule  inconnue. 

La  résolution  des  équations  à  deux  termes  par 
la  trigonométrie,  et  la  décomposition  des  fractions 
rationnelles  en  fractions  simples^  étant  actuellement 
exigées  pour  les  examens,  j'ai  cru  devoir  détacher  ces 
théories  des  deux  derniers  chapitres  où  elles  se  trou- 
vaient développées,  et  j'en  ai  fait  un  cinquième  para- 
graphe du  huitième,  qui  se  trouve,  comme  dans  les 
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éditions  précédentes,  suivi  d'une  Note  sur  les  poly- 
nomes  rationnels  et  entiers.  Le  neuvième  et  le  dixième 
chapitre  ont  dû,  par  cela  même,  être  remaniés  en 
très-grande  partie.  Quant  aux  sept  premiers,  ils  n'ont 
subi  aucun  changement  important. 


(lo*  édition,  1848.) 
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ALGÈBRE. 


-/ 


INTRODUCTION. 


f-  i.  L'Algèbre  est  la  partie  des  Mathématiques  où  l'on  emploie  des 
signes  propres  à  abréger  et  à  généraliser  les  raisonnements  que  com- 
porte la  résolution  des  questions  relatives  aux  nombres. 
On  distingue  deux  espèces  principales  dé  <|uèstions  : 
Le  théorème,  qui  a  pour  but  de  démontrer  l'existence  de  cerlUmes 
propriétés  dont  jouissent  des  nombres  connus  et  donnés;  et  le  /w'o- 
blèmèy  dont  l'objet  est  de  déterminer  certains  nombres  diaprés  la 
connaissance  d'autres  nombres  qui  ont  avec  les  premiers  des  rela- 
tions indiquées  par  l'énoncé. 

2.  Les  éléments  principaux  dont  on  fait  usage  en  Algèbre ,  pour 
parvenir  à  ce  double  but,  sont  : 

1**.  —  Les  lettres  de  l'alphabet ,  qui  servent  à  désigner  les  nombres 
sur  lesquels  on  doit  raisonner.  Leur  usage  est  nécessaire^  soit  pour 
abréger  les  raisonnements,  soit  pour  les  généraliser ,  en  ce  que  l'on 
sent  mieux,  par  l'emploi  de  ces  lettres,  que  telle  ou  telle  propriété 
appartient  à  plusieurs  nori&res  à  la  fois;  ou  bien,  s'il  s'agit  d'un 
problème,  que  la  manière  de  satisfaire  à  son  énoncé  est  indépendante 
de  toute  valeur  particulière  atti^ibuée  aux  nombres  compris  dans  cet 
énoncé. 

a**.  —  Le  signe  +,  dont  on  se  sert  pour  marquer  Taddition  de  deux 
ou  plusieurs  nombres,  et  qui  s'énonce  plus. 

Ainsi,  25  +  36  s'énonce  25  plus  36,  ou  ^^  augmenté  de  56.  De 
même,  a  +  é  s'énonce  a  plus  è,  ou  le  nombre  désigné  par  a,  aug- 
menté du  nombre  désigné  par  b» 

5**.  —  Le  signe — ,  qui  s'énoncemom,  et  dont  on  fait  usage  pour 
marquer  la  soustraction  de  deux  nombres  l'un  de  l'autre. 

Ainsi,  45  —  24  s'énonce  45  moins  24»  ou  4^  diminué  de  24,  ou 
bien  encore,  Vexcès  de  45  sur  24. 

a—b  s'énonce  a  moins  6,  ou  a  diminue  de  b. 

4^  —  Le  signe  de  la  multiplication,,  qui  est  X,  ou  un  point  que 
^^  l'on  place  entre  les  deux  quantités. 

Ainsi,  56X25,  ou  56.25,  s'énonce  56  multiplié  par  25,  ou  le 
produit  de  36  par  25. 

Alg,  B.^'^éd.  -  1       ,   ^ 


2  IIITRODTOTIOir. 

Lorsque  les  nombres  dont  on  veut  indiquer  la  multiplication  sont 
désignés  par  ^  ^^^J^b  ^fi  ^^y^9^  enoorede  les  éqpire  les  uns  à  la 
suite  des  autrâs  iani  i|terBo$itiôn  ne  signe. 

Ainsi  ab  ti^adlle  li  lîiénie  tiidse  ifue  a>C  A  ùiiaÀ;  tafe  signifie  la 
même  chose  que  aXiXc,  ou  a. b.c. 

U  est  bien  entendu  que  la  notation  ab  ou  abc,  qui  est  plus  simple 
que  celle  aX6  ou  aX^Xc,  ne  peut  être  employée  que  lorsque  leâ 
nombres  sont  désignés  par  des  lettres;  car,  si  Ton  Voulait^  par 
exemple,  représenter  le  produit  de  5  par  6^  et  qu'on  écrivit^  pour 
abréger,  56^  on  confondrait  cette  notation  avec  le  nombre  cinqtMnte- 
six  écrit  dans  le  système  décimal.  Cette  remarque  est  importante 
fjour  les  commençants, 

5».  —  Le  signe  de  la  division»  qui  consiste  en  deux  points  :  <|tte 
l'on  place  entre  le  dividende  et  le  diviseur  »  ou  bi^  encore,  en  une 
barre  — ,  au-dessus  et  ftu^dessôus  de  laquelle  on  place  respectiveaient 
le  dividende  et  le  diviseur. 

Àinsii  24  :  6^  ou  -^^  a'énonce  a4  divisé  par  6,  oU  le  quotient  de  34 
par  6. 
r  ou  a  :  ft  s'énonce  a  divisé  par  b.  On  dit  encore  a  sur  b. 

La  notation  j:  est  la  plus  usitée, 

Ô».  —  Le  coefficient  j  sîgfaë  tjue  Ton  emploie  pour  indiquer 
l'addition  de  plusieurs  hombres  égaux:  Ainsi,  au  lieu  d'écrire 
ô  +  a  -|-  a  +  «  +  ^  <ïui  représente  l'addition  de  5  nombres  égaux  à  a, 
on  écrit  5a.  De  même,  1  la  exprimé  l'addition  de  1 1  nombres  égaux 
à  a;  12  ai,^*addition  de  12  nomBres  égaux  au  produit  de  a  par  b, 
,  '  Le  coejflùiént  est  donc  un  nombre  particulier  écrit  à  là  gauche  d'un 
autre  nombre  exprimé  par  une  ou  plusieurs  lettres,  et  qui  marque  com- 
bien de  fois  bri  doit  prendre  la  lettre  ùu  le  produit  que  représentent  les 
lettres, 

7^  —  Vexposdnt,  sîgnè  dont  on  se  Sert  lorsqu'un  nbrtjtbre  désigné 
|)ar  iiïie  lettre,  doit  entrer  plusieurs  fois  comme  facteur  dans  un  pro- 
duit. Ainsi;  au  lieu  d'écrire  «XaXaXûXa  ou  a. (i.ô.a, a,  on 
éîîMt  jf^iilâ  sîmptemênt  a^  que  Ton  prononcé  a  cinq;  oà.  plutôt  a  5»'***** 
puissance. 

Oh  appelle  puissance  le  résultat  âe  la  multiplicâfiori  de  plusieurs 
nombres  égaux ,  et  degré  de  la  puissance,  la  quotité  des  nombres 
égapx  multipliés  entte  eux.         . 

V exposant  est- le  signé'  de  ce  degré:  //  s'écrit  à  là  droià  ef  m  ffcu 
au-dessus  d'une  lettre,  et  il  marque  combien  de  fois  la  quànîité  éipri- 
mé'e  par  cette  iMrè  doit  entrer  comme  facteur  dans  un  produit  :\ 

Pour  faire  sentir  toute  rimportance  de  rexpbèaût  ^t  du.  coefficient 
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en  Àlg^tîre,  supposorts  qu'on  veiinie  exprimer  un  produit  composé 
de  4  facteurs  égaux  à  ç^,  de  5  facteurs  égaux  à  ô,  et  de  2  facteurs 
égaux  à  c;  on  écrira  a*  ô®  c*,  au  lieu  AQ^aaaabhhcc. 

Veut-on  ensuite  exprimer  que  ce  dernier  résultat  doit  être  pris 
7  fois,  ou  doit  être  multiplié  par  7  ;  on  écrira  7  a*6'c*.  Ceci  donne  une 
idée  du  laconisme  de  la  khgue  algébrique. 

8».  7- Le  signe  y ,  dont  on  fait  précéder  un  hombre,  lorsqu'on  veut 
indiquer  que  Ton  a  à  extraire  de  ce  noinbre  une  racine  d'un  certain 

degré.  Ainsi  y  a  s'énonce  ràjctike  ïroMeîiie  ou  tubi^e  de  a,.,,;  \'b 
s'énonce  racine  quatrième  de  b. 

"  On  appelle  racine  î^/3^  4*,.. .  d'un  nombre,  uti  second  nombre 
qui,  étant  élevé  à  la  2«>  3%  4«,...  puissance,  reproduit  le  premier 
nombre.  ^ 

Nous  ne  ferons  usage  du  signe  y  qu'à  partir  du  troisième  chapitre. 

9'.  — Le  signe  au  moyen  duquel. on  exprii^e  que  deux  quantités 
"feont  égales.  Ce  signe  est  =  ,  et  s^énonce  est  égal  «,  ou  égale. 

Ainsi,  pour  exprimer  brièvement  que  l'êxCes  de  36  sur  a5  est  égal 
à  11,  on  écrit  36  —  25  =.11.  » 

C'est-à-dire  36  moins  25  est  égal  à  1 1 ,  pu  égale  1  i . 

lo*. —  Le  signe  d'inégalité  >,  dont  on  se  sert  pour  exprimer  qu'une 
quantité  est  plus  grande  pu  plus  petite  «qu'une  autre. 

Ainsi,  a>b  signifie  a  plusjgrand  que  b  où  supérieur  âb;  a<,b  si- 
gnifie a  moindre  que  b  ou  inférieur  à  b;  c'est-à-dire  que.  l'ouverture 
du  signe  doit  être  tournée  du  côté  de  la  plus  grancje  quantité. 
.  D'après  l'exposé  précédent ,  on  voit  que  Ton  peut  regarder  l'Algèbre 
comme  une  espèce  de  langue  q|uî  ise  ccmipose  désignes  à  l'aide  des- 
quels on  suit  avec  plus  de  facilité  l'enchaînement  des  idées  dansées 
raisonnements  qu'on  est  obligé  de  faire,  soit  pour  démontrer  l'exis- 
tence d'unp  î)]^è]|)rié!é,  soît  polii^  trouver  la  sotiition  d-un  problème. 

On  èôbcevra  mieux  encore  l'utiité  des  fignes  algébriques. par  les 
queslfôrià  ê\iiVaô1éfS  i  ■ 

PREMlilRE  QUESTION. 

3.  La  somme  de  deux  nombres  est  67,  leur  différence  est  19;  quels 
sont  ces  deux  nombres?  . 

Mode  de  résolution.  ~ 

tâchons  d'aborcf  d'établir,. à  l'aide  des  signes  dont  nous  sommes 
convenus,  une  liaison  entre  les  nombres  donnés  et  les  nombres  in- 
connus dé  l'énoncé  : 

Si  le  plus  petit  des  deux  nombres  cherchés  était  connu ,  on  aurait 
le  plus  grand  en  ajoutant  19  au  plus  petit.  (3ela  posé,  désignons  le  plus 
petit  nombre  par  x;  le  plus  grand  peut  alors  être  désigné  par  a?  + 19, 
et  leur ^omme  par  ic  +  ^  +  ^9  ^^  ^^  +  ^9-  Mais,  d'après  l'énoncé, 


à  UITBODVCTIOII. 

cette  soiq^ie  doit  être  67  ;  ainsi  Ton  a  Tégalité  ou  Véquatian. . . 
2X+i9=67. 

Or^  a  a;  augmenté  de  19  donne  67  pour  résultat^  nx  seul  est  égal  à 
67  moins  ig,  ou  2X  =  6y — 19^  ou,  en  effectuant  la  soustraction^ 
ax=48. 

Donc  enfin^  x  est  égal  à  la  moitié  de  48^  c'est-à-dire 

x=  —  =^4« 
a 

* 

Le  plus  petit  nombre  étant  24^  le  plus  grand  x-f  19  est  a4  +  19 , 
ou  43. 
En  effet,  on  a    43 -f  34=67,    et    43 — 34=19. 

Voici  le  tableau  des  calculs  algébriques  : 


Soit  X le  plus  petit  nombre^ 

rr  4- 19  ^tl^  plus  grand. 


48 


Éq...aj:  +  i9  =  67,  d'où  aa:=67 — 19=48;  donc  x'=  —  =  a4> 
et,  par  conséquent,   a:  +  ' 9  =  ^4  +  ^9  =  4^« 


En  effet. 


43 


a4  =  67,     43  — a4==i9. 


Autre  mode  de  résolution. 


86 


Soit  X ie  plus  grand  nombre, 

X — 19  est  le  plus  petit. 

Éq...aâ: — 19=67,  d'où  aaî=67  +  i9  =  86;  donc  ar=  — =  43; 

r 

et,  par  conséquent,-  x — 19=43  — 19  =  24. 

On  voit  par  là  comment,  à  Taide  des  signes  algébriques,  on  par- 
vient à  comprendre  dans  un  cadre  très-resserré  les  raisonnemeiils 
qu'on  est  obligé  de  faire  pour  résoudre  un  problème  ;  raisonnements 
qui,  écrits  en  langage  ordinaire,  exigeraient  souvent^une  ou  plu- 
sieurs pages. 

RÉSOLUTION   GENERALE  DE   CE  PROBLEHB. 

4.  La  somme  de  deux  nombres  est  a,  leur  différence  est  b.  On  de-   ' 
mande  de  trouver  les  deux  nombres? 

Soit  X s . .  : . .  le  plus  petit  nombre, 

ar-f  6  désigné  alors  le  plus  grand. 

a — b      a      h 


Éq...3a;-|-i=^û,  d'où  aa:=a — b\  donc  a?  = =  - 

2  2 

et,  par  conséquent,   ic-fè=: f-î  =-  +  -. 

a      a  .  a       a 


i 


INTBODUGTION. 


Comme  la  forme  de  ces  deux  résultats  est  indépendante  de  toute 
valeuf  particulière  attribuée  aux  lettres. a  et  6,  il  s  ensuit  que,  con- 
naissant la  somme  de  deux  nombres  et  leun  différence,  on  obtiendra  le 
plus  grand  nombre  en  ajoutant  la  demi-somme  à  la  demi-diff^ence  ^ 
et  le  plus  petit,  en  retranchant  de  la  demi-somme  la  demi-différence. 

Ainsi,  que  la  somme  donnée  soit  a37,  et  la  différence  99,  le  plus 

grand  est,— ^  +  —,  ou  —^^--yy  =  —  =  168,  et  le  plus  petit, 


2  a 


237     .99    ^„  *3^-fi^ 

En  effet,  168  +  69  =  337,    168  —  69=99. 

On  conçoit,  d'après  la  question  précédente,  Tutilité  des  lettres'pour 
représenter  les  données  (f  un  problème.  Gomme  on  ne  peut  qu'in- 
diquer sur  ces  lettres  les  opérations  de  TArithmétique,  le  résultat 
auquel  on  parvient  conserve  là  trace  des  opérations  qu'il  faut  effec- 
tuer sur  les  quantités  connues  pour  obtenir  }es  valeurs  des  quantités 
que  Ton  cherche. 

Les  expressions  -  -h  -  et ,  auxquelles  on  est  parvenu  dans 

3       a       a       a 

le  problème  précédent,  s'appellent,  en  Algèbre,  des  formules,  parce 
qu'elles  peuvent  être  regardées  comme  coniprenant  les  solutions  de 
toutes  les  questions  de  même  nature,  dans  renoncé  desquelles  on 
fait  seulement  varier  les  valeurs  numériques  des  données^ 

On  nomme,  en  générai ,  solutions  d^un  problème  les  nombres  sus- 
ceptibles de  vérifier  son  énoncé. 

DEUXIÈME  QUESTION.  -^  THÉORÈME. 

t 

5.  La  somme  de  deupp  nombres  multipliée  par  leur  différence  donne 
pour  produit  la  différence  des  carrés  ou  des  secondes  puissancH  de 
ces  deux  nombres. 

Ainsi,  soient  la  et  9  ces.  deux  nombres;  leur  somme  ett  ai,  et 
leur  différence  3.  On  reconnaît  que  le  produit  ai  x 3  ou  63  est  ég^l 
à  144  qui  est  le  carré  de  la,  diminué  de  81  qui  est  le  carré  de  9. 

Mais,  pour  mettre  en  évidence  cette  propriété,  quels  qu^  soient 
les  deux  nombres,  représentons  ces  nombres  par  les  lettres  a  et  b, 
La  somme  sera  exprimée  par  a-^^b^  et  la  différeiice  par  a  —  b. 

Pour  former  le  produit  de  ces  deux  expressions,  on  supposera 
d'abord  que  Ton  ait  à  multiplier  la  somme  a-{'b  par  a,  et  le  pro- 
duit sera  aXa  + JXa,  ou  plus  simplement,  a^-^-ab  :  car  il  faut, 
prendre  chacune  des  deux  parties  dont  a-^b  est  composé,  autant 
de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  a,  et  ajouter  les  deux  produits.  Mais 
ce  n^'est  point  par  a  tout  entier  qu'il  fallait  multiplier,  c'est  .par  a 
diminué  de  b;  ainsi,  le  produit  a*  +  ab  est  trop  fort  du  produit  de 
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a  -|^  ô  par  5,  c'est-à-(lire  de  ai  +  **•  I'  P^^^  ^^^^  retrancher  aô  4-  ô* 
du  produit  précédent  fi'^a^,  ce  qu*oh  indiquera  ialgébriqueînent 
de  pette  manière  :  a^-\-ab  —  ah  —  6'.  àommé  d'ailleurs  jès  deux 
produits  +«ô, — ab,  se  détruisent  réciproquement,  il  vient  enjBn 
a*— é*  pour  le- produit  demandé.    . 

Ce  résultat  q^ — b^  ^yant  été  obtenu  indépendamment  de  toute 
valeur  particulière  attribuée  à  a  et  6 ,  il  s'ensuit  que  le  théorème 
énoncé  est  vrai  pour  deux  nombres  quelconques^ 

TROISIEME  QUESTION.  —  THEOREME. 

6.  Si  y  aux  deux  termes  d'une  fraction  proprement  dite^  ou  d'un 
nombre  plus  petit  que  l'unité,  on  ajoute  un  même  nombre  entier,  la 
nouvelle  fraction  qui  en  résulte  est  plv/s  grande  que  la  première,    - 

8 
termes,  on  obtient  ~r.  Ces  deux  fractions,  réduites  au  mêmedéno- 

75      06 
minateur,  deviennent  — -,  -^:  or  la  a«  fraction  est  évidemment 

180    180 

plus  grande  que  la  première. 

-  Poiu*  reconnaître  si  le  théorème  énoncé  est  vrai,  quelle  que  soit 

la  fraction  proposée,  désignons  cette  fraction  par  -,  en  suppo- 

sant  a  <  i. 
Soit  m  le  nombre  ajouté  aux  deux  termes  de  cett§  fraction;  il  en 

résulte ...  7^-; — . 

b-\-m  ' 

Afin  de  comparer  les  deux  fractions,  il  faut  les  réduire  au  même 
dénominateur  :  il  suffit  pour  cda  de  multiplier  les  deux  termes  a 
et  fr  de  la  première  fraction  par  b-^-m,  et  les  deux  termes  de  la 
seconde  par  b.  Or  multiplier  a  par  î-j-m,  revient  à  prendre  a  au- 
tant de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  &,  plus  autant  de  foisxqu'il  y  a 
vd'nnités  dans  m,  ae  qui  donne  ab'\-am.  On  prouverait  de  même 

que  le  produjt  de  J  par  6  + m  est  b^-\^bm\  ce  qui  donne  ,.  ,   . 

0*  -|-  bm 

pour  la  première  fraôtîon.  De  même ,  si  Ton  multiplie  les  deux 

a  '^  m 
termes  de  la  seconde  r^r: —  par  b ,  comme  on  Fa  vu .  (n°  5) ,  elle 

devient  ,    '  .    . 
b^  -^-bm 

Les  deux  numérateurs  aô  +  am,  ab-\-bm,  ont  une  partie  com- 
mune ab;  et  la  partie  bm  du  second  numérateur  est  plus  grande  qi|e 


y 


I]!fTROI>IIGTION. 


la  partie  am  du  premier  numérateur^  puisqu'on  a  supposé  b>a. 
Donc  aussi  la  seconde  fraction  est  plus  grande  que  la  première  ;  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 
On  voit  d'ailleurs^  par  le  raisonnement  précédent,  qu'il  faut  que 


a 


-/Soit  une  fraction  proprement  dite,  pour  que  le  théorème  soit  vrai; 

car  autrement^-  la  secon4e  fraction  serait  moiuflre  que  la  première^ 
puisque  alors  on  aurait  ab'\-bm<ab-\- am. 

T.  En  réflécjûssai)^  sur  }es  moyens  de  résolution  des  questions 
précédentes  I  on  sepUra  que  l'emploi  des  sign^^s  algébriques  doit 
donner  lieu  à  des  règles  communes  à  plusieurs  questions.  C'^st  ainsi, 
par  exepdple,  que  dans  h  seconde  et  la  troisièpe^  on  a  été  conduit 
à  effectuer  la  imîUipJication  d'une  somme  a  +  6  par  un  nombre  a, 
d'une  somme  «  +  ^  par  A,  d'un  nombfe  a  par  une  soipme  b-^-m. 
D'où  il  résulte  qu'en  établissant  des  préceptes  généraux  pour  trouver 
les  résultats  dp^  ppéy atJQns  qij'on  p^ijt  avoir  ^  effectuer  sur  les  quan- 
tités algébriques,  on  aurait  des  moyens  axes  de  résoudre^  p^  lé| 
symboles  aI^pque^ ,  toutes  le3  q^^stiqn^  relatives  aux  nombres. 

Cette  partie  de  l'Algèbre  a  pour  titre  :  Za  manière  d'effectuer  les 
opérations  de  V Arithmétique  sur  les  quantités  algébriques  ou  litté- 
rales; c'est'àrdjre  sjw?  les  nombres  représentés  par  des  signes  ajgé- 
briques. 

On  ne  peut  se  4issiaiuler  que  pette  partie  ne  soit  up  peu  aride, 
peut-être  même  rebutante  pour  ]^s  commençants;  mais  il  esj  indis- 
pensable de  la  bien  possédei:,  si  l'on  veut  avance^  rapidement  dans 
le  c^amp  vaste  et  fécpncji  de  l'Algèbre.  >< 
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CHAPITRE  PREMIER. 

§  I".  DES  OPÉRATIONS  ALGÉBRIQUES. 


Définitions  préliminaires. 

8.  Toute  quantité  écrite  en  langage  algébrique,  e'est-à-dire  à 
Taide  des  signes  de  TAlgèbre,  s'appelle  quantité  algébrique  ^  ou  quel- 
quefois quantité  littérale  :  c'est  plutôt  l'expression  algébrique  de  la 
quantité. 

Ainsi,  3a  est  Texpression  algébrique  du  triple  du  nombre  a; 
5a'  est  l'expression  algébrique. du  quintuple  du  carré  de  a;  ya^b*  est 
Texpression  algébrique  de  sept  fois  le  produit  du  cube  de  a ,  multi- 
plié par  le  carré  de  6. 

3  a — 5  6  est  Texpression  algébrique  de  la  différence  entre  le  triple 
de  a  et  le  quintuple  de  b, 

a  a'  —  3  aô  + 4  ft' est  l'expression  algébrique  du  doublé  du  carré 
de  a,  diminué  du  triple  produit  de  a  par  6,  et  augmenté  du  qua- 
druple du  carré  de  b. 

,0n  app^elle  monôme,  ou  quantité  à  un  seul  terme ,^ou  simplement 
terme  y  une  quantité  algébrique  qui  n'est  réunie  à  aucune  autre  par 
le  signe  de  raiiditîon  bu  de  la  soustraction;  et  polynôme ^  ou  quan- 
tité à  plusieurs  termes ,  une  expression  algébrique  composée  de  plu- 
sieurs parties  séparées  les  unes  des  autres  par  les  signes  -f*  ou  — . 
Ainsi,  3a,  5aS  7a' 6*,  sont  des  monômes;  3a — 56^  2a* — 3aô+4**, 
sont  des  polynômes.  La  première  de  ces  deux  expressions  est  dite 
un  binôme,  parce  qu'elle  est  composée  de  deux  termes.  La  seconde 
est  dite  un  trinôme,  comme  étant  composée  de  trois  termes 

9.  La  valeur  numérique  d'une  expression  algébrique  est  le  nombre 
qu'on  obtiendrait  si,  en  donnant  des  valeurs  particulières  aux  lettres 
qui  y  entrent ,  on  effectuait  toutes  les  opérations  de  l'Arithmétique 
que  comporte  cette  expression.  Cette  valeur  numérique  dépend  évi- 
demment des  valeurs  particulières  attribuées  aux  lettres,  et  doit 
généralement  varier  avec  ell«s.'  Ainsi,  a  a'  a  pour  valeur  numé- 
rique 54,  lorsque  Ton  fait  a  =  5;  car  le  cube  de  3  est  27,  et  a  fois 
'27  donne  54.  La  valeur  numérique  de  cette  même  expression  est 
a5o ,  lorsque  Ton  fait  a  =  ô  ;  car  le  cube  de  5  est  125,  et  a  fois  ia5 
donne  a5o.  ,  ^  < 

Je  dis.  généralement,  car,  dans  quelques  cas,  la  valeur  numé- 
rique d'une  expression  algébrique  reste  constante ,  quoiqu'on  fasse 
varfer  les  valeurs  des  lettres  qui  y  entrent  Ainsi ,  dans  l'expression 
a  —  b,  tant  qu'on  donnera'  à  a  et  à  6  des  valeurs  croissant  chacune 
de  la  même  quantité ,  l'expression  ne  changera  past 


RÉDUCTION   DES   TEP.MËS  SEMBLABLES.       '  0 

Soit ,  par  exemple ,  a  =  7,  ô  =  4  ;  il  en  Tésulte  a  — b  =  3.. 
'  Soit  maintenant  ^=  la  ou  7  -^-5 ,  et  i  =  9  .ou  4  +  5..}  U  ©n 
résulte  a-r- 6  =12  —  9  =  3,  etc.  .  .' 

l^a  valeur  numérique  d'un  polynôme  ne  change  point  lorsqu'on 
intervertit  Tordre  de  ses  termes,  pourvu  que  l'on  ait  soin  de  con- 
server à  tous  leurs  signes  respectifs.  Ainsi  ^  les  polynômes  4û*  — 
9a'ô  +  5ac%  5ac*  —  3a*6  +  4ûS  4a*  +  5ae*  — 3«*ô,  ont  lamôme 
valeuï* numérique.  C'est  une  conséquence  évidente  de  kinature  de 
Taddition  et  de  la  soustraction  arithmétiques.'  Mais  cette  observation 
sera  très-utile  par  la  suite. 

10.  Des  différents  termes  qiii  composent  un  polynôme  donné,  les 
uns  sont  précédés  du  signe  +  ^  les  aptres  du  signe  — .  Les  premiers 
portent  le  nom  de  termes  additifs ,  les,  autres  s^ppellent  termes  sotts- 
tractifs.  On  appelle  aussi  les  premiers ,  termes  positifs ,  et  les^utres, 
termes  négatifs;  dénominations  assez  impropres,  que  Tusage  seul  a 
consacrées.  . 

Le  premier  terme  d'un  polynôme  n'est  ordinairement  précédé 
d'aucun  signe  ;  mais  alors  il  est  censé  précédé  du  signe  -|~. 

11.  On  appelle  dimension  d'un  terme,  chacun  des  facteurs  littéraux 
qui  composent  ce  terme ,  et  degré  le  nombre  de  ces  facteurs  ou  ' 
dimensions;  Le  coefficient  ne  compté  pas  pour  une  dimension.  Ainsi, 
3a  est  dit  un  terme  à  une  dimension,  ou  du  premier  degré,  ou 
linéaire;  5ab  est  dit  un  terme  à  deux  dimensions,  ou  du  second 
degré;  ya^bc^  étaçt  la  même  chose  qaeyaaabcc,  est  dit^à  six  dimen- 
sions ou  du  sixième  degré. 

En  général,  le  degré  ou  le  nombre  des  dimensions  dlun  terme 
s'estime  par  la  somme  des  exposants-  des  lettres  qui  entrent  dans  ce 
terme.  A  ce  sujet,  nous  remarquerons  que,  d'après  la  définition 
même  da  l'exposant  (n**  2) ,  une  lettre  qui  n'a  pas  d'exposant  est 
censée  avoir  1  pour  exposant.  Ainsi ,  le  degré  du  terme  Sà^bcd^  est 

Un  polynôme  est  dit  homogène  ^  lorsque  tous  ses  termes  sont  de 
même  degré  :  3a  —  aô  +  c,  3a*  —  4«6  +  6%  ^(^'^c  —  ^c^-^-nc^d,.. 
sont  des  polynômes  homogènes;  8a* — 4aé+  c  n'est  pas  homogène. 

RÉDUCTION  DES  TERMES  SBBIBLilBLES. 

12.  On  appelle  termes  semblables  des  termes'  qui  sont  composés 
des  mêmes  lettres  affectées  respectivement  des  mêmes  exposants. 

Ainsi  yab  et  3a6,'.  4a'6*  et  5  «^6%  sont  des  tern;ies  semblables. 
8  a*  6  et  7  ai*  ne  sont  pas  des  termes  semblables  ;  car  ils  sont  bien 
composés  des  mêmes  lettres ,  mais  les  mêmes  exposants  n'affectent 
pas  les  mêmes  lettres. 

11  arrive  souvent  qu'un  polynôme  renferme ,  dans  son  expression , 
plusieurs  termes  semblables ,  et  alors  il  est  susceptible  de  simpliH- 
cation. 


\ 


10  ~  RÉDUCTION  DES  TERMES  SEMBLABLES. 

-.  '•    '  l     ■ 

Soit  le  polynôme  4a*6  —  5a*c  -{' gac^ -r- ^€i*à'  +  ^à^c  —  66';  on 
peut  (n°  9)  Fécrire  ainsi  :  4a' J  —  2a^b-^ya^c  —  3a*e  +  9«^*  —  6^  ; 
or,  4a'6-r-2a*i  se  réduit  évidemment  à  2 a*è;  7a* c  — 3a* c  se  ré- 
duit à  ^a^c;  donc  le  polynôme  lui-même  revient  à  2a*6-[-4a*c 
-pgac*  — 6**.  ••       •     •    ^     .       -•.'  ? 

Que  Ton  aît  dans  un  polynôme  quelconque ,  les  termes 

+  2a'^ôc«.  — 4a»ic%  +  6a^6çS—  +  iiVic». 

P'abord  ^    la    somîne    des    termes  additifs  +  ^a^ffc^  -{'  Qefîbc* 
4"  1 1  a'^ç*  est  égale  à  4=  iQ^?'^^'  ;  la  somme  dep  teripes  sougtr^tîfs. 
^ — ^a^bc^  —  Sa^bc^  est  égale  à  —  120^^*^'.  Donc  Tensemble  des  qinq 
teppes  proposés  se  réçjuit  ^ -\-  it^a^bc^  —  12a' 6c*,  ou  ^  -|-  7a* éc*,    , 

Il  peut  se  faire  que  h  somm^  des  termes  soustractifs  soii  plus 
forte  qiie  cplle  des  tprines  additifs.  Daps  çe.cas^  on  soustraitje  poef^ 
ficient  positif  du  co^tlicient  négatif ,  et  Von  affecte  le  résultat;  du 
signe — .  Ainsi,  que  l'on  ait-}- 5  a*  *  pour  l^  sopfune  des  termes 
positifs,  et  —  8a*î  pour  la  somme  des  termes  négatifs;  çoqf^me 
—  Sa*b  revient  à  —  5a?b — 5a?é,  M  s'ensuit  qiie  +  $a*é-7-8a*6 
équivaut  à  4- 5  a*  i  —  5a*6-r-3a*i,  |»uà  —  5a^6- 

Ei'oU  Ifon  put  conclure  cette  règle  :  Pow.  opk^  ^  viàfV^tion  des 
tertnes  ^embfM^? ,  former  un  seul  terme  additif  de  tom  les^  termes 
semblables  précédée  du  signe  -(-;  ce  qui  se  fait  e^  àjoutçLpt  les  coeffi- 
cients^  de  ces  termes ,  et  e^i  donnant  leur  somme  pour  coefficient  à  Fa 
pavtie  littérale  commune,  formez ,  par  le  même  moyen ,  ur^  seul  terme 
soustraetif  de  tous  les  termes  précédé^  rfu  signe -^;  retranchez  ensuite 
la  plus  petite  somme  de  la  plus  grande,  et  donnez  au  résultat  le  sigr^ 
dé,  la  plus  grande.  # 

(  Il  est  bien  essentiel  de  reqD^rquer  que  la  réductic^p  q^  doit  porter 
que  sur  les  coefficients  ejt  jafnais  sur  les  exposants.  )  . 

On  trouvera,  d'après  cette  règle ,  que 
6aH  ^SaU  —  ga^  +  i5aH  —  a*b     seréduità-|-5a'6, 
7  abc*  —  abc*  —  7  abc*  —  8 abc*  +  ^abc*  se  réduit  à  —  5 abc*. 

La  réduction  des  termes  semblables  est  une  espèce  d'opération , 
toute  particulière  à  rAlgè)3re,  qui  se  rencontre  dans  l'addition ,  là 
soustraction ,  la  multiplication'  et  la  division  algébriques ,  opérations 
que  nous  allons  ihaintenant  développer. 

Remarque.  —  Comme  celles-ci  doivent  offrir  à  Tesprit  des  élèves 
la  même  idée  que  les  opérations  analogues  de  l'Arithmétique ,  nous 
nojis  dispenserons  d'ep  répéter  les  définit:ons,  qui  doivent  être  suflS- 
s^jnment  connues  de  tous  ceux  qui  ont  vu  Tarithmétique  avec  sqip. 
Off  conçoit  toutefois  que  les  procédés  ne  peuvent  plus  être  lès 
mêmes,  puisque  les  symboles  sont  différents.  Tantôt  ces  opérations 
se  réduisjent  à  de  simples  indic^tjons,  tantôt  il  y  a  lieu  réellement  à 
le§  effectuer,  et  alors  d  faut  des  règles  correspondantes  aux  s^^mboles 
que  f  on  emploie. 
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ADDJTÎON.  il 

13.  Soit  d'abord  à  ajoute]?  les  expressions  3a,  5è,  ae;ona  pot» 
le  résultat  de  cette  addition ,  3a4-5*  +  2(?,  expression  ique  l'Oti  ne 
peut  simpMér  davantage^    .  -    . 

Boit  encore  à  ajouter  les  monômes  4a*èS  2a»è',  '7«*i';  le  résultat 
est  4a* é'  +  aa*é«  +  7a*ô»,  ou  réduisant  (n^  12)  i3a'6«.     ' 

Proposons-nous  maintenant  d-âjoqtei?  les  polynômes 

Pour  ft^riîier  tin  seul  polyifiôfiae  qui  exprime  la  somme  de  ceux-ci , 
observons  qu'ajouter  au  nombre  exprimé  par  3a*  —  é^ab,  le  nombre 
exprimé  par  ace** — 5^6 +  è*,  c^est  y  ajouter  la  diflftrence  entre  le 
nombre  d'unités  exprimé  par  aa*-f  ^%  et  le  nombre  d'unités  ex- 
primé par  3  ai  5  opération  que  Ton  ferait  aisément  ^  si  Ton  attiibuait 
des  valeurs  particulières  à  a  et  6;  mais  comme  on  ne  saurait  Texé* 
cuter  dans  l'état  actuel  des  quantités ,  on  remarque  qu'il  révient  au 
même  d'ajouter  d'abord  aa*-|-è*  à  3o^  —  é^aày  et  de  retrancher 
ensuite  3a6;  ce^  qui  donn^  ^*  —  4<^  +  3^*  +  **  —  5aA,  ou  en 
changeant  l'ordre  des  termes  (n"9),^3a'  —  4ai  +  2û*  —  5û6-j-à?. 
De  mém*e^  pour  ajouter  aab  —  56*  à  cette  dernière  expression,  il 
suffit  d'écrire  3 a*  —  4û*  +  2a* — 3oô  +  6'  +  aaft  — 5**  j  il  ne  s'agit 
plus  actuellement  que  de  faire  (n*  12)  la  réduction  des  termes  sem- 
blables, et  il  vient  enfin  5a*  —  5û*  —  4**  pour  le  résultat  demandé. 

Gomme  des  raisonnements  analogues  pcmrraient  s^appliquer  à^ 
d'autres  polynômes ,  on  est  en  droifrde  conclure  cette  règle  générale 
pour  l'addition  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  :  Écrivez  les  poly- 
nôme^ proposés  les  uns  à  la  suite  des  antres ,  en  comervant  aux  termes 
qui  les  coniposent  leurs  signes  respectifs  ;  puis ,  faites  la  réduction  d& 
termes  semblables ,  s'il  y  a  lieu. 

'  Void  quelques  exemples  :  ^ 


•',       3a' — ù^ab — 26' 

+5a*-|-2û6 —  J* 
+30^— aô'— 3c^ 

8û*+  flô— 56'-T^c* 


^\    ya^b—Zabc—Sb^c—  gc'  +cd* 
-f-8ft6c— 5a'6+3c* —  46*c+^d' 


6a*6+5afo— 3é*(?— 14c»  -facrf*— ^^«. 

Dans  la  pratique,  on  dispose  ordinairement  les  quantités  proposées^ 
les  unes  sous  les  autres ,  comme  on  le  voit  dans  ces  deux  exemples  ;  on 
fait  la  réduction  des  termes  semblables  y  et  Von  écrit  avec  leurs  signes 
respectifs  les  résultats  de  la  réduction.  Amsi^  dans  le  premier  exemple, 
en  considérant  le  terme  3  a%  qomme  ce  terme  est  semblable  au  terme 
5  a*  qui  se  trouve  sur  la  seconde  ligne,  on  écrit  8  a*  pour  le  résultat 
de  la  réduction  de  ces  deux  termes,  qu'on  a  soin  de  barrer  légèrement 
(comme  on  le  voit  pour  Je  preiinier  ternie).  Passant  epsuite  au  terme 
—406,  on  le  yéduit  avec  les  ter(ne§  +  î>(?6  et  3  û^>  CH?  qui  donne  +  aby 
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qu'on  écrit  à  la  droite  de  8  a*,  et  Ton  I^arre  les  nouveaux  termes 
qu'on  vient  de  réduire.  On  continue  ainsi  l'opération  jusqu'à  ce  que 
tous  les  termes  soient  barrés  et  réduits. 

Le  léger  trait  qu'on  passe  sur  les  termes  sert  à  prévenir  Fomission 
de  quelques  termes  dans  le  résultat;  les^  termes  non  barrés  sont  en- 
core à  réduire. 

De  la  soustraction  algébrique^ 

14.  Soit  à  rétrancher  46  de  5a;  le  résjiiltat  algébrique  est  5a — 4ft. 
De  même ,  la  différence  entre  7a'6  et  4a*é  est  7a'6 — 4a'6»  ou 
3a»é.  • 

Soit  maintenant  2^ — 5e  à  retrancher  de  (\a':  on  peut  d'abord 
présenter  le  résultat  de  cette  manière^  4'a — {2  b — 3c),  en  mettant  la 
quantité  à  soustraire  entre  deux  parenthèses  et  l'écrivant  à  la  suite  de 
la  première  quantité  avec  Je  signe — .  Mais  les  questions  exigent  sou- 
vent que  l'on  forme  un  seul  polynôme  de  cette  expression  :  et  c'est 
en  cela  que  consiste- pnncipalement  la  règle  de  la  soustraction  algé- 
brique. 

Pour  parvenir  à  ce  but^  on  obseiTpra  que  si  a,  by  c  étaient  donnés 
numériquement,  on  ferait  la  soustraction  indiquée  par  26— ^3c,  puis 
on  retrancherait  le  résultat  obtenu^  de  ^a;  comme  cette  soustraction 
ne  peut  être  effectuée  dans  l'état  actuel  des  quantités,  on  commence 
par  retrancher  2 A  de  4a,  ce  qui  donne  4« —  ^b;  mais  en  retranchant 
26  unités,  on  a  soustrait  un  nombre  trop  fort  de  3e  unités  ;  il  faut 
donc  rectifier  le  résultat  en  y  ajoùiigdfit  3e.  Ainsi  l'on  a  4« —  2é+3e 
pour  le  résultat  de  la  soustraction  proposée. 

Soit  encore  5  a-  7-  4  aô  -j-  ^  ic — ô*  à  soustraire  de  8  a* — 2  ai  ;  cette 
opération  peut  être  indiquée  ainsi  : 

8a*— 2aô  — (5a«  — 4a6  +  3*e  — 6*). 

Mais,  pour  réduire  cette  expression  à  un  seul  polynôme,  obscirvons 
que  retrancher  5a*  —  ^ab-\-^bc — 6*  revient  à  retrancher  la  diffé- 
rence entre  la  somme  5a*-|-3èe  des  termes  additifs,  et  la  somme 
4ai+i'  des  termes  soustractifs.  On  peut  d'abord  retrancher  5  a^-f-  3ée, 
ce  qui  donne  8  a*  —  ^ab — 5  a* — 3ôe;  et  comme  ce  résultat  est  "né- 
cessairement trop  faible  de  4  ad  4-  b*^  il  faut  y  ajouter  cette  dernière 
quantité,  et  il  vient 

8  a*  — 2ai  — 5  a*— 36e  +  4ai-f  6*, 
ou  8  a*  —  2  aè  —  5  a*  +  4  «* — 3  6e  +  *>% 

'  e»  rétablissant  l'ordre  des  termes;  ou  bien  enfin,  en  réduisant, 

3a*-f  2a6  — 36e-j-6*.  , 

•  D'où  Ton  peut  conclure  cette  règle  générale  : 
Powr  soustraire  deux  polynômes  l'un  de  l'autre,  écrivez  à  la  suite  du 


MULTIPLICATION.  13 

polynôme  dont  il  faut  soustraire,  l'autre  polynôme  en  changeant  les 
signes  de  celm-^i,  et  faites  la  réduction  du  polynôme  résultant ^  s'il  y 
a  lieu. 

On  trouvera,  d'après  celte  règle, 

15.  On  peut  aussi  ;  d'après  cette  même  règle,  faire  subir  à  cer'> 
tains  polynômes  quelques  transformations.       i 

Par  exemple,  6a* — 5aé  +  2**1^— 2fc 

revient  à  '6a*— (3a*  —  26'   -f  26e): 

De  même  7a'— 8a«6— 4ÔV +6*» 

revient  à  7a»— (8a«6+ 46V— 66'), 

ou  bien  encore  à  7a»  —  8a*ô — (4ô*c  — 6  J').  ■    - 

Ces  transformations,  qui. consistent  à  décomposer  un  polynôme 
en  deux  parties  séparées  Tune  de  l'autre  par  le  signe  — ,  sont  très- 
.  utiles  en  Algèbre.  '    .  / 

•  Multiplication  algébrique. 

16.  Nous  regarderons  comme  démontré  un  principe  qui  est  géné- 
ralement admis  dans  tous  les  Traités  d'Arithmétique  {voyez  pour  là 
démonstration ,  mes  Éléments  d* Arithmétique  y  29*  édition,  n**'  25  et 
suivants),  c'est  que  le  produit  de  deux  ou  plusieurs  nombres  reste 
le  mèoxe  dans  quelque  ordre  qu'on  les  multiplie. 

Cela  posé,  considérons  d'abord  le  cas  où  Ton  a  un  monôme  à 
multiplier  par  un  monôme. 

Soit  7a'Â*  à  multiplier  par  4«**.  L'expression  de  ce  produit  peut 
d'abord  s'écrire  ainsi  :  7a'**x4^'6.  Mais  cm  peut  la  simplifier  en 
observant  que,  d'après  le  principe  précédent  et  la  signification  des 
symboles  algébriques  (n®  2),  elle  revient  à  yx^x^^aaaabbb.  Or, 
comme  les  coefficients  sont  des^  nombres  particuliers ,  rien  n'empêche 
d'en  former  un  seul  en  les  multipliant  entre  eux  :  ce  qui  donne  28 
pour  coefficient  du  produit.  Quant  aux  lettres ,  le  produit  aaaaa  équi- 
vaut à  a'  (7°,  n<»  2),  et  le  produit  bbb,  à  *';  ainsi ,  l'on  obtient  pour 
résultat  final,  28 a'^6^       .         \ 

Soit  encore  i2a*6*c*  à  multiplier  par  8a'i'd' j  ce  produit  revieijitp 
à  1 2  X  8  X  aaaaabbbbbbccdd ,  pu  96  a'  ô^  c'  rf*.  .  -    . 

D'où  J'on  voit  que,  pour  muiti][ilier  deux  monômes  l'un  par  l'iiutre, 
il  faut:  i""  —  multiplier  les  deux  coefficients  entre  eux\  ik^-^ écrire  , 
à  la  suite  de  ce  produit  toutes  les  lettres  qui  entrent  à  la  fois  dans  le 
multiplicande  et  le  multiplicateur^  en  affectant  (fhaqùe  lettre  d'un  eX' 


iU  ûntfipttùkfién. 

pQÈonHgni^  à  /a  àommê  des  dHit  expmànîn  doht  ceti}s^¥\êhié  lettre  est 
affectée  dans  les  deuss  facteurs;  S*  —  si  une  lettre  n^ entré  que  danè  un 
des  facteurs,  l'écrire  au  produit  avec  P exposant  dont. elle  est  affûtée 
dans  ce  'facteur, 

La  règle  relaliveiaux  coefficients  n'offre  aucune  difficulté. 

Mais  pour  se  sondre  compte  de  là  règle  des  exposants ,  il  faut 
observer  qu'en  général  ^  un  nombre  a  doit  se  trouver  autant  de  fois 
facteur  dans  le  prqdluit^  qu'if  l'est  ^  tant  dans  le  multiplicande  que 
dans  le  multiplicat^.  Or  (n^  2)^  les  exposants  des  lettres  màrque;it  le 
nombre  de  fois  quelles  entrent  comme  factedrs  ;  dcmc  la  somme  des 
deux  exposants  d'jye  même  lettre  marque  le  nombse  de  fols  qu'elle 
doit  étréïacteur  dMis  le  produit  demandé. 

On  trouvera  9  d'iprès  É  règle  précédente»  que 

aiif6«crfX8a6c»   =i68a*6Vrf,  "  *' 
yHabc><7df     =3   aSabcdf.  i 

17.  Passons  à  JE  multiplication  (^  polynômes.    . 

Soient  d'aboraP  deux  polynômes  a-f^  +  <^6t(/4*A  composés 
de  termes  tous  adoitifs  ;  on  peut  présenter  le  produit  sous  la  forme 
(a-\^b^c)(d'\-  f).  Mais  on  a  souvent  besoin  de  former  un  seul 
polynôme  de  ce  produit  indiqué;  et  c'est  en  cela  surtout  que  consiste 
ta  multiplication  de  deux  polynômes. 

Or  îl  est  évideïit  que  mirttiplier  la  somme  à-^b-^-e  par  d  +  /" 
tevîent  à  prendre  a  +  b-^c  autant  ie  fois  qu^il  y  a  d^ùnîtés  dans  d, 
'  plus  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  f,  et  à  ajouter  les  deux 
produits.  Mais  multiplier  «  +  i  +  ê  par  rf ,  c^est  i>rèndfe  d  fois  cha- 
cune des  paHieâ  dû  ihultlpliciÂilde^  et  réunii*  léô  priOdaits  partiels,  ce 
qui  dapne  ad  +  bd-^cd.  De  même,  multiplier  â^b  +  c^ptàîe  f,  c'est 
|)reriàre /fois  chacune  des  parties  du  mliltîpUcàttdè ,  et  réunir  les 

i)rodbife  partiels.  Donc  enfin  (à  +  *  +  c)  (rf  -f  D  =  ***  +  *^  +  ^«^ 
^af^bf+cf.        ^ 

Ainsi,  poiM  multiplier  deux  polynômes  composes  de  fermes  tous 
additifs^  il  faut  multiplier  Éêpar^ent  ûâSciin  des  termes  du  multi- 
plicande par  chacun  des  termes  du  multiplicateur ,  et  ajouter  tous  les 
produits^  * 

'  /Si  ïès  termes  sont  affectés  de  coefficients  et  d^exposants ,  on  suit 

les  règles  prescrities  (n®  46)  pour  la  multiplication  dés  monôïnes. 

%Par  exemple,   (3a* +4^6 -{-**)  {2a-\-5b)  donné  pour  produit 

6a»  +  8yé  +  2a6»-J-i5a*i  +  20oJ«  +  56S   ou  réduisant,   6a^  + 

Pour  nous  rendre  compte  âii  cas  le  pii^s  général  ^  commenOofis 
Çjîr  remarquer  que,  si  Je  multiplicaiide  renferme  deg^  termes  additifs 
el  ttës  tà'mes  soustractifs ,  ce  facteur  exiH*ime  une  différence  entre 
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ié  nombre  aiinités  iBaiHjuë  par  Jâ  §onunë  des  ternies  additifs  ,et 
\^  nombre  d] unîtes  marqué  par  la  spmoixe^des  lermçs  soustractifs. 
Même  raisonnepiênt  par  rapport  au  multi|)licdieur.  D'où  il  suit  ()i|e 
la  multiplication  de  deux  iK)lynôme§  cjuelcQnciues  est  ramenée  à  la 
piultîplication  de  deuxiuijlî^meS,,  tels  que  a — J,  c-^d  [a  désignant 
jfi  somme  des  termes  ^^iditifs ,  et, — b  laspmme  des  termes  spus- 
tractifs  Au  multiplicande]  ;  fl  en  est  de  même  par,.rappori  au  mulM- 
pliçatipurc— rf.  Voyons  doçç  comment  on  peut  effeciuer  la  multipli- 
cation expîrimép  par  (a—b)  (C— rf)- 
Or  multipiier  a.—b  par  c — d  revient  évidemment  à  prendre  a — 6 

•  autant  de  fois  qu'il  y  a  a  unités  daps  c,  moins  autant  de  fMs  qu'il  y  a 
d'unités  dans  d ,  ou  bien  à  multipiier  a — b  par  c,  et  à  rewahcher  du 
produit  celriî  de  a — b  pîar  d:  Mais  multiplier  a — b  par  c  revient  à 
piultiplier  c  par  a — i  (en  vertu  4u  pi^cipe  énojÇicé  n"*  16);  ce,  qui 
donne  évidemment  ca — c6,  ou  ac — 6c.  Ejemême,  le  produit  4® 
a — b  par  d  est  ad—bd;  et  comme  on. vient  de  voir  que  ce  dernier 
produit  doit  être  retranché  du  précédent  ac — iç,  i\  faut  (n<>  14)  chan- 
ger les  signes  de  ad — 6d,  et  récrire  à  la  suite  de  ac — bc^  ce  qui 

.   donne  enfin'*  ^  . 

^^      {a  —  i)  (c— Éf)=âc — bc — ûd'\-bdi     U 

Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  nianiërè  doiit  ce  prôclùit  vient 
d'être  formé ^  on  verra  que,  rfarw  toute  nmltipUcation ^  si  Von  con- 
sidère tous  les  termes  additifs  du  multiplicateur ^  u  faut  multiplier 
.  chacun  des  termes  du  multiplicande  ^  tant  additifs  que  soustractifs  y 
par  ces  termes,  et  affecter  les  produits  partiels  de  signes  semblables  à 
ceux  dont  les  termes  du  multiplicande  sont  affectés;  et  en  considérant 
tes  termes  sàusir actifs  du  multiplicateur  y  multiplié^  de  même  chacun 
des  termes  du  multiplicande  y/tant  additifs  que  soustractifs  y  par  ces 
termes:  mais  affecter  les  prc^uîts  jpartiels^dte  signes  contraires  à  ceuoç 
dont  les  fermes  du  muïtiplicanàe  sont  à/fêftés.  Quant  à  ta  multiplica-- 
tion  partielle  d'un  terme  du  multiplicande  par  unterm^  du  multiplia 
çateury  on  suit  les  règles  établie^  pour  les  wondmea  (n°  16). 

Soient^  par  exemple,  tes  deux  polynômes 

4a»_5a'6    —  8a6«    -f  ai», 
et  2  a*  —  3aô     — 4**> 

—  iaa*6  +  i5a'^*-+-24a*ô»— 6<i** 
*-i6a'6«  +  ?R«'*'  +  3aaè*  — 86*.  ^ 


; 


•  .  • 


3û»  —, iftaû**  — .  î7a'6'  +  48a'6'  -f  26aé*  —  W. 


Après  avoir  dispofléles  polynômes  l'un  au-aèâs6i)é  de  râtitfèyôn 
itoultSi^le  âiactfÉi  «es  fe^faeS  tfù  ï>remîèf  ^mt  le  teriàfe  àt*»  dtt  «Wond, 
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ce  qui  donne  Sa*-*- ioa^6  —  i6a'i*-^4a*6%  polynôme  dont  les 
signes^ sont  les  mêmes  que  ceux  du  multiplicande.  Passant  ensuite 
au  terme  5â^  du  multiplicateur^  comme  ce  terme  est  affecté  du 
signe  —  y  on  multiplie  chacun  des  termes  du  multiplicande  par  ce 
terme^  en  ayant  soin  d'affecter  chaque  produit  d'un  signe'  contraire 
à  celui  du  terme  correspondant  du  multiplicande ,  ce  qui  donne 
—  iî2la*6  +  i5a*6*-|-ï4û'*'  — 6ûi*,  produit  que  Ton  écrit  au- 
dessous  du  premier. 

On  fait  la  même  opération  par  ranj^lau  terme  ^b*,  qui  est  aussi 
soustractif^  ce  qui  donne  — leo^^JJ^a^J^  +  S^ai* — 8J*.  On 
fait  ensuite  la  réduction  des  termes  ^Snlables,  et  l'on  obtient 
enfin  poi^l'expression  la  plus  simple  du  produit , 

La  règle  des  signes ,  qui  est  la«plus  importante  à  retenir  dans  la 
multiplication  de  deux  polynômes,  peut  s'énoncer  ainsi:  Toutes 
les  fois  que  les  deux  termes  du  multiplicande  et  du  multipliccuteur 
sont  affectés  du  même  signe ,  le  produit  correspondant  est  affecté  du 
^igne  +;  et  lorsque  les  deux  termes  s&nt^jfejf^  dm  signes  con- 
traires 9  le  produit  est  affecté, du  signe  — .  ^^^ 

On  dit  encore ,  en  langage  algébrique ,  que  -(-«multiplié  par  +  ^ 
où  — ;  multiplié  par  — ,  donne  +  >  et  que  —  multiplié  par  +  ,  ou  + 
multiplié  par — ,  donne  — .  Mais  ce  dernier  énoncé,  qui  n'offre  au- 
cun sens  raisonnable  en  lui-même  (puisqu'on  ne  sait  ce  que  signifie  : 
multiplier  entre  eux  des  symboles ,  non  de  quantités ,  mais  d'opéra- 
tions ariihihétiques],  ce  dernier  énoncé ,  dis-je,  doit  être  seulement 
regardé  comme  une  abréviation  du  précédent. 

Ce  n'est  pas  la  seule  circonstance  où  les  algébristes,  pour  abréger 
le  discours,  emploient  des  expressions  incorrectes ,  mais  qui  ont  Fa- 
vantage  de  mieux  graver  les  règles  dans  la  mémoire. 

Nous  proposerons  pour  exercices  les  exemples  suivants  : 


er 


Exemple.  5  a* — Sbd-^-cf 
—  5a«  +  4M— Se/* 


Produit  simpl.—  1 5  a*  -|-  57  a*M — 29  a^cf—  20  b^d* + 44  bcdf—  8  c*/^ 
-  2*  Exemple,  ^a^b*  —  5a*6*c-|-8a*ôc*  —  5a*c'  —  yabc^ 

tiab*  — l^abc    — aie'     +^' 

/         8a*"ô*    —  io«'6»c-|-28a»ô*c*  — 54a»ôVc« 
Produit shnplifié  I  —   4a*6»e«— i6a*6*c4- iaa»*c*  +  7a*é*c* 

* 
18.  Nous  ferons  sur-la  multiplicaticin  algébrique  plusieurs  remar- 
ques fort  importantes. 
Premièrement.  —  Si  les  polynômes  qu'on  se  propçse  de  multiplier 
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Tun  par  l'autre  sont  homogènes  (n*>  14)  (et  la  plupart  des  questions 
qu'on  cherche  à  résoudre  par  le  secours  de  T Algèbre,  les  questions  de 
Géométrie  principalement ,  conduisent  à  de  semblables  expressions), 
le  produit  de  ces  deux  polynôme^  est  aussi  homogène;  c'est  une  con- 
séqueifce  évidente  des  règles  relatives  aux  lettres  et  aux  exposants 
dans  la  multiplication'des  quantités  monômes.  En  outre;  le  degré  du 
produit  de  chaque  terme  doit  être  égal  à  la  somme  des  degrés  de  deux 
ter^mes  quelconques  du  multiplicande  et  du  multiplicateur.  Ainsi ,  dans 
la  premier  de§  deux  exemples  précédents ^  tous  les  termes  du  multi- 
plicande étant  du  deuxième  degré,  ainsi  que  ceux  du  multiplicateur, 
tous  les  termes  du  produit  sont  du  quatrième  degré.  Dans  le  second, 
le  multiplicande  étant  du  cinquième  degré ,  et  le  multiplicateur  du 
troisième  degré  ^  le  produit  est  du  huitième  degté.  Cette  remarque 
sert ,  dans  la  pratique ,  à  reconnaître  des  erreurs  de  calcul  par  rap- 
port aux  exposants.  Par  exemple ,  si  Ton  trouve  que ,  dans  Tun  des 
termes  d'un  produit  qui  doit  être  homogène,  la  somme  des  exposants 
est  égale  à  6,  tandis  qu'elle  est  égale  à  7  dans  tous  les  autres  termes, 
il  y  a  erreur  manifeste  dans  l'addition  des  exposants;  et  alors,  on 
reprend  la  multiplication  des  deux  termes  qui  ont  formé  ce  produit 
partiel. 

Secondement.  —  Lorsque ,  dans  la  multiplication  de  deux  poly- 
nômes 5  le  produit  n'offre  aucune  réduction  de  termes  semblables , 
le  norribre  total  des  termes  du  produit  est  égal  au  produit  du  nombre 
d^  termes  du  multiplicande ,  multiplié  par  le  nombre  des  termes  du 
multiplicateur;  c'est  uiîe  conséquence  de  la  règle  (n®  17).  Ainsi,  que 
l'on  ait  5  termes  dans  Xq  multiplicande,  et  4  dans  le  multiplicateur,  fl  y 
en  a  5  X4  f  ou  20,  dans  le  produit.  En  général ,  si  le  multiplicande 
se  compose  de  m  termes  et  le  multiplicateur  de  n  termes,  le  produit 
en  renferme  m  x  w. 

Troisièmement, —  Lorsqu'il  y  a  des  termes  semblables,  le  nombre 
total  des  termes  du  produit  simplifié  peut  être  beaucoup  moins  grand.  . 
Mais  on  remarquera  que^  parmi  les  différents  termes  du  produit,  il 
en  est  qui  ne  peuvent  se  réduire  avec  aucun  autre  :  ce  sont,  1*^  le 
terme  provenant  de  la  multiplicatic.i  du  terme  du  multiplicande 
affecté  du  plus  haut  exposant  d'une  quelconque  des  lettres ,  par 
le  terme  du  multiplicateur  affecté  du  plus  haut  exposant  de  la  même 
lettre;  2*  le  terme  provenant  de  la  multiplication  des  deux  termes  af- 
fectés du  plies  faible  exposant  delà  même  lettre.  En  eifet,  ces  deux 
produits  partiels  doivent  renfermer  cette  lettre  a\ec jm  plus  haut  ou 
plus  faible  exposant  que  chacun  des  autres  produits  partiels  ;  par 
conséquent ,  ils  ne  peuvent  être  semblables  aux  autre$  produits.  Cette 
remarque ,  dont  la  vérité  se  déduit  de. la  règle  des  exposants,  sera 
d'une  très-grande  utilité  dans  la  division. 

19.  Pour  terminer  ce  qui  a  rapport  à  la  multiplicatioii^lgé9)ciqtie,  -w. 

Alg,  B.,  !!•  éd.  ^ 


(* 
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nous  feroni  «ohiiittfe  dMMfenU  réBultatg  de  mulilplioatioii,  d'tm 
ugiige  fréquent  en  Algèbre.  ' 

!•  Soit  proposé  de  former  le  carré  on  la  seconde  puissance  d'nn  ^ 
binôme  a + *.  On  a,  d'après  les  principes  connus^ 

cW>  à-dire  que  le  carré  de  la  somme  de  deux  qvantité$  m  composé  du 
carré  de  la  première  quantité  y  plus  le  carré  de  la  seconde,  plus  le  double 
produit  de  la  première  par  la  seconde. 

Ainsi^  soit  à  former  le  carré  de  5  a>  +  8  a*  i  ;  on  a,  d'après  ce  qui 
vieHtd'étredit,(5a»  +  8a'i)»  =  25y  +  8o<i'J  +  64a*6*. 

a**  Soit  à  former  le  carré  d'une  différence  a — b. 

On  a  (a— i)«=  (a— A)  (a— i)  =  a«—  a«6  +  i»  ; 

c'est-à-dîre  que  le  carré  de  la  différence  de  deux  quantités  se  compose 
du  carré  de  la  première,  plus  le  carré  de  la  seconde,  moins  le  double 
produit  de  la  première  par  la  seconde. 

Ainsi        (7a'6*— i2ai')*==49a»i*— 168«'6*+  il^a'b'. 

3«  Soit  proposé  de  multiplier  a+b  par  a — b. 

On  a  (a +  6)  (a  —  b)  =«' — b*.  Donc,  la  somme  de  deux  qucmtitéi, 
multipliée  par  leur  différence,  donne  pour  produit  la  différence  de  leurs 
carrés.  (C'est  le  théorème  démontré  n*  5.) 

"  Ainsi       (8a»+70**)(8a»— 7<»A')=»64a'~49«***. 

On  peut,  eti  combinant  ces  différents  résultats ,  trouver  les  pro- 
duits de  certains  polynômes  plus  promptement  que  par  le  procédé 
ordinaire.  Soit,  par  exemple,'  à  multiplier  5a*  —  ^ab-^-ib*  par 
5û*-^4<'* — 56*;  si  Ton  remarque  que  la  première  de  ces  deux 
expressions  esi|a  somme  de  deux  quantités  5  a* — 4^*  ^^  3*%  Que  la 
seconde  est  la  différence  de  ces  deux  mêmes  quimtités^  on  trouve  de 
suite  pour  le  produit, 

(5a«— 4a6)*— (5ft*)«=a5(i*— 4oa*J  +  i6a»6«— 9**. 

20.  En  réfléchissant  sur  les  résultats  de  multiplication  que  Ton 
vient  d'obtenir,  on  voit  que  lem'  composition,  ou  la  manière  dont  ils 
se  forment  à  l'aide  du  multiplicande  et  du  multiplicateur,  est  tout  à 
fait  indépendante  des  valeurs  particulières  qu'on  peut  attribuer  aux 

\        lettres  a  et  i  qui  entrent  dans  les  deux  facteurs. 

En  principe,  la  manière  dont  un  produit  algébrique  se  forme  à  Vaide 
de  ses  deux  facteurs^  s'appelle  la  loi  de  ce  produit;  et  cette  loi  reste 
toujours  la  même,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  lettres 
qui  entrent  dans  les  deux  facteurs. 

21 .  Enfin,  un  polynôme  étant  donné,  on  peut  quelquefois,  d'a- 
près son  inspection,  le  d^écomposer  en  facteurs,  ce  qui  est  souvent 
utile. 

Soit  le  polynôme  â5a^— 3oa'&+  %Sa*b*  :  il  est  évident  que  les 


faetetrf 3  tr  eln^^fitfébt  4iim  tMmtiAQ  Mi  Umnm.^  àinii  ^  on  pent 
mettre  4^  polj^tiôme  fiont  fe  forme  5«?(5ft*-^6ii*+3^')t  De  tnfyivié, 
64a^i^o^r- ^^*^*  Be  transfomte  en 

En  effet,  64  a*  6^  et  aSa'ô^  étant  les  carrés  de  8a^  6^  et  5ûÂ^,  il  s'ensuit 
que  Veo^pressiôA'  proposée  est  U  différence  de  deux  carrés^  et  qu'elle 
est  (q"^  19)  décQn^pûsable  dans  la  somme,  des  vacines  de  ce^oarrésj 
multipliée  par  la  différence  des  mêmes  raipines. 

I)ê  là  division  algébrique. 

ii.  La  division  algébrique»  comme  la  division  aritiunétique^  a 
pout  but^  étant  dotmé  un  préduA  de  deux  fadeurs-  et  Ptm  de  eu  fêc* 
teurs,  de  trouver  h  second  facteur. 

Considérons  d^abord  le  cas  de  deux  monômes. 

7  a  fl* 

Soît  à  diviser  ?aa*  pai^  Sa',  cô  que  Voû  indique  ainsi  :  -ttj"  On 

demande  une  troisième  quantité  monôme  qui^  multipliée  par  la  se- 
conde, reproduise  la  première.  Or,  d'après  les  réglés  établies  pour  la 
miiBîplicatian  des  monômes^  la  quantité  cherchée  doit  être  telle,  que 
son  coefficient,  multiplié  pw  8,  donne  pour  produit  ^a,  et  que  l'ex- 
posant de  la  lettre  a  dans  cette  quantité,  ajouté  à  3^  exposant  de  la 
lettre  a  dans  le divi9efu*5  donne  pwr  somme  5,  exposant  du  dividende. 
Ainsi,  Ton  obtiendra  oiette  quantité  en  divisant- 7a  par  S,  et  retran- 

chant  dô  Fexposant  5  Texposant  5,  ce  qui  donne  ~-T^9^  5  ^>  ^^ 

effet,  on  a  8a'X9«'=7aa*. 

On  a,  d'après  les  mémesneniarqaes,  > # 

-^ — r— =i:5a'ôc;      et,  en  effet,      ^abX5(^bc=^55a*b*c; 
^ab 

d'où  Von  voit  que,  pour  diviser  deux  monômes  l'un  par  l'autre, 
il  faut,  1°  —  diviser  les  deux  coefficients  Vun  par  Vautre  ;  a*  —  pour  les 
lettres  communes  au  dividende  et  au  diviseur  y  écrire  chacune  déciles  à 
la  suite  du  coefficient  ^  en  V affectant  d'un  exposant  égal  à  V excès  de 
V exposant  du  dividende  sur  celui  du  diviseur  y  5* — étrire  à  la  suite  et 
avec  leurs  exposants  respectifs^  les  îettres  qui  entrent  Sans  le  dividende 
sans  entrer  dans  le  diviseur. 
On  trouvera,  ffaprès  cette  règle, 

(  Voyez  le  n*  24,  pour  le  cas  où  les  exposabis.  d'une  même  lettre 
sonVégaux  dans  le  dividende  et  le  diviseur.) 

28.  Il  résulte  de  la  règle  précédente  que  la  division  des  naonômes 
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/ 

est  impossible^  premièrement ,  si  les  coefficients  ne  sont  pas  divisibles 
Fun  par  Tautre;  en  second  lieu,  si  certains  exposants  sont  plus  forts 
au  diviseur  qu'au  dividende;  en  troisième  lieu,  si  le  diviseur  ren- 
ferme une  ou  plusieurs  lettres  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  le  divi- 
dende. Dès  qu'une  ou  plusieurs  de  ces  trois  circonstances  se  rencon- 
trept^  le  quotient  reste  sous  la  forme  d'un  monôme  fractionnaire, 
c'est-à-dire  d'une  expression  dans  laquelle  entre  nécessairement  le 
sigiie  algébrique  de  la  division^  mais  qu'on  peut  souvent  simplifier. 

Soit ,  par  exemple ,  1 2  a*  i*  cd  à  diviser  par  8  a"  bc*.     . 

On  ne  peut  trouver  ici  pour  quotient  un  monâme  entier^  c'est-à-dke 
un  monôme  débarrassé  du  signe  de  la  divisioir^  parce  que  12  n'est  pas 
divisible  exactement  par  8^  et  qu'en  outre ,  l'exposant  de  c  est  moins 
grand  au  dividende  qu'au  diviseur.  Ainsi,  on  présentera  le  quotient 

demandé  sous  la  forme    ^  ,,  ,    ;  mais  on  peut  simplifier  cette  ex- 

pression^  en  remarquant  que  les  facteurs  4,  a*>  i  et  c,  étant  com- 
muns aux  deux  termes  de  cette  fraction,  rien  n'empêche  de  les  sup- 

pnmer:  et  Ion  a  pour  résultat  • ^^. 

En  général,  pour  simplifier  un  monôme  fractionnaire,  il  faut, 
1' — supprimer  le  plus  grand  facteur  commun  aux  deux  coefficients  ; 
a"  —  retrancher  le  plus  petit  des  deux  exposants  d'une  même  lettre ,  du 
plus  grand ,  et  écrire  la  lettre  affectée  de  cette  différence  d'exposants 
danè  celui  des  deux  termes  de  la  fraction  ou  l'exposant  était  le  plus 
grand;  3'  -^  écrire  tes  lettres  non  communes,  avec  leurs  exposants 
respectifs^  dans  celui  des  deux  termes  de  la  fraction  où  ces  lettres 
entraient. 

On  trouverl^  d'après  cette  nouvelle  règle , 

48g>yg(j>  _  4û^       57gyg»d  _  5yé*g         7a' A   _  j_ 
56fl**»c*de  ""  '5bce  '     Qa"" bc^  d*  ""  6a«rf  '      i4a»6*  ~  aa6* 

Dans  le  dernjer  exemple,  comme  tous  les  facteurs  du  dividende  se 
trouvent  au  diviseur,  le  numérateur  se  réduit  à  Vunité,  parce  que  cela 
revient  à  diviser  les  deux  termes  de  la  fraction  par  le  numérateur. 

*  24.  Il  arrive  souvent  que  les  exposants  de  certaines  lettres  sont  les 

mêmes  au  dividende  qu'au  diviseur.    - 

Soit,  par  exemple,  à  diviser  a4a'i'  par  8a*i*;  comme  la  lettre  b 

est  affectée  du  même  exposant,  le  quotient  ne  doit  pas  la  renfermer, 

24  a' A" 
et  Ton  a  -^  ,.,  =3a.  Mais  on  remarque  que  ce  résulbit  Za  peut 

être  mis  sous  une  forme  propre  à  conserver  la  trace  de  la  lettre  b 
qui  a  disparu  par  l'effet  de  la  réduction. 

En  effet ,  si  Ton  applique ,  par  convention ,  à  l'expression  t^  la 


\ 
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règle  des  exposants  (n*  22) ,  il  vient  ^  =  6\  Ce  nouveau  sypabole  é* 

indique  (n"*  2)  que  la  lettre  entre  o  fois  comme  facteur  dans  le  quo- 
tient^ ou,  ce  qui  revient  au  même,  qu'elle  ne  doit  pas  y  entrer; 
mais  il  indique  en  même  temps  qu'elle  entrait  dans  le  dividende  et 
le  diviseur,  et  qu'elle  a  disparu  par  reflTet  de  Topération.  Ce  symbole 
a  l'avantage  de  conserver  la  trace  d'un  nombre  qui  faisait  partie  de 
la  question  que  l'on  avait  en  vue  de  résoudre ,  sans  pour  cela  changer 

en  rieur  le  résultat }  car,  puisque  b^  provient  de  t;  y  qui  »  d'ailleurs  es^ 

égal  à  1 ,  il  s'ensuit  qqe  5a6^  équivaut  à  3a  x  i  ou  3a.  De  même 

3  a' 6c* 

Comme  il  importe  d'avoir  ^des  notions  exactes  sur  l'origine  et  la 
signification  des  symboles  employés  en  Algèbre,  nous  nous  pro* 
posons  de  faire  voir  qu'en  général,  toute  quantité  a  y  affectéede  Fex- 
posant  o ,  équivaut  à  i,  c'est-à-dire  que  l'on  a  a®  =  i. 

En  effet,  cette  expression  provient,  comme  no^is  venons  de  le 
dire  y  de  ce  que  a  est  affecté  4u  même  exposant  au  dividende  et  au 

diviseur  d'une  division  indiquée.  Ainsi  l'on  a  a^  =  --^  (m  désignant 

pour  plus  de  généralité  le  nombre  entier  qui  sert  d'exposant  à  a). 
Mais  le  quotient  de  toute  quantité  divisée  par  elle-même  est  i  : 

donc  -=  =  i  :  donc  aussi  l'on  a  a®  =  i . 
a 

Le  symbole  a^  n'est ,  nous  le  répétons ,  employé ,  par  convention , 

que  pour  conserver  dans  le  calcul  la  trace  d'une  Étto  qui  entrait 

dans  l'énoncé  d'une  question ,  mais  qui  doit  disparaître  par  l'effet 

d'une  division  i  et  il  est  souvent  nécessaire  de  conserver  cette  trace. 

DIVISION  DS  DEUX  POLTKÔHBS. 

25.  Soit  à  diviser  5ia'6"  +  loa*  —  48a'é — i56*  +  4ai',  par 
4aé  — 5a«  +  3*'. 

Pour  suivre  plus  facilement  les  calculs,  on  peut  les  disposer 
ainsi  :  -  ^ 


5ja«i»+ioa*   —  48a*i— i5**+4a6» 


+   8a'i— loa*    +   ôa^b*  j^ad*^ 


)      4Q*— 5a»  +  3i» 
)— aa*+'8a*  — 5i» 


57a'6*  — 4oa»*— i5é*  +  4aA\ 
—  3a  a*  6"  +  4o  a'  6  —  24/ï6' 

a5û*6"— 156*   —  2oa//         ^^ 
+  2oab*  —  a5a'i'+i5ft* 


Le  but  de  cette  opération  est,  comme  nous  Favons  déjà  dit  (n^  22), 
de  trômér  w/i  tPùisième  polynùnfie  qui ,  multiplié  par  1%  second ,  re- 
produise  le  prertUer, 

n  résylte  de  cette  définition  et  de  la  règle  établie  (n°  ITjjpoor  la 
multiplication  des  polynôme» ,  que  le  dividende  est  rafiisemblage , 
par  addition  et  après  réduction,  des  "pi'OÛuits  pfq^tiels  de  çbacun  des 
termes  -du  iiiviseur,  multipliés  par  çhaou^  des  termes  du  quptient 
cherché.  Cela  posé,  si  Von  pouvait  découvrir  dans^Ie  dividende,  un 
terme  qui  provînt,  mns  réduction,  de  la  multiplication  derùiïdes 
teriaes  du  diviseur  par  run  âe&terîn«i  dû  «piotieqtv  ab»;  eh^divisant 
Fun  par  l'autre  ces  deux  te^^mes  du  dividende  et  du.  ^viseur,  on 
seî^aît  sûr  d'obtenir  un  terme  du  quotient  cherché. 

Or,  d'après  la  troisième  remarque  du  n°  18,  le  terme  loa*,  affecté 
du  plus  haut  exposant  de  la  lettre  a,  provi^C  sans  réduction,  de  la 
multipiication  des  deux  termes  du  diviseur  et  du  qi;iQitient ,  s^ectcs. 
respectivement  du  plus  haut  expo3ant  de  la  même  lettre*  Donc,  en 
divisant  le  terme  joa*  par  1^  terme — 5 a*,  du  diviseur,  pu  sera 
certain  d'avoir  un  terme  du  quotient  cherché.  Mais  il  se  présente 
ici  une  diflSculté ,  c'çst  de  déterminer  le  i^igne  dont  le  terme  du  quo- 
tient doit  être  affecté.  Pour  ne  pas  être  arrêté  dorénavant  à  oe  sujet, 
nous  allons  établir  une  règle  qui  sera  la  règle  des  signes  de  la  di- 

Comme,  dans  la  multiplication,  le  produit, des  deux  termes  de 
môme  signe  est  affecté  du  signe  + ,  et  que  le  produit  de  deux  termes 
de  signes  contraires  est  affecté  du  signe  — ,  on  peut  conclure  : 
1**  —  que ,  si  le  terme  diî  dividende  a  le  signé  +  ?  ^t  celui  du  diviseur 
le  signe  +  »  le  terme  du  quotient  doit  avoir  le  signe  +  ;  ^'^  que  si  le 
terme  du  dividende  a  le  signe  +  ^^  1®  terme  dy  diviseur  le  signe  — , 
leierme  du  quotient  doit  ayoït  le  signe  — ,  parce  qu'il  n^y  a  que  le 
signe  —  qui,  combiné  par  multiplication  avec  le  signe  — du  divi- 
seur, puisse  reproduire  le  sîgne  +  du  dividende;  3**  —  que  si  le 
terme  du  dividende  %,  le  «igné — ,  et  le  term^  du  diviseur  le  signe  +, 
le' quotient  doit  avoir  le  signe  — ;  4°  —  enfin,  si  le  dividende  a  le 
signe — et  le  diviseur  le  signe  — ,  lé  quotient  doit  avoir  le  signe  -f- 

En  résumant ,  on  voit  que  cela  revient  à  dire  : 

Si  les  deux  termes  du  dividende  et  du  diviseur  sont  de  ^ême  signe, 
le  quotient  doit  être  affecté  du  signe  +  5  et  s'ils  sont  affectés  de  signes 
contraires ,  le  quotient  doit  être  affecté  du  signe — .  On  dit  encore ,  par 
abréviation, 

+  divisé  par  +f  et  —  divisé- par  — ,  donnent  -f  j 
—  divisé  par  + ,  et  +  divisé  par  —,  donnent  •— .. 

Revenons  à  notre  objet. 

Dans  l'exemple  proposé,  10a*  et  —  5a'  étant  affectés  de  signes 
contraires,  leur  quotient  doit  avoir  le  signe  —  ',  d'ailleurs  10a*  di- 
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visé  par  5  a*  donne  2  a'  (n*»  22)  ;  donc  —  a  a^  est  un  terme  du  quotient 
cherché.  Après  Tavoir  écrit  au-dessous  du  diviseur,  on  multiplia 
chacun  des  termes  du  diviseur  par  ce  terme  ^  puis  on  soustrait  le 
produit  —  8a'i  +  ioa*  —  6a* b^,  du  dividende,  ce  qui  se  fait  en 
écrivant  ce  produit ,  avec  des  signes  contraires ,  au-dessous  du  divi- 
dende, et  en  opérant  la  réduction.  Il  vient  ainsi  pour  résultat  de  la 
première  opération  partielle , 

Ce  résultat  se  compose  des  produits  partiels  de  chacun  des  termes 
du  diviseur  par  chacun  des  termes  qui  restent  à  déterminer  au  qdo- 
"  tient.  On  peut  donc  le  regarder  comme  un  nouveau  dividende ,  et 
raisonner  sur  lui  comme  sur  le  dividende  proposé.  On  est  idors 
conduit  à  prendre ,  dans  ce  résultat,  le  terme  —  /^oa^b  ^  affecté  du 
plus  haut  exposant  de  a,  et  à  le  diviser  par  le  même  terme  —  5a*  du 
diviseur.  Or,  d'après  les  principes  précédents,  —  ^oa^b  divisé  par 

—  5a*  donne  pour  quotient,  -J-  8aJ ,  nouveau  terme  qu'on  écrit  à  la 
d^roite  du  premier.  Multipliant  chacun  des  termes  du  divisei^r  par  ce 
terme,  et  écrivant  les  produits  avec  des  signes  contraires,  au-des- 
sous du  second  dividende ,  puis  faisant  la  réduction ,  on  trouve  pour 
résultat  de  la  seconde  opération ,  ' 

a5a"ô* — i56*  —  aood^j 

divisant  encore  a5a*i*  par— 5a*,  on  a  pour  quotient ^  —54',  qui 
forme  le  troisième  terme  du  quotient.  Multipliant  le  diviseur  par  ce 
terme,  et  écrivant  les  termes  du  produit,  avec  des  signes  contraires, 
auKlessous  du  troisième  dividende ,  puis  faisant  la  réduction ,  on 
obtient  pour  résultat,  o.  Donc-^aa* +  8o4  — 5i*,  ou  8 a*  —  aa' 

—  5é*,  est  le  quotient  demandé  ;  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  vérifier  en 
multipliant  le  diviseur  par  ce  polynôme  :  le  produit  effectué  doit  être 
égal  au  dividende* 

En  réfléchissant  sur  les  raisonnements  précédents ,  on  voit  que , 
comme  dans  chaque  opération  partielle  on  est  obligé  de  rechercher 
le  terme  du  dividende  affecté  du  plus  haut  exposant  de  Tune  des  let- 
tres, et  de  le  diviser  par  le  terme  du  diviseur  affecté  du  plus  haut 
exposant  de  la  même  lettre ,  on  éviterait  cette  recherche  si  on  avait  le, 
soin  d'écrire  a  priori  les  tempes  du  dividende  et  du  diviseur ,  de  ma- 
mère  que  les  exposants  d^une  même  lettres  allassent  en  décroissant 
de  gauche  à  droite.  C'est  ce  qu'on  appelle  oadonkrr  le  dividende  et 
}&  diviseur  par  rapport  à  une  même  lettre.  Au  moyen  de  cette  pré^ 
paration,  le  premier  terme  à  gauche  du  dividende,  et  le  premier 
terme  à  gauche  du  diviseur,  sont  toujours  les  deux  termes  qu'il  faut 
diviser  Tun  par  l'autre  pour  avoir  un  des  termes  du  quotient;  et  il 
en  est  de  même  dans  toutes  les  opérations  suivantes,  parce  que  les 
quotients  partiels  et  les  produits  du  diviseur  par  ces  quotients  sont 
continuellement  or  Jonn^^. 


^  DIVISION  DES  POLYNOMES. 

Voici  le  tableau  des  calculs  de  Texemple  précédent,  après  que 
l'on  a  ordonné  les  deux  polynômes  :  ,  . 

ioa*— 48a'fc  +  5i«'6^+'4a6^— 156*)  — 5a'+4fl6+5fe' 
—  ioa*+   8a»6+  6û«6»  ^      )  — 2a'.+  8a6— 56' 

— 4o«^fr  +  57a'6H  4a6»— 156* 
-t-4oa'6 — 32a*6'— 24a6* 

-fT25a*6* — 2oa6' — 156*  • 
—  25a«62+2oa6«+i56* 

o 

26.  De  là*  on  peut  conclure  la  règle  suivante  pour  diviser  deux 
polynômes  Tun  par  l'autre  :  Après  avoir  ordonné  le  dividende  et  le 
diviseur  par  rapport  à  une  même  lettre  f  divisez  le  premier  terme  à 
gauche  du  dividende  par  le  premier  terme  à  gauche  du  diviseur,  vous 
obtenez  ainsi  le  premier  terme  du  quotient  ;  multipliez  le  diviseur  par 
ce  terme,  et  retranchez  le  produit  du  dividende  proposé.  Divisez  en- 
suite le  premier  terme  du  reste  par  le  premier  terme  du  diviseur, 
vous  obtenez  ainsi  le  second  terme  du  quotient;  multipliez  le  diviseur 
par  ce  second  terme,  et  retranchez  le  produit  dw  résultat  de  la  pre- 
mière opération.  Continuez  ainsi  les  opérations  jusqu'à  ce  qu^enfin 
vous  ol^teniez  pour  résultat,  o  :  auquel  cas,  la  division  est  dite 

EXACTE.  . 

Lorsque  le  premier  terme  du  dividende  ordonné,  n^est  pas  exac- 
tement divisible  (n°  23)  par  le  premier  terme  du  diviseur  aussi 
ordonné,  c^est  un  signe  que  la  division  totale  est, impossible,  c'est- 
à-dire  qu'il  n'y  a  pas  de  polynôme  entier  qui,  multiplié  par  le 
diviseur,  puisse  reproduire  le  dividende.  Et,  en  général,  on  recon- 
naît qu'wwe  division  est  impossible,  lorsque  le.  premier  terme  de  l'un 
des  dividendes  partiels  n'est  pas  divisible  par  le  premier  terme  du 
diviseur. 

27.  Nous  remarquerons  en  passant  que,  s'il  y  a  quelque  analogie 
entre  la  division  arithmétique  et  la  division  algébrique,  par  rapport  à 
la  manière  dont  les  calculs  sont  disposés  et  effectués,  elles  ont  entre 
elles  cette  différence  essentielle  que,  dans  la  division  arithmétique, 
les  chiffres  du  quotient  s'obtiennent  par  tâtonnement,  tandis  que, 
dans  la  division  algébrique ,  le  quotient  que  l'on  obtient  en  divisant 
le  premier  terme  d'un  dividende  partiel  par  le  premier  terme  du  di- 
viseur, est  toujours  un  des  termes  du  quotient  cherché.  Si  cette, 
division  partielle  ne  peut  s'effectuer,,  on  doit  conclure  tout  de  suite 
que  la  division  totale  est  impossible.  Sous  ce  rapport,  1^  division 
algébrique  est  plus  simple  que  la  division  arithmétique.*  - 

En  outre,  rien  n'empêcherait  de  commencer  l'opération  par  là 
droite,  au  lieu  de  la  commencer  par  la  gauche,  puisque  alors  ce 
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serait  opérer  sur  les  termes  affectés  des  plus  faibles  exposants  de  la 
lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné.  Dans  la  division  arith- 
-    métique^  on  kc  peut  trouver  le  quotient  qu'en  commençant  par  la 
gauche.  ^ 

Enfin  ^  telle  est  Tindépendance  des  opérations  partielles  que  com- 
porte le  procédé^  qu'après  avoir  soustrait  du  dividende  total  le  pro- 
duit du  diviseur  par  le  premier  terme  trouvé  au  quotient^  soustraction 
indispensable ,  on  peut  ^  à  la  seconde  opération  y  diviser  Tun  par  Tautre 
les  deux  termes  du  nouveau  dividende  et  du  diviseur^  affectés  du 
plus  haut  exposant  d'une  lettre  différente  de  celle  que  l'on  avait  con- 
sidérée d'abord;  et  l'on  obtiendra  encore  un  des  termes  du  quotient 
qui  restent  à  déterminer.  Si  l'on  conserve  la  même  lettre^  c'est  parce 
qu'il  n'y  a  pas  de  raison  pour  en  changer,  et  que  les  âéuji  poly- 
nômes étant  déjà  ordonnés  par  rapporta  la  première  lettre^  les  pre-  ' 
miers  termes  à  gauche  dans  le  dividende  et  le  diviseur  sont  propres  à 
donner  un  terme  du  quotient,  tandis  que,  si  l'on  changeait  de  lettre, 
il  faudrait  chercher  de  nouveau  les  termes  affectés  du  plus  haut  ex* 
posant  de  cette  lettre. 

Deuxième  exemple, 

28.  Diviser  2 1  ar'y*  +  25 x^  y*  +  ^^  ^y* — 40  y''  —  56a;'  —  1 8  x* y 
par  ,  .       ■       . 

5y*  —  8a?' — 6xy. 

Voici  le  tableau  des  calculs ,  en  ordonnant  par  rapport  à  y  ; 

— 4o.y'+68a?y*+25i;'y^-^2  ia?^y*— 1 8a?V— 560?'^ }         5y-H5j?y— 8x* 
+4oy»— 48a:y*— 64x*y«  j— 8y«+4xy*— 3a?*y+7a?' 

i  "  reste . .  2  oa?y  * — Sga^'y '+2 1  x^y* —  1 8a?*y — 56x^ 
— 2oary*+24zr*y'-|-32a?'y" 

2«  reste.. ..  —i5a?V+53arY—i8a:*y— 56a:' 

-j-i5a;Y— i8a?V— 24a?*y  ' 

3*  reste +35a7'y  «— 42a?*y— 56a?' 

~35a:»y*+42a?>+56a?» 

reste  final.. 0 

>  —  - 

Comme  il  importe  aux  commençants  de  se  familiariser  avec  les 
opérations  algébriques,  et  surtout  de  calculer  promptement ,  nous 
allons  traiter  de  nouveau  le  dernier  exemple,  en  indiquant  les  sim- 
plifications qu'il  est  à  propos  d'introduire. 

Elles  consistent ,  comme  en  Arithmétique ,  à  soustraire  du  divi- 
dende chaque  produit  partiel ,  immédiatement  après  avoir  formé  ce 
produit. 


98  JimaHMi  Mf  wohvmum. 

*éste.  .•j-aojpy*— ^g^*y*+2  i^'y**"i  Sa?*y — 56a?*  j  — 8y '+4^!^^— 3a?*y  • 

â*  reste. ..—i5a?y+53â;'^*—i8a?*y— 56a?* 


3*  reste -|-55a?*j/*— 42^*y— Sôx* 


n      «  «■<■ 


reste  Anal.....  o 

Si  Ton  divise  d'abord  —40^*  par  5 y*,  îl  vient  cour  quotient 
— 8y^  Multipliant  5y*  par  —  8y%  on  a  —40 y',  qui,  changé  de 
^igne,  donjie  +  40  y' j  et  ce  terme  détruit  le  premier  terme  du  divi- 
dende. 

De  même,  —  6a;yX — 8 y'  donne  +,  et  pour  la  soustraction, 
— 48an/*,  qui,  réduit  avec  +68xy*,  donne  pour  reste  4-2oa:y*. 
Énfiiî,  — 8a?^X— 8y'  donne  +,  et  pour  la  soustraction,  — 64a?*j/* 
qui,  réduit  avec  4-  aSar'y',  donne  — ^gjr'y*.  Le  résultat  de  la  pre- 
mière opération  est  donc  -\-  aoary*  —  59^*  y*  suivi  des  autres  termes 
du  dividende  qui  n'ont  pas  été  réduits  avec  les  produits  partiels  déjà 
obtenus. 

On  opère  sur  le  nouveau  dividende  comme  on  a  opéré  sur  le  divi- 
dende primitif)^  et  ainsi  de  suite. 

» 

Troisième  exemple. 

Soit  à  diviser  98  a  —  73  a*  +  ^^a*  —  25  —  59 ^' 
par  —  3«^  +5  —  iia+^a^ 

56a*-^59a'-*-75û*  +  95rt — 25)  7  a* — 5a* — 11a -f  5 
!•'  reste..  — 55a»-fi5a*  +  55«  — 25  )8'a  —5 

2®  reste..  o 

29.  Il  peut  arriver  que  Tun  des  polynômes  proposés,  ou  tous  les 
deux,  renferment  plusieurs  termes  affectés  d'une  même  puissance  de 
la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  veut  ordonner. 

Comment  doit-on,  dans  ce  cas,  disposer  les  polynômes  et  effectuer 
la  division? 

Soit  à.  diviser 

iia^h — 19^6^  +  loa' — i5aV  +  5a5'-|-  i56c*  —  56*c 

par  5a*  4"  5^^  —  ^^^' 

On  remarque  que  les  deux  termes  wa^h — i5a*c  peuvent  être  mis 
sous  la  forme 

n6 


(116 — i5p)a%    ou 


«', 


on  écrivant  une  seule  fois  la  puissance  a*,  et  plaçant  b  gauche,  dans 
une  même  colonne  verticale,  l'ensemble  des  quantités  qui  nmltipiient 


,PBtt^  .pui«sa||C9tjf'<9a  polyoâinf^.maltipliefiteii^lft^appelle  fdarst  par 

extâltôioa(o^8Ô,>«ûeffici^atdea^     . 

.  V[C^tt6  seconde  manière ^e  réunir  le»  tonnas  affeiAés  d'one  même, 
..pl|k|spM)pe  e$t  préférableà la  première ^  souf^ (}eupc  rapport» :  i^  pàrOe 
:qaej  s'il  y  f^  bQaiiûQVip  4p  tennea  danp  le  4ivi()Ëi:>d6  lit  :)e  *<tivkeur>  on 
.  a  4^  1»  poina  à  lei^,  fair«i  tou»  t^nir  sur  une  mèma  li^pta  hbmonUle; 

Séparée  quû|  âNsuna  la  iîoeffiâept  da  ohaïque  puiâsasca  doit  être 
,  lul^oiéinô  ordmm  P^  rapport  à  me  isacc^de  lettpa^  on  est  obligé, 

^^i  le  pramiar  itiarxiM^^ti  jouatraotif  >  de  faire  éprouter  aux  tempes  inae 
.«lodifioatiw  q|ii  paui  utdiâra  fnWevu?  ilorsqu'on  esipkâe'  la  -pra- 
;  mièra  manièw.  Soit,  par  ^^jrfe*  reeKffrétsion  ^^^  t6**a*  +'7^0**-^ 

Sc'.a'f  rlajSQioditicatioa  oCflasista  à/oieAlpe  cette  axpnèsion  sous  la 

fc^ma :  '*>  \    •  ,.^.  -.  =  .-  -  i      •■•  :  ' 


aûïieu  (fiie  par  la  seconde,  on  Péerît  ainsi  : 


— 186* 


a 


*. 


'  et  de  Cètle  manière,  on  a  l'àtanfajef  de  conÉ^ec  k  chaque  terme  le 
sigfne  dont  il  était  d'abord  affecté.]    .  ' 

Pareillement,  , —  igaftç+Saô' s'écrira  , -f-  56* 

iQeb  posé,  v^ot  eommept  on  €ifeetum*a  ^opév aiion  i      . 


a. 


—  i5c 


—    19*^ 


!•'  reste.  +  56 
—  i5e 


a'^+  56» 

—  96c 

K — ^ 


>a  +  6.  ^— 5c 


a — 56*c  +  i56c^ 


a«  reste. . 

Divisant  d'abôf d  1  o  ^^  par  5  a*,  on  a  2  a  pour  quotient;  ' 

Multipliiuit  le  divise^r  par  2  a  et  retranchant  le  produit,  on  obtient 
un  premier  reste.  Divisant,  la  partie  affectée  de  a'  dans  ce  reste,  par 
5  a*,  on  a  pour  quotient  6  t- 3  c,  Multipliant  suécessivement  chaque 
partie  du  diviseur  par  6 — 3  c,  et  retranchant  chaque  produit,  çn  trouve 
pour  résultat  0.  Donc  2a+6 — 3c  est  le  qùôiiélït  demandé. 

4^our  nous  rendre  compte  d'une  manière  génjérale  du  cas  précé- 
dent, qui  est  le  plus  compliqué  de  la,, division,  désignons  le  dividende 
par-Aa*+Bû»-f  Ga^  +  Da+E,  et  lediviseurpar  A'a'  +  B'a-f  G'. 

[C'est  un  usage  en  Algèbre,  lorsqu'il  doit^ntrer  dans  une  ques- 
tion un  grand  nombre  de  quantités,  d'en  désigner  d'abord  un  certain 
nombre  par  des  lettres  différentes;  et,  pour  ne  pas  trop  multiplier 
le  nombre  de  lettri^s,  de 'désigner  les  autres  par  les  mêmes  lettres 
accenluées.  Les  accents  ',  '',  '",  se  prononcent  prime,  seconde,  tierce.] 


» 


nmnoir  in»  vwnKmsn. 


Dans  ces  deux  polynômes,  chacun  des  coeffidents  A,  B,  G,  D^  E, 
A',  V,  Cy  désigne  Tassemblage  de  plusieurs  termes.  Ainsi  Aa^  repré- 
sente toute  la  partie  du  dividende  a£Pectée  de  a^,  et  ^nsi  des  autres. 
Gela  posé^  puisque  le  plus  haut  exposant  de  a  est  4  dan&le  dividende 
et  a  dans  le  diviseur,  it  doit  aussi  être  égal  à  a  dans  le  quotiait,  qui 
est  alors  de  la  forme  A''a*-\-Wa'{'C\  Pour  déterminer  la  partie  dé  ce 
quotient  affectée  de  la  plus  haute  puissance,  on  remarque  que  le  pro- 
duit  des  deux  parties  A'a*  et  A V  ne  peut  éprouver  aucune  réduction 
avec  les  autres  parties  du  produit  total,  et  par  conséquent  doit  être 
égal  à  la  partie  A  a*  du  dividende/aflectée  de  la  plus  haute  puissance. 
Donc,  réciproquement,  si  Ton  divise  ka^  par  A'a*,  on  doit  avoir  la 
partie  k'^a*  du  quotient;  cela  revient  à  diviser  A  par  A',  puisque  a^ 
divisé  par  a*  donne  a*.  Si  A  et  À'  sont  eux-mêmes  des  polynômes 
composés  d'une  ou  de  plusieurs  lettres,  on  agit  sur  eux  .ainsi  qu'il  a 
été  idit  précédenmient,  ce  qui  exige  qu'on  ordonne  d^abord  les  deux 
polynômes  par  rapport  à  l'une  des  lettres  qui  y  entrent.  Voilà  pour- 
quoi nous  avons  dit  plus  haut  qu'en  écrivantles  termes  affectés  d'une 
même  puissance  dans  une  colonne,  il  faut  avoir  soin  de  les  ordonner 
par  rappo^rt  à  une  seconde  lettre  ;  on  les  ordonnerait  même  par  nq>- 
port  à  une  troisième  lettre,  si  plusieurs  termes  d'une  colonne  renfer- 
maient un  même  exposant  de  la  seconde  lettre. 

La  partie  A  V  étant  obtenue,  on  multiplie  chacune  des  parties  du 
diviseur  par  ÂV,  et  l'on  retranche  au  fur  et  à  mesure  les  produits 
partiels  qu'on  obtient,  ce  qui  donne  un  premier  reste  sur  lequel  on 
opère  comme  sur  le  dividende  proposé. 

Voici  deux  nouveaux  exemples  du  cas  qui  nou^  occupe.  (On  a  eu 
soin  d'y  joindre  les  divisions  pûtielles  que  nécessite  l'opération  prin- 
cipale.) 


i\..  lib* 

o»+a56» 

a» +  106* 

l«l 

— agbc 

—5ib*c 

—  66'c» 

4-i5c» 

—  gbc* 

• 

+j5c» 

; 

+  i56» 

0»  +  io6* 

a 

—  a56*c 

—  6b*  c* 

-  gbc' 

+  i5c» 

^ 

3b 
5  e 


+  a6» 


46 
—3c 


a»+54* 
—3  c» 


Première  division  partielle. 

ia6* — QiQbc-{-\Sc*  \     56 — 5c 

Ts?")     46—1 


—  96c4- 


46— 3c 
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Seconde  dimion  partielle^ 
i5b*—i5h*c—gbc^-^iSc\  )  3A  —5c 


39 


a»...  eh 

«»— 76» 

a*—  56» 

«»+46» 

— 10 

+a3fc 

+aa6» 

-gb» 

0 

— 3i6 

+56 

+5 

S  1 

36 


a+6«_a6 


îia»— 36 

+4 


—1 


a+i 


—  96' 
+^76 


a' 


+  ia6*  a* 


—256 
+  5 


+36 
—5 


a+6* — 26 


Première  division  partielle* 


66—10 


56—5 


Detuxnème  division  partielle. 
— 96^+276 — 20  1      56 — 5 


+ 


276 — 20  1 
126—20  )  — 


36+4 


Troisième  division  partielle, 

126*— 236+5  ^  36— 5 
—  36+5  j  46— 1 


Quatrième  division  partielle. 
56— 5^  36—5 


■j^ 


30.  Il  existe  un  autre  cas  assez  important  dans  la  division  algé* 
brique  :  c^est  celui  où  ie  polynôme  dividende  contient  une  ou  plusieurs 
lettres  que  ne  renferme jms  le  diviseur.  On  poumdt  ordonner  les  deux 


polypômes  par  rapport  à  rum  dés  kittes'oomiâuties^  et  faire  la  divi- 
sion comme  à  Tordinaire.  Mais  il  y  a  tifi  moyen  beaucoup -plus  simple 
d'obtenir  le  quotient.  ;      ' 

Supposons,  par  exemplè^^que  le  dividende  contienne  diverses  puis- 
sances de  la  lettre  a,  et  que  cette  lettre  n'entre  pas  dans  le  diviseur 
(on  dit  alors  que  celui-ci  est  indépendant  à&  a).  En  ordonnant  te  divi* 
dende  par  rapport  à  «,  on  peut  le  mettre  sous  la  fortne  Aa*+Ba^ 
4-Gû*-+-Da+E,  4  étant  supposé  le  plus  haut  exposant  de  a  dans  ce 
polynôme;  A,  B,  C,  D,  E^  sont  4es  rabnômes  ou  polynômes  qui  ne' 
renferment  pa$  a.  Soit  d'ailleurs  M  le  polynôme  diviseur,  indépendant 
de  a. 

Gela  posé,  puisque  le  diviseur  multiplié  par  le  quotienl;  doit  repro- 
duire le  dividende,  et  que  le  diviseur  M  ne  contient  pas  a,  il  est  clair 
que  le  quotient  doit  être  un  polynôme  aflfecté  des  môtties  puissances 
de  la  lettre  a,  que  celles  qui  se  trouvent  dàoft  le  dividende.  Ainsi  ce 
quotient  est  nécessairement  de  la  forme 

AV  +  ^a»  +  CV  +  D'à  +  E'. 

Or,  si  Ton  conçoit  que  ce  quotient  soit  trouvé,  et  qu'on  ait  multiple 
successivement  le  diviseur  tout  entier  par  chacune  des  parties  A'o*, 
B'a',\G'a'  ..,  les  produits  seront  A'Ma%  B'Ma',  G' Ma*,...;  et, 
comme  ils  ne  peuvent  éprouver  entre  eux  aucune  réduction,  puisque 
la  lettre  ordonnatrice  y  est  affectée  d'un  exposant  différent ,  ils  doi- 
vent être  respectivement  égaux  aux  termes  Aa*,  Ba%  Ca*,...,,  du 
dividende. 
Ainsi  l'on  a  .    .      .     *        - 

A'M  =  A,    d'où    A'=:A:M,       . 
B'M  =  B,    d'où     B's=B:M, 
G'M  =  C,    d'où    G'=C:M/    \ 

et  ainsi  de  suite;  d'où  l'on  déduit  cette  proposition  générale  : 

Pour  qvHun  polynôme  ordonné  par  rappovat  à  une  certaine  lettre  soit 
exactement  divisible  par  un  polynôme  mDivmoAinT  de  cette  lettre,  il  faut 
que  chacun  des  coefficients  des  diverses  puissances  du  premier  polynôme 
soit  exactement  divisible  par  le  second.  Les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  la  lettre  dans  le  quotient  ne  sônêt  autre  chose  que  les  quo- 
tients successifs  de  la  division  de^  coefficients  du  polynôme  dividende 
par  le  polynôme  diviseur,  ■       . 

Soit  à  diviser  le  polynôme  . 

5a*ô'— 5a6c» --  2ÔV +#— Sa*èc*+  3«6^5--«*c' +  6c*  +  «'ô*c 
par  b^ — c*.  '  « 

Le  dividende  ordonné  par  rapport  à  a  peut  être  mis  sous  la  forme 
(3*'  +  6*c  — 5ôe«  — c«)a*  +  (36»c  — 3ôc>-f6'^  —  a*'e«+6c*î 
effectuant  les  trois  divisions  partielles  marquées  par. 


DiffuoN  OBI  wmrwmaêi  at 

on  trouve  pour  quotièpts  Sli+^j  86c,  6»-r-,ie*j  ejasiTon  a  pour 
le  quotient  total  (5  ô  +  c)  «*  +  5fca  -f  6^  —  ^** 

Les  deux  derniers  quotients  5àc  et  ô'— -fc*  peuvent  s'obtenir  plus 
aisément  que  par  le  procédé  ordinaire ,  si  Ton  observe  :  1°  que 
3èV— 36c?  équivaut  (n**  21) .à 56c  (6'  — e*) ;  %" que  6»—  â6V  +  6e* 
équivaut  à  6(6*  —  26^ c^  +  c'),  ou  6(6^  —  c»)*  (n°  19), 
.  Nous  observerons,  à. ce  sujet,  que,  s'il  exista  des  règles  générales 
pour  effectuer  toutes  les  opérations,  ces  règles  peuvent  souvent  être 
i^implifiées;  etilne  faut  jamais  «négliger  d'employer  ces  simplifica- 
tions lorsque  Toccasion  s'en  présente.  On  ne  s*en  conforme  que 
«mieux  à  l'esprit  du  langage*  algébriqUô. 

31.  Parmi  les  différents  exemple»  de  division  algébrique  1  il  ep  est 
un  remarquable  par  ses  applicaticMas«»  et  tellement  fréquont.  dans  la 
résolution  des  questions,  que  les  algébristes  en  ont  fait  une  espèce  de 
théorème,  (ta  a  vu  (tf>*  5  et  19)  que  (a  +  6)  (a  —  6)  donne  pour  pro- 
duit a* — 6*  ;  donc,  réciproqn^naent ,  a*  —  6^  divké  par  a  *-*«-  6  donne 
a  +  ^  pour  quotient. 

En  divisant  également  a'— -6*  par  0-^6,  on  trouve  un  quotient 

exact  et  égal  à  a'  -j-  ^  +  i'-  ^ 

De  môme,  û*— 6*  divisé  par  «-—6,   dontie   pour  Quotient 

a8  +  a«6  +  a6*  +  ^'- 

Ce  sont  des  résultats  qu'on  peut  obtenir  en  suivant  le  procédé  or- 
dinaire de  la  division;  et  l'analogie  porte  à  conclure  que,  si  grand 
que  soit  l'exposant  qui  affecte  les  deiïx  lettres  a  et  6,  la  division  se 
fait  encore  exactement  ;  mais  Tanalogîe  n'équivaut  pas  h  une  tjerti- 
tude  rigoureuse.  Pour  acquérir  cette  certitude,  désignons  par  m  l'ex- 
posant >  essayons  la  division  de  a!^  -^  6^  par  a  —  6. 

a^-^b'^la  —  b 
1^'  reste.  .....    -fa^^-'^ô— 6*"  j  a**  '  ' 

Divisait  d'abord  a"*  par  a ,  on  a  pçur  quotient  a"*"*,  d'après  la 
règle  des  exposants  (n°  22),  Le  produit  de  a  — 6  para*""*  étant 
soustrait  du  dividende ,  on  a  pour  premier  reste  tt*^""*  6  —  6"*,  exprès*'' 
sion  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  6{a'""^  —  ô*'*"*).  D'où  Ton  voit 
que,  si  l'on  suppose  a"*~^  —  6*""*^  divisible  exactement  par  a -^6,  it 
en  est  de  même  de  ô*" — 6"*  ;  ce  qui  veut  dire  qiie,  si  la  différence 
des  puissances  semblables  d'un  certain  degré  de  deux  quantités  est 
divisiUe  exactement  par  la  différence  de  ces  mômes  quantités,  la 
différence  des  puisances  d'un  degré  plus  grand  d'une  imité  est  aussi 

divisible.  Or j-  donne  un  quotient  exact  et  égal  à  a  +  6;  donc 

«'  — 6*  . 

-T-  donne  un  quotient  exact  et  égal  à 


a 
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OU  .a*4~6(a  +  é),  oubieneacorea*4-^  +  **« 

a* ô* 

Pareillement  r*  donne  un  quotient  exact  et  égal  à 

Q»-j-  b  ^^'^^r^  Q"  ft»+  é(a^  +q6  +  b%  ou  a'  +  a'ft+aô^  +  ô^ 

a* é"* 

et  en  général , j-  donne  un  quotient  exact  et  égal  à^ 

a  —  0 

N.  B.  Ce  quotient  suit  t^ne  l(A  facile  à'retenir  : 

i*.  L'exposant  de  la  lettre  a  est  égal  à  m  — 1 1  dans  le  premier 
terme ,  et  diminue  ensuite  d'une  unité  d'un  terme  à  l'autre  jusqu'au 
dernier^  où  il  est  nul; 

3°.  L'exposant  de  h  est  nul  dans  le  premier  terme  ^  etaugm^ate 
d'une  unité  d'un  terme  à  l'autre  jusqu'au  dernier,  où  il  est  égal 
à  m  —  i; 

5**.  Le  degré  de  chaque  terme  est  égal  à  wi  —  i  ; 

4°.  Le  nombre  total  des  termes  de  ce  quotient  est  égal  à  m. 

On  peut  vérilBier  à  posteriori  l'exactitude  de  la  proposition  >  en  effec- 
tuant la  multiplication  indiquée  ainsi  : 

On  reconnaît  que  les  produits  partiels  cT  et  —  h^  sont  les  seuls  qui 
ne  se  détruisent  pas  dans  la  réduction.  Par  exemple  y  en  multi- 
pliant a"^*ô,par  a,  on  trouve  pour  produit  a"*~*  6;  mais  si  l'on  multi- 
plip  a**"**  par  —  6,  il  vient  pour  produit  —  a"*"*  ô,  terme  qui  détruit 
le  précédent.  Il  en  est  de  même  dés  autres  termes. 

Nous  engageons  les  commençants  à  réfléchir  sur  le  moyen  de  dé- 
monstration précédent,  qui  est  assez  souvent  employé  en  Algèbre. 

32.  Nous  avons  établi  (n»»  23,  26)  les  caractères  principaux  aux- 
quels on  reconnaît  qu'une  division  de  quantités  monômes  ou  poly- 
nômes n'est  pas  exacte;  ce  qui  veut  dire  qu'il  n'existé  pas  de  troi- 
sième quantité  algébrique  entiète  qui,  multipliée  par  la  seconde, 
reproduise  la  première. 

Nous  ajouterons,  quant  aux  polynômes,  que  souvent  on  reconnaît , 
à  leur  inspection  seule ,  qu'ils  ne  peuvent  être  divisibles  Tua  par 
l'autre.  Lorsque  ces  polynômes  renferment  deux  ou  plusieurs  lettres, 
il  faut,  avant  d'ordonner  par  rapport  à  l'une  d'elles  en  particulier, 
jeter  un  coup  d'œil  sur  les  deux  termes  du  dividende  et  du  divhllkir, 
affectés  respectivement  du  plus  haut  exposant  de  chacune  des  lettres. 
Si ,  pour  une  de  ces  lettres ,  les  termes  du  plus  haut  exposant  ne  sont 
pas  divisibles  l'un  par  l'autre ,  on  peut  conclure  que  la  division  totale 
est  impossible.  Cette  remarque  doit  se  répéter  dans  chacune  des  opé^ 
rations  que  comporte  le  procéder 


DtJ  nXiB  CWAHD  COKlIllir  DITIWm.  9$ 

Soit,  par  exemple^  tua'  —  Sa^b+yab* — né*  à  diviser  ptr 
4a* — 8aé  +  3é'.  Si  Ton  a  égard  à  la  lettre  a  ^  la  division  parait  pos- 
sible; mais  en  égard  à  la  lettre  b,  la  division  est  impossible,  puisque 
—  ni'  n'est  pas  divisible  par  3ô*- 
Nous  terminerons  par  les  considérations  suivantes  : 
i**  Un  polynôme  ne  peut  jamais  être  divisible  par  un  autre  poly- 
nôme renfermant  une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  dividende; 
car  il  est  impossible  qu'une  troisième  quantité  entière^  multipliée  par 
une  seconde  dépendant  d'une  lettre,  donne  un  produit  indépendant 
de  cette  letlre.  ' 

a®  Un  monôme  n'est  jamais  divisible  par  un  polynôme,  parce  que 
(n®  18)  tout  polynôme  multiplié  par  un  autre  donne  au  pi'oduit  au 
moins  deux  termes  qui  ne  se  réduisent  pas. 

S''  Un  polynôme  ne  peut  être  divisible  par  un  monôme  qu'autant 
que  oelui^i  divise -exactement  chacun  des  termes  du  dividende;  01 
le  quotient  s'obtient  en  mettant  en  évidence  le  facteur  conunun  à 
tous  les^termes. 


^      S  n*  DES  FRACTIONS  ALGÉBRIQUES  OU  LITTÉRALES.  !      i 

Du  plus  grand  commun  diviseur. 

33.  Les  fractions  algébriques  doivent  offrir  à  l'esprit  la  nïéme 

3     1 1 
acception  que  les  fractions  arithmétiques,  telles  que  j,  — , ; 

c'est-è-dire  qu'il  faut  concevoir  qu'on  ait  divisé  l'unité  en  autant  de 
parties  égales  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  dénominateur  (le  dénomi'» 
Dateur  pouvant  d'ailleurs  être  yn  monôme  ou  un  polyqôme],  et 
qu'on  prenne  une  de  ces  parties  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  numérateur.  Dès  lors,  l'addition,  la  soustraction,  la  multi- 
plication et  la  division  doivent  s'effectuer  suivant  les  règles  établies 
en  Arithmétique  pout  le  calcul  des  fractions.  Toutefois,  on  doit 
se  conformer,  dans  les  applications  de  ces  règles,  aux  procédés  in- 
diqués précédemment  pour  le  calcul  des  quantités  algébriques  en- 
tières,  monômes  ou  polynômes.  Ainsi  il  serait  superflu  de  s  y  arrê- 
ter; nous  aurpns,  par  la  suite,  assez  d'occasions  de  nous  familiariser 
avec  ces  règles. 

La  réduction  des  fracttons  algébriques  à  leur  plus  simple  exprès^ 
sion  mérite  néanmoins  quelques  développements  particuliers. 

Ig^u'une  division  de  quantités  monômes  ne  peut  s'effectuer  . 
exactement,  on  l'indique  à  l  aide  du  signe  connus  et^  dans  ce  cas, 
le  quotient  se  présente  sous  la  forme  d'une  fraction  que  nous  avons 
déjà  appris  à  simplifier  (n*'  23).  Qui^nt  aia  expressions  fraction- 
naires polynômes,  voici  quelques  cas  dans  lesquels  il.  est  aisé  de  les 
réduire  : 

Aig.  B.,  il-  éd.  8 


\ 


m  w  nets  ofikM  coMmin  t^îHtin. 

Soit,  pour  preçaiei?  exemple,  Tcxpresaion    i_  "àgjL^^ 
Où  ietrtAttfue  qtie  cette  fraction  peut  (n*  19)  être  mise  sotis  la 
forme  ^  "!"     st|*"S  tupprimani  le  facteur  a«^A  eonuimB  mux 

d«ux  tormea,  on  obtient  pour  résultat "'^/ . 

Soit  encore  l'expression r-i — s-tt • 

Cette  e^Kpimsion  se  décompose  ainsi  : 

5â(a«— 2ûft  +  5*)  .   ..  5a(a  — ô)«^ 

— V-i7 rr— ^>  •    ou  bien        •■•^ {^y 

8a*(a— 6)  8a*(a— *)'  . 

aupprimant  le  facteur  commun  «(a~£)>  on  tniuTe  pour  réaul* 

8a        . 

Les  cas  particuliers  que  nous  venons  d'examiner  sont  ceux  où 
les  deux  termes  de  la  ti*action  sont  décomposables  dans  le  produit 
de  la  somme  par  la  différence  de  deux  quantités,  dans  le  carré  de 
la  somme  ou  delà  différence  de  deux  quantités;  et  l'habitude  du 
calcul  appi^eod  à  opérer  ce«  décompDsitioii^  loraqà^eUas  iKmt  pos- 
sibles. 

Mais  les^  deux  termes  de  la  fractioil  peuvent  être  des  polynômes 
{dus  compliqués;  et  alors ^  leur  décomposition  en  tacteurs  n'étant 
plus  aussi  facile,  on  doit  avoir  recours  au  fvooédé  du  plus  grand 
commm  diviseur. 
.    C^te  théorie,  intimement  liée  à*celle  des  équations  j  ne  laisse  pas 

Sue  de  présenter  quelques  difficultés.  Aussi  notre  intention  est-elle 
e  n'en  donner  ici  qu'une  partie ,  sauf  à  y  revenir  plus  loiu>  et 
lorsque  nous  aurons  acquis  les  matériaux  nécessaires  pour  l'étabUr 
d'uuè  manière  complète  (*). 

Théorie  élémentaire  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique» 

â4«  Le  plu»  grand  commun  diviseur  de  deux  polynàmejf  ^U  le  poly^ 
nôme  le  plus  grand  par  rapport  aux  exposants  et  aux  eoefflcien^y  qui 
dwise  exactement  les  deux  pdynùmes  pnfpoeés, 

La  propriété  caractéristique  du  plus  grand  commun  diviseur  est 
.que,  ai  l'on  divise  les  deux  polyn6|iies  proposés  par  leur  plua^pand 
commun  diviseur»  les  quotients  qui  en  résultent  sont />rMiter<  entre 
eux^  c'est-à-dire  ne  renferment  plus  aucun  facteur  conunun. 
.  Cette  proposition  est  évidente  d'après  la  définition. 

-     -  ■   ■   ■ t  -  1^^^ 

(*)  Les  commençants  peuvent  même,  à  la  rigueor,  se  dispenser  pour  le  moinent 
de  voir  cette  théorie  qui  nous  sera  fort  pea  utile  avant  le  sepUème  chapitre. 


<t 
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3».  On  a  TU  en  Arithmétique  r  '     . 

1^  Que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  entiers 
contient  corrime  factem^s  tous  tes  diviseurs  particuliers  communs  aucc 
deux  nombres  y  et 'ne  peut  pas  renferme^  d  autres  facteurs; 

2*  Que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nfitïdfres  entiers 
est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  le  plus^ petit  nombre  et  /$  rfi^tc 
de  leur  division» 

La  théorie  du  plus  grand  oommun  diviseur  algébrique  repose  éga- 
lement sur  ces  deux  principes ,  pour  la  démonstration  desquels  nous 
renvoyons  au  septième  chapitre. 

Ceci  admis,  supposons  d'abord  qu'U  s'agisse  de  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  les  deux  polynômes 

'Voici  d'abord  le  tableau  des  calculs  ; 

> 

Première  opération. 


gt—'  Q^bJ^Zab^-^W^  \  a^  —  Sab  +  t^b* 
-f-4a**~  ab^—U^  ]  «  +4* 


V  4*  19^*' — 19*' 

ou  bien ,  -j-  igi'  (a — b). 


•     ■     •  ' 


Seconde  opération» 

a*^5ab  +  ^b^  )  a—  « 

—  4aft  +  46 


'  )  a—  ô 

—  >   ■    ■"  »i< 

»  )  a— 4* 


■*-«■ 


Dôho  a*^ft  est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

G(»ftmençons  par  diviser  le  polynôme  du  plus  haut  degré  par 
ïe  pelynômfe^du  plus  faible  degré;  le  quotient  est,  conime  on  le 
voit  dans  le  tableau  ci-dessus,  «4*4*5  et  Pon  obtient  pour  reste 
i9«i'— igô*. 

Il  résulte  du  second  principe,  que  le  plus  grand  commutt  divi- 
seur cherché  est  ïe  tfiême  que  celui  qui  existe  entre  ce  reste  et  le 
polyftôrfie  qui  a  servi  de  diviseur.  m    '  "    ' 

Màià  iQdô*— igd*  pouvant  être  mis  sous  la,  forrtie  ïgJ*(«-^i),  on 
voit  oue  le  facteur  igî*  divise  ce  reste  sans  diviser  ft*— 5fl*-|-4*'5 
éotBpénTertu  dû  premier  principe,  ce  facteur  ne  peut  entrer  dans 
le  plu^ 'grand  commun  diviseur;  ce  qui  veut  dire  que  le  plus  grand 
commtin  liivîseur  entre  les  quantités  a* — 5fli  +  4ô  -»  195  («  —  b),  et 
par  fconséquent  entre  les  deux  quantités  proposées,  est  le  même  que 
celbî  qui  existe  entre  a*  —  5a5  +  4**  et  a-r-ô.  Ainsi  l'on  peut,  sans 
inconvénient,  supprimer  le  facteur  igft*)  et  la  question  est  ramenée  à 


ï 


f 


■«>  » 


*» 
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ehercheir  le  plus  grand  commun  diviBeur  entre  a* — Sûi-j-i*  et  a — A. 

Divisant  maintenant  le  premier  de-  ces  deux  polynômes  par  le 
second  j  on  a  pour  quotient  exact,  a — ^b;  donc  a — i  est  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  et^  par  conséquent»  c'est  aussi  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  polynômes  proposés. 

Reprenons  le  même  exemple^  en  ordonnant  les  deux  polynômes 
par  rapport  kb. 

—  56«4-3aô«— a**  +  a«        et        46»-r5aô+ô*. 
'  Première  opération. 


—  5aé«—      à'b+  4 

—  laaé* —   ^a*b  -(-  i6a* 


0»  ]  46'  — 5 
?')     —3*, 


•5a 


ou  bien^ 


—  i9a*ô+  *9^* 
+  iga^{  —  b-jra). 

Seconde  ojpération* 
•r-    dô  +  a*  i  — i\b'\'a 


Donc  —  6  -f^^  ou  a  —  ô  est  le  p.  g«  c.  d. 

Au  premier  abord  ^  on  est  embarrassé  pour  faire  la  division  des 
deux  polynômes^  parce  que  le  premier  ternie—  3&'  du  dividende 
n'est  pas  divisible  par  le  premier  terme  4^'  du  diviseur.  Mais  si  Ton 
observe  que  le  coefficient  4  de  celui-ci  n'est  pas  facteur  de  tous  les 
termes  de  4^* — ^^5aé  +  «S  et  qu'ainsi,  en  vertu  du  premier  principe^ 
4  ne  saurait  faire  partie  du  plus  grand  commun  diviseur,  on  peut, 
sans  aucun  inconvénient^  introduire  ce  facteur  dans  le  dividende,  ce 
qui  donne  — 126'+  laaé*  —  4«**  +  4û'î  et  alors  la  division  des 
^éux  premiers  termes  devient  possible. 

Effectuant  cette  division,  on  trouve  pour  quotient  — 3b,  et  pour 
reste, — 3aè*  —  û'6  +  4a'. 

Gomme ,  dans  ce  reste ,  l'exposant  b  est  encore  égal  à  celui  du 
diviseur,  rien  n'empêche  de  continuer  la  division^ en  multipliant  de 
nouveau  ce  rest^par  4>  afin  de  rendre  possible  la  division -des  deux 
premiers  termes.     ^ 

Cette  préparation  faite ,  il  vient  —  1 2 aô'  —  4 a* ô  +  i6a'^|||ui , 
divisé  par  46*  —  5a6  +  a%  donne  pour  quotient,— 3a,  qu'on  sépa* 
rera  du  premier  terme  par  une  virgule ,  comme  n'ayant  aucune 
liaison  avec  lui ,  et  pour  reste ,  —  190*4  +  ï9<^'« 

Ce  dernier  reste  pouvant  se  mettre  sous  la  forme  19a*  (  —  i  -h  a  ), 
on  supprime  le  facteur  19(2%  comme  ne  faisant  pas  partie  du  plus 


^1 
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grand  comitiun  diviseur;  et  la  question» est  ramenée  à  chercha  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  46*  —  Sab'\'a^  ei  —  é  +  a.  ^ 

Divisant  ces  deux  polynômes  l'un  par  l'autre  »  on  trouve  poillr 
quotient  exact, . —  4*  +  «  J  donc  —  6  -j-  a  ou  a  —  i  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  cherché»  ji 

36.  Dans  ce  même  exemple ,  comme  dans  tous  ceux  où  Texposant 
de  la  lettre  principale  est  plus  gngdd  d'une  unité  dans  le  dividende 
que  dans  le  diviseur^  on  peut  abréger  l'opération  en  multipliant  tout 
de  suite  le  dividende  par  le  carré  du  coefficient  du  premier  terme  du 
diviseur.  Un  conçoit ,  en  effet  ^  que  ^  par  ce  mpyen ,  le  premier 
'quotient  partiel  qu'on  obtient  doit  renfermer  ce  coefficient  à  la  pre- 
mière puissance,  l^ultipliant  le  diviseur  par  le  quotient,  et  faisant  la 
réduction  avec  le  dividende  ainsi  préparé ,  on  a  un  résultfit  qui  doit 
encore  contenir  le  coefficient  comme  facteur;  et  la  division,  pouvant 
md  continuer,  donne  un  reste  du  plus  faible  degré  que  le  diviseur,  par 
rapport  à  la  lettre  principale. 

Voici  le  taUeàu  des  opérations  :     ' 

Première  opération. 

Multiplication  par  16,  ou  par  le  carré  de  4* 

—  48ô'  +  48fl6«— i6a«6-|-i6a»  )  4J«  — 5a6  +  a* 


j 


—  laaè* —  4«**+i6a'  )  —  12a  -^  3a 

I*' reste.  .  .  — igd'ô+^O^' 
ou^bien,  iga*{  —  b  +  a). 

Seconde  opération. 
4*«  — 5aô  +  a*  )  —  b  +  a 


a'   j 


aè  +  «'  )  — ^à-^a 


.  o 


IV.  B.  Si  l'exposant  de  la  lettre  principale  dans  le  dividende  sur- 
passait de  deux^  de  trois,...  unitf^s,  l'exposant  de  la  même  lettre 
dans  le  diviseur,  il  faudrait  mqltipller  le  dividende  par  Ta  troisième 
ou  la  quatrième  puissance  du  coefficient-^du  premier  terme  du  divi- 
seur :  cela  est  aisé  à  concevoir. 

37.  Soient,  pour  second  exemple,  * 

et^  laa'i*  -|-58a*6»  +  lôflô*  —  106». 

Avant  de  jNrocéder  à  la  division  de  ces  deux  polynômes,  com- 
mençons par  observer  que  le  premier  contient  a  comme  facteur 
opmmun  dans  tous  ses  termes  ;  et  puisque  ce  facteur  n'entre  pas  dans 
le  second  polynôme ,  on  peut  le  supprimer,  comnie  ne  faisant  pas 
partie  du  commun  diviseur. 
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Par  la  même  raison,  le  facteur  26%  étant  commua  à  ton»  les 
termes  du  second  polynôme  et  n'entrant  pas  dans  le  premier,  peut 
être  supprimé.  Ainsi  la  question  est  ramenée  à  rechercher  le  plus 
^rand  commun  diviseur  entre  les  polynômes 

et  .  6a'  +  iga'b  +  «ai*  ^ib\ 

m 

Première  opération: 


^  75a»*—  52a»6*+  SyaiV-    66*  j  5a,     ô5» 
— i5oa»6—  64a«é»4-  74  a*'—  12 A* 


"•ri-— •»*■•— n»**»»***"^ 


»«»■■»■»  I»  I    l>       I    II       H  Xll  I       Ml        .^     ■  Mil 


-f4iia*è*+274«*— i3i76* 
ou  bien,  i37**(3a*+aa6— è-). 

Seconde  opération. 

.  .  .  .  '.i 

6a^+igaH+   8a*^  — 5ô»  )  Za^^uab*^à* 


—  56'  ] 


4-i5a*ô+ioaô'  — 56'  j   sja-|-5fc 

■  •     ^  ■  I  ■■»■■■        *       /• 

o 

•  •   . 

Donc  3  a*  +  2aô  —  ô*  est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

En  suivant  la  même  méthode  que  dans  l'exemple  précédent ,  il 
faudrait  multiplier  tout  Ife  dividende  par  le  coefficient  6  du  premier 
terme  du  diviseur,  ou  plutôt  p|ir  le  carré  dç  6;  miiis  comme  i5  et  6 
ont  un  facteur  commun  5 ,  il  suffit  évidemment  de  multiplier  tout  le 
dividende  par  2 ,  facteur  de  6 ,  qui  n'entre  pas  dans  i5. 

Cette  préparation  faite ^  on  effectue  la  division,  ce  qui  donne 
d'abord  un  reste  dont  le  1"  terme  est  —  75  a' 6.  Gomme  75  contient 
encore  le  facteur  3  qui  entre  dans  6 ,  il  suffit  de  multiplier  ce  reste 
par  2  pour  continuer  la  division,  qui,  étant  efifectuée,  donne  pour 
1  •'  reste  principal  ^  /^iia^b*  -{-  2yl^ab^  —  1 37  Ô* . 

ûr  il  est  £ipUe  de  recoun^tre  que,  dans  ce  re&te,  il  existe  un 
facteur  commun  1376*;  mais  puisque  ce  facteur  n'entre  pas  dans  le 
i^econd  polynôme ,  on  peut  le  supprimer,  comme  ne  faii^ant  pas  partie 
du  commun  diviseur  ;  et  la  question  est  ramenée  à  reqh^diêr  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  les  polynômes 

6a' +  19a**  4.  Soft* --.5*» 
et  3a*  +   ao*  —  ô*.  ' 

Effectuant  la  division  de  ces  deux  polynômes,  on  tronve  pour 
quotient  exact,  2a  +  5*  ;  ainsi  le  reste  3a*  +  î»^*"^^*  ^^s^  ^®  pl"s 
grand  commun  diviseur  cherché. 

38.  Remarque.  —  On  pourrait  demander  si  les  suppressions  qu'ou 
opère  dans  le  cours  du  calcul,  de  facteurs  communs  à  tous  les  termes 
de  l'un  des  restes,  n'ont  pour  objet  que  de  simplifier  les  cati^utoy  ou 


llian  $i  ce  «09^  4e$  opératiom  indispensables.  Or  ou  peut  ^irënient  i^eçon- 
naître  qu^  ces  suppressions  sont  nécessaires  ;  car  si ,  dans  l'çxenipla 
pr^pédQot,  on  ne  suppriw;iit  piis  Iq  factew*  1376%  il  faudrait,  pouf 
rendre  possible  la  division  du  premi<rr  terme  du  nouveau  dividende) 
p^  le  preoiier  ter^n^  du  diviseur,  multiplier  tout  le  dividende  p4ii 
i^à^i  mm  «lam  o».  ir^oduir ait  dftns  le  dividende  m  fapteur  qui  ser 
troiivefmt<fiu^i:«Uin»  Je  jdiviseur  :  d'où  il  résulterait  qiie  le  plus  gvsa^ 
Mmmim  dii^Mur  cto^çbé  sa  compliqWaîtdii. /acteur  %^7b^q\ÀM 
devait  pas  d*abord  en  faire  partie,         .  .r. 

i^Jt'^jimple  suivant  eslipndpre  à4^n&?mer.cequi  viei^d'(|tre^dit  • 

86.'  ft^  à  tirouver  le  p}us  grand  commuii  divmwp  wim  lea  daiur» 
pdiyndmes 


et 


Première  opéiotion. 


^êfi  -^  h 


I 


<• 


ï       • 


n'ft  *wip»-g*«»m« <*«■»><   uniH 


ou  bien  ^ 


6l 

—  lOC 


(36— 5c)(3a  +  3i+>)i 
Seconde  opération. 


2a*  —  5ft 


8fc 

4^ 


—  86     «— la*' 
-f  8^?  j     +  8fc. 

+  4^ 


a<l4-36  +  e 


*i  '       X»»       »l    ■»!■ 


a— 46 


Donc  a  a + 3  6  +  c  est  le  plus  ^raud.  commua  diviseur* 

Après  aypjr  ordon|[^  le^  deux  ()olyaOme«^  on  peut^  sans  aucune 
préparatic»^,  eSfeetuef  leU*  division,  cç  qtti  domine  pour  premier 
reste 


66 
\oc 


'-r-^îa6<? 

—  5c^ 
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Ponr  continuer  l'opération^  il  faudrait^  en  prenant  le  second 
polynôme  pour  dividende  et  ce  reste  pour  diviseur^  multiplier  le 
nouveau  dividende  par  6è — loc,  ou  simplement  par  3è  —  5c, 
parce  que  le  facteur  2  entre  déjà  dans  le  premier  terme  du  divi- 
dende; mais  avant  d'effectuer  cette  multiplication,  voyons  si  ce  fac- 
teur 3 A — 5e  ne  diviserait  pas  le  second  terme  du  reste,  savoir^ 
^b^  —  laic— r5c^  Or  cette  ^ivision  réussit  et  donne  pour  quo- 
tient exact  Zb-^c;  d'où  il  suit  que  le  reste  peut  se  mettre  sous  la 

forme (36 — 5c)(2a  +  3è  +  ^)' 

Comme  le  facteur  36  —  5c  se  trouve  dans  ce  reste,  et  n'être  pas 
dans  le  nouveau  dividende  [puisque  ce  facteur  étant  indépendant 
de  la  lettre  a,  devrait  (n^  30)  exister  entre  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  cette  lettre ,  ce  qui  n'est  pas] ,  .on  peut^  sans  jiucun 
inconvénient ,  le  supprimer. 

Cette  suppression  est  d'ailleurs  indispensable,  parce  qulnutrement 
on  devrait  introduire  ce  facteur  dans  le  dividende;  et  alors ,  les  deux 
polynômes  contenant  un  facteur  commun  qu'ils  n'avaient  pas  .aupa- 
ravant^ le  plus  grand- commun  diviseur  serait  changé;  il  se  compli- 
querait du  facteur  36 —  5  e  qui  ne  devait  pas  en  faire  partie. 

La  suppression  faite,  on  effectue  la  nouvelle  division,  ce  qui 
donne  un  quotient  exact;  donc  2  a  4-  36 -f  e  est  le  plus  grand  com- 
mun diviseur. 

40.  Nous  proposerons,  pour  dernier  exemple^  de  t^uver  le  plus 
grand  commun  divi!seur  entre  le  polynôme 

a*  +  5a»6  +  4a*6*— 6a6»  +  26* 
et  le  polynôme  4  ^*  *  4"  ^  ^*'  ~  2  6' ,. 

ou  simplement,  2a*  +  «* — ^*>  puisque  le  facteur  26  piut  être  sup- 
primé dans  le  second. 

^  Première  opération.       ^ 

8a*+24a»*  +  32a«6«— 48a6»+i66*  )   ^a^  +  ab—b* 
+  2oa^6  +  36a'6'  — 48a6»+i66*  )  4a*  +  ioaé-i-i36* 

+  26a'6*  — 38a6^+i66* 

*    I  I  »■■  I..  ..Il  I    .1  .     III.    «    ^  / 

—  5 106"+ 296* 
ou  bien,  — è'{5iû — 296). 

Seconde  opération. 

Multiplication  par  3601,  carré  de  5i.  « 

5202a^'\-ii6oiab — 26016'   |     5iû —  296 
—  52020* -^-ng^Sab  )    10204-1096 

-f- 555906 — !î6oi6' 
—  555906  — 3iGi  6» 

2*  reste +  56d6' 
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^  L'exposant  de  la  lettre  a  dans  le  dividende  ^  surpassant  de  deux 
unités  celui  de  la  même  lettre  dans  le  diviseur,  on  multiplie  tout  le 
dividende  par  le  cube  de  2]  c'est  à-dire  par  8.  Cette  p^cparation 
faite,  on  effectue  trois  divisions  consécutives,  et  Ton  obtient  pour 
premier  reste  principal  — 5iab^  -^-n^b^.  Supprimant  le  facteur  i* 
dans  ce  reste,  on  a  pour  nouveau  diviseur— 5i a +  39 6,  ou  chan- 
geant les  «ignés,  ce  qui  est  permis,  ôia  —  296;  le  nouveau  divi- 
dende est  d'ailleurs  aa*  -|-  aô  —  6*. 

Multipliant  ce  dividende  par  le  carré  de  5i,  ou  par  2601,  puis 
effectuant  la  division,  on  obtient  pour  2*  reste  principal  +56o  j*î  cef 
qui  démontre  que  les  deux  polynômes  proposés  sor^i  premiers  entre 
eux 9  c'est-à-dire  n*ont  aucun  facteur  commun.  En  effet,  it  résulte 
du  second  principe  (n**  35),  que  le  plus  grand  commun  diviseur  doit 
se  trouver  comme  facteur  dans  le  reste  de  chaque  opération  ;  ainsi  il 
devrait  diviser  le  reste  56o6*  :  mais  ce  reste  est  indépendant  de  la 
lettre  principale;  donc,  si  les  deux  polynômes  pouvaient  avoir  un 
commun  diviseur,  il  devrait  èire  ^indépendant  de  a,  et  par  consé-' 
quent  (n**  30)  se  trouver  comme  facteur  dans  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  cette  lettre,  que  renferme  chacun  des  deux 
polynômes  proposés,  ce  qui  n'a  évidemment  pas  lieu. 

Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  les  commençants  au  fait  de  la 
marche  qu'il  farit  suivre  pour  trouver  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  deux  polynômes. 

A\ .  RÈGLE  GENERALE.  —  On  contmence  par  supprimer  dans  les  deux 
polynômes  les  facteurs  monômes  communs  à  tous  les  termes  de  cha» 
cun  d^eux,  (M  peut  arriver  que  U  facteur  monôme  qui  se  trouve 
dans  le  dividende,  et  celui  que  renferme  le  diviseur,  aient  eux- 
nlémes  un  diviseur  commun;  dans  ce  cas/  on  le  met  à  part,  comme 
^  devant  faire  partie  du  commun  diviseur  cherché.)  Cette  suppres^ 
sion  faite  9  on  jyrépare  le  dividende  de  manière  à  rendre  possible 
la  division  de  son  premier  terme  par  celui  du  diviseur  (voyez  n**  35 
et  36);  puis  on  effectue  la  division,  ce  qui  donne  un  certain  reste  de 
degré  moindre  que  le  diviseur,  et  dans  lequel  on  supprime  les  facteurs 
monômes  ou  polynômes  que  peuvent  '  renfermer  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  la  lettre  principale»  On  prend  ensuite  ce  reste 
pour  diviseur,  le  second  polynôme  pour  dividende,  et  l'on  opère  sur 
les  deux  polynômes  comme  sur  les  précédents.  On  continue  cette  série 
d'opérations  jusque  ce  qu'on  obtienne  un  reste  qui  divise  exactement 
le  reste  précédent,  auquel  cas  le  dernier  diviseur  est  le  plus  grand  com^ 
mun  diviseur;  ou  bien  jusqu^à  ce  qu^on  obtienne  un  reste  moÉrENDANT 
de  la  lettre  principale,  ce  qui  indique  (n*  40)  que  les  deux  poly- 
nômes proposés  isont  premiers  entre  eux,  à  moins  qu'ils  niaient  un 
facteur  commun  indépendant  de  la  lettre,  lequel  facteur  n'aurait 
{MIS  été  découvert  dès  le  commencement  de  l'opération. 


•    * 


NnB.'^li  %xi$te  des  cas  où  ce  prooédé  o'est  pas  suffisant;  oiais 
MUS  y  reviendrons  par  la  suite, 

Voioi  de  nouveaux  exemples  auxquels  ou  peut  appliquer  le  pro^ 
oMé  tel  que  nous  venons  de  l'indiquer  : 

et  Q  m/>'  j'*  — ^  4  ''V'*   —  mp^q  -J-  '  wi^'. 

Le  p.  g.  c.  d,  est  p — q. 

Sr  3.6««— i8a«    — S7a*   +90*, 

Le  p*  g.  0*  d.  est  9a'  (a  -^  i). 

La  théorie  des  quatre  premières  opérations  de  l'Algèbre  et  celle  du 
plus  grand  commun  diviseur  suffisent  pour  la  résolution  d'un  très- 

rnd  nombre  de  questions.  Nous  nous  réservons  d'établir  plus  loin 
nouvelles  règles,  à  mesure  que  nous  en  sentirons  la  nécessité;  et 
àous  allons  passer  tout  de  suite  à  la  résolution  des  pfoblèn^es  du  pre- 
mier degré. 


m>'^    i^i»— ^«»»»      ■■»«  M      tm  •      «  » ■!  ■— ^— ^^^  -  ■■  ■  l'i     fc        '  I  ^1 .        I  Pi      p  ■    1  ■  j^S 


^t^^W^       ffimi^a 


CHAPITRE  n, 

DIS  PROBLÈMES  Bl!  PRlUflStl  DISORÉ. 


NbHom  préliminaires  sur  les  équaHtms, 

.  4t%  On  ne  considère  or4inairenq[ent  en  Algèbre  que  les  problèmes 
4ont  les  énoncés»  traduits  algébriquement ,  donnent  lieu  à  deseçua- 
itons,  En  réfléchissant  sur  la  résolution  du  problème  du  n'  3 ,  on  peut 
voir  qiie  cette  résolution  se  compose  de  deux  parties  distinctes  :  Dans 
la  preûiière,  on  écrit  algébriquement  le«  relations  que  Ténoncé  de  la 
question  établit  entre  les  quantités  connues  et  les  quantités  incon* 
nues.  On  parvient  ainsi  à  Tex pression  de  deux  qliantités  égales,  que 
i*on  appelle  équation.  Telle  est  {n°  3)  l'expression  î^x  -j-  6 =a.  Dans 
la  seconde  partie,  on  déduit  de  l'équation  du  problème  une  suite 
d'autres  équations,  dont  la  dernière  donne  enfin  la  valeur  de  Tinçon- 

nue  au  moyen  des  quantités  connues  :  tel  est  le  résultat  o^sts^-H^ 

euquel  on  est  parvenu.  Cette  seconde  partie  est  pe  qu'on  appelle  /« 
résolution  de  l'équation. 

Comme  les  règles  à  suivre  pour  mettre  un  problème  en  équation 
sont  un  peu  vagues^  nous  commencerons  par  nous  occuper  de  las^ 
eonde  partie,  qui  est  soumise  à  des  règles  fixes  et  invariables* 
!  A'epffès  le  définition  d'meéguatim,  toute  équation  se  i^ompose  de 
deux  quantités  séperées  Tune  de  l'autre  per  le  signe  ^»  La  partie.  I\ 


NOTION! «JPiii^I^||^|R]|S. «un  hW  A^^ATIONS.  A| 

gauche  sq  ôommOf  le  premier, rmemff re ^  et  )a  p^iie  à  droite  la.  second 
inmèr0.  .      .  .     ^^ 

Qn  considère  plusieurs  ^spècf^  d'égalités  : 

i""  L'égalité  quiisxii^te  entr^  des  nombr«s  connu»  ei  donnés  à  ji^rt^i^ 
fpai$  représentés  par  didj»1ettrea;teno«(«<»ntlo»égaUtéi  •    . 

qui  se  vérifieraient  immédiatea^nt  si  Ton  n^etttiit  à  It  plfto^  de  4^  6,  c,  cf 
les  nombres  particuliers  pour  lesquels  on  suppose  que  ces  égalités 
existent.  Elles  conservent  le  nom  d'égalitési 

^  L'égalité  évidente  d'eile^môme,  ceiie  qui  se  Yérifieduis  boâ 
état  ^tuel  :>telle8  sont  les  égalités 

a5  =  iîi-|-*3,    3a  —  56:iaa— 6  +  >tt  — A^-  * 

•    On  les  appelle  identités  pu  égalités  vérifiée^^ .    ,   . 

5'  Enfin,  l'égalité  qui  ne  peut  se  vérifier  .avant  qu*on  y  ait  su^ti- 
tué  à  ïâ  place  d'une  ou  de  quelques-unes  des  lettres  désigkiant  dei 
inconnues  j  certaix^s  nombres  don|  les  valeurs  dépendent  desnon^bres 
connus  et  donnés  qui  entrent  déjà  dans  l'égali^éf      '  ^ 

Pour  la  distinguer  des  autres  égfditési^  on  lânomoie  équa'^ion;  et 
c*est  celle  dont  nous  avons  à  nous  occuper, 

Il  est  encore  une  autre  espèce  d'égaFité  dont  nous  paierons  plus 

iû}  c'est  Vfé^[uaHm:iéentfiqWk  -  •  ' 

.  «On  partage  les  équations  à  Une  seule  inooanne  «n  dMévantif  dàiieitf  1 
ocfUèsoii  rinconnue  n'entrequ'à  la  première  puissance' «Mt  dites  du 
premier  degré.  Telles  sont  les  équations 

■ 

'  L'éqnatioii  att?>k*-J5îPa2  5 — a  Ar>  est  dite  du  a*  degré. 

»        ' 

L'équation  4x'  — 9aî*-fx==2^*+  u ,  est  dite  du  S*  dçgré.  En 
général ,  le  degré  d^une  équaVion  est  le  plus  grand  d^s  exposants  dont 
l'inconnue  est  affectée  dans  l'équation. 

On  distingue  aussi  les  èquatlôlns  enéquàtioniktimériques  et  en  équa- 
tions littérales,  iM  premières  aont  eèHes  qui  neyèiifentisnl  i)tte  des 
nombres  particuliers,  à  Texcei^tion  dei'inponnue,  qui  est  toujours 
désignée  par  une  lettre.  Ainsi  ^  •      i 

f^ni  doi  équations  numériques*  Ëllea  sont  la  traduction  algébrique  de 

problèmes  dont  les  données  son!  des  nombres  paHiôuliçri. 

•  Las  équations' .  nâ?*f'6'*^^<^  +  ^  9      ^«•-f*^»»*^, 
Mût  des  équattons  littét^les.  Les  doii^nées  du  problème  sont  repi^- 
sentées  par  des  lettres.  Il  est  d^usage^  pôur'dUtihguër  dans  une  équa- 
tion les  quantités  connues  des  inconnues^  de  désigner  celles-ci  par 
les  dernières  lettres  de  ràlphabèt^.â?^!^,  z,  etc. 


loin 


Àft  iQVàTioNS  Dt  niEineii  degrI 

Ces  notions  établies^  voyons  comment  «  une  équation  du  premier 
degré  à  une  seule  inconnue  étant  donnée,  on  peut  parvenir  à  la  ré^ 
soudre ,  c'est-à-dire  à  trouver  pour  rineormue  un  nombre  qui  y  substitué 
à  la  place  de  cette  inconnue  dans  l'équation  y  y  satisfasse ,  ou  bien  rende 
le  premier  membre  ideniiquemerU  égal  au  second.  Le  résultat  auquel 
on  parvient  est  dit  la  solution  de  Téquatioa  ou  du  problème  qui  y  a 
donné  lieu. 

I  P'.  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  À  UKE  SEULE  INCONNUE. 

43.  On  doit  regarder  comme  un  principe  commun  à  toutes  les 
équations 9  qu'on  peut,  sans  troubler  une  équation^  i""  ajouter  à  ses 
deux  membres,  ou  en  retrancher  un  même  nombre;  ^*  multiplier 
ou  diviser  ses  deux  membres  par  un  même  nombre;  ce  qui  veut  dire 
que^  s'il  y  a  d'abord  égalité  entre  les  deux  membres,  il  y  aura  encore 
^alité  après  les  opérations  dont  on  vient  de  parler. 

Cela  posé  ^  voici  deux  transformations  d'un  usage  continuel  dans 
la  résolution  des  équations  : 

Première  transformation, — Lorsque  les  deux  membres  d'une  éqna- 
tion  sont  des  polynômes  entiers,  il  est  souvent  nécessaire  de  transpo- 
ser certains  termes  d'un  membre  dans  un  autre. 

Boit  l'équation  5a? — 6  =  8  +  ax. 

Pour  dégager  x  de  cette  équation ,  il  faut  tâcher  d'isoler  l'inconnue 
dans  le  premier  membre.  Or,  si  l'on  retranche ,  en  premier  lieu>  ax 
des  deux  membres ,  l'égalité  n'est  pas  troublée  (d'après  le  principe 
précédent) ,  et  Ton  a 

5a: — 6— 2a?==8. 

D'où  Ton  voit  que  le  terme  a  a; ,  qui  était  additif  dans  le  second  œem- 
bre,  devient  soustractif  dans  le  premier. 

En  secohd  lieu ,  si  l'on  ajoute  6  aux  deux  membres ,  l'égalité  n'est 
pas  troublée ,  et  Ton  a 

Sx—6—2X+6^S  +  6, 

ou,  OHume  les  deux  termes  —  6^  -^-6  se  détruisent, 

5x — ax=8H-6. 

Doné  le  terme  qui  était  soustractif  dans  le  premier  membre  passe  dans 
le  second  membre  avec  le  signe  de  l'addition. 

Donc,  en  général^  lorsqu'on  fait  passer  un  terme  d'un  membre  dans 
un  autre,  il  faut  changer  son  signe, 

44.  Seconde  transformation,  —  Souvent  encore ,  les  termes  d'une 
équation  sont  fractionnaires,  et  il  faut  la  ramenée  à  une  autre  qui 
n'aitque  des  termes  entiers.  Soit  l'équation 

.      ar      3  ,  X 

T-4  =  "+5- 


A  tniB  StOLS  IHGOIIlfUe«  M 

RédoisoDS  d'abord  toutes  les  fractions  à  an  même  déaamiiiateur. 
D'après  le  procédé  connu»  il  vient  ^ ^  =  ii  -f-  -— ;  et,  puis- 
qu'on peut  (n®  43)  multiplier  les  deux  membres  par  un  même  nombre, 
multiplions-les  par  60,  ce  qui  revient  évidemment  à  supprimer  le  dé- 
nominateur 60  dans  les. termes  fractionnaires,  et  à  multiplier  chaque 
terme  entier  par  60;  on  obtient 

40a? — 45=66o+ia^- 

Remarquons,  pour  la  pratique  de  cette  opération,  qu'on  peut  pas- 
ser immédiatement  de  l'équation  proposée  à  celle  qu'on  vient  d'obte- 
nir, en  se  dispensant  d'écrire  le  .dénominateur  commun,  et  ayant 
soin  toutefois  de  mulliplier  chacun  des  termes  entiers  par  ce  déno- 
minateur. '  ^ 

Soit,  pour  second  exemple,  l'équation 

Les  dénominateurs  ont  évidemment  des  facteurs  communs,  et  le  plus 
petil  nombre  rmitiple  commun  de  ces  dénomihateurs  est  94.  (Voyez 
Arith.f  39*  édition,  n*"  148).  C'est  donc  à  ce  dénominateur  qp'il  faut 
réduire  toutes  les  fractions. 

Effectuant  cette  opération,  et  omettant  le  dénominateur  commun 
a4,  on  trouve  loar — Sa  j:-r3i2=rai — Sax.  (On  a  eu  soin  de  multi- 
plier le  terme  entier —  1 3  par  34.) 

La  nouvelle  équation  est  exacte,  puisque,  après  avoir  réduit  les 
fractions  au  même  dénominateur,  on  a  multiplié  les  deux  membres 
par  le  même  nombre  24.  . 

Nous  pouvons  déduire  de  là  cette  règle  générale  :  Pour  faire  di^ 
parcutre  les  dénominateurs  d'une  équation,  commencez  par  former  le 
multiple  le  plus  simple  possible  de  tous  lés  dénominateurs.  (Ce  nombre 
est  le  produit  de  tous  les  dénominateurs,  s'ils  n'ont  pas  de  facteurs 
communs]  Multipliez  ensuite  chaque  terme  ^  s'il  est  entier ,  parcemul" 
iiple;  s'il  est  fractionnaire ,  divisez  le  multiple  commun  par  le  déno* 
minateur  de  la  fraction  et  multipliez  son  numérateur  par  le  guotiefU 
obtenu» 

Nous  engageons  les  commençants  à  se  bien  pénétrer  de  la  règle 
que  nous  venons  d'établir,  parée  qu'elle /donne  l'équation  sous  la 
forme  là  plus  simple  possible. 

Soit,  pour  nouvelle  application,  l'équation  littérale 

h  ab  a*  h*         a 

•  ■  ■  . 

Le  multiple  le  plus  simple  de  tous  les  dénominateurs  est  évidemment 
a*6*.  Ainsi,  multiplions  chaque  terme  entier  par  a^h*^  et  le  numéra- 
teur de  chaque  terme  fractionnaire  par  le  quotieût  de  a^b*  divisé  par 


lA'déiiotliiM^p^  «e  terme.  R  vient  ftloM     ' 

45.  appliquons  tes  principes  précédents  à  la  résolution  de  l'é* 
quatiopi  ^        .  ■ 

4a:— 3=ax4-5. 

Elle  devient  d'abord,  par  la  transposition  des  termes  •«r*5t  et  %ff, 

l\x — aa:=5+5,        ou  réduisant,        2X=8. 

8 
Divisant  les  deux  membres  par  a,  on  trouve  enfin    xtc»  <-r  m  4. 

a 
Et  en  effet ,  si  Ton  substitue  4  &  la  place  de  x  dansTéquàtion^  Q 
vient 

4X4— 5  =  aX4  +  5,      ou      i3=i5. 

Soit^  pour  second  exemple,  Féquation  traitée  (n**  44)  ^ 

5a?      4a?  7       i3ar 

Ta"      "3*"^*   "^8         6"* 

Qa  obtient  d'aboixiy  en  ohassant  les  déMimnatéors^  « 

•     '  •«  loâ? — 5îîa?  — 9ia£=2i — »52a?.  -    ' 

Transposons  dans  le  premier  membre  les  iermes  en  a?j  et  dans  le  se- 
ëorid  lés  termes  connus  ;  l'équation  devient 

loa: — 3aa:-|~^3^=2ii+3ia,    ou  en  réduisant^    3oa?s=:33$« 

Divisant  les  deux  membres  par  3o,  on  obtient  a?  s=  -^r-  =  —  >    ^ 

^  5o         10  ' 

sultat  qu'on  vérifierait  en  remplaçant  x  par  cette  valeur  dans  Téqua^ 

tlon  proposée.  ^ 

Soit  encore  Téquation  (3a — x)  [à — 5)+aaa?=46(aJ4-û).  Dfaut 

d'abord  effectuer  les  multiplications  indiquées,  afin  de  réduire  les  deux 

inembres  à  des  polynômes,  et  de  pouvoir  ainsi  dégager  l'inconnue  x. 

Or,  si  Ton  applique  la  r^gle  établie  (n*  17)  pour  la  multipiication  des 

polynômes,  il  vient  5a* — ax — 3aft+Aa;+aar=46aj-|-4^^î  d'où, 
transposant  et  réduisant,  ax — 56a:=r  7 ah — 3  «•.  Observons  maintenant 
que  ax — 36a:  est  la  même  chose  que  [a — 36)ar,  ce  qui  donne  [a — 36)aî 
=7*6*^30*1  Divisant  enfin  les  deux  membres  par  a — Sft,  on  trouve 

7a6  — 3a*  .. 


x  = 


a-^Zb 


En  général,  pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré,  quel- 
que compliquée  qu'elle  soit,  il  faut  :  i^eommencer  par  chasser  les 
dénominateurs,  s'il  y  en  a ^  et  effectuer,  dans  les  deux  memBres  d% 
t équation  f  toutes  les  opérations  algébriques  qui  se  présentent  ;  onpar- 
vient  ainsi  à  une  équation  dont  les  deux  membres  sont  des  polynômes  en* 
ti^sl  2^  transposer  dans  un  même  membre  (c'est  ordinairement  le 


ftmAet)  t&us  lêê  termes  affeetéê  de  PiiKùfmue  >  et  dam  Pâuifè  memire. 
les  termes  connus;  5"  réduire  à  un  seul  tous  les  termes  affectés  de  t.. 
si  l'équation  est  numérique;  et  si  relation  est  algébrique ^  former  de 
tous  ces  termes  un  seul  produit  composé  de  deux  facteurs ,  dont  Ptm 
êoit  X,  et  l'autre  l'ensemble  des  quantités  qui  multiplient  x;  réunies  avec 
leurs  signes  respectifs;  4*  en  fin  j  diviser  les  deux  membres  de  Péqutf^ 
tion  par  le  nombre  ou  le  polynôme  qui  multiplia  V  inconnue ,  et  effets 
tuer  la  division  s'il  est  possible. 

Voici  un  exemple  où  la  règle  prudente  doit  être  ftppliijQée  dftiti 
toutes  ses  parties  :  —  Résoudre  Téquation 

{a  +  b){x-b)     ,_4flft-ft'     ,«  .  2!ii*i 

«ho— *■*«■«■■         II—***—*     «*«■  {jfjl    SCS        «  I   II— — <  MMIM    2J|«V     *l*'     •^■ribaMaadiaéAlU 

a—b  «  +  *  b      .  .        . 

Eu  faisant  d'abord  disparakra  les  dénominateors»  <m  « 

A(a+*)«(«— *)— 5ai(a«— »«)  =  6(a— ft)(4«*— *•)— a*(tf»— »^» 

^[a*—b*){a*—bx); 

etfeçttt»ntlesmultipUcatiQDS  indiquées  j 

.  a^lK0^2ab^x-\'b^x^^a*b*'--^*àài^^-^6^'^BM^b^Ssib*asi 
l^a*b^—ab^ — 4a**-+^***--2a*te+ai'4f+d*-*-d^d**-'0*to+*'a?; 

transposant  et  réduisant , 

4a*  6x  +  aaô'x  —  2Ô'a?  =  4a«i*  -^6a6»  +  a**  +  5a«&  +  a*  ; 
réunissant  en  un  seul  tous  les  termes  affectés  de  o;^ 

*(4a*  +  20»  — 2Ô*)a?t:^4û***— 6rti*  +  2»*+5a**+o*; 

a*  +  5a»«  +  3a»6«— 6ûft'  +  2J* 
donc  enfin,  x=  — ' , ,,  ,  . r .,.      ■■^- , 

expression  qui  ne  peut  se  réduire  à  un  polynôme  entier  (n""  3â). 
46.  Supposons  que  Tpn  ait  à  résoudre  une  équation  telle  que 

5a?  —  2  =  4^?  —  7* 

En  transposant  les  termes  affectés  de  x  dans  le  premier  membre^  et 
les  termes  connus  dans  le  second,  on  trouve. 

3x  —  4^=2  —  7,    ou  réduisant,    — 3?= — 5. 

Pour  interpréter  ce  résultat,  il  suffit  d'observer  qu'on  peut  intervertir 
Tordre  da  litran^osition,  c'est^à-dii^  faire  palaer  au  xïonirairadaiiil 
le  second  membre  les  termes  affectés  de  x;  ce  qui  donne 

7  —  2  =  4iP  —  3ar,    d'dii    5  =  5?,    ou  bien  enfin,    a:  =  5j 

c'est-ik-dire  que  tontes  les  fois  qu'oiti  parvient  à  un  résultat  tel  que 
—  X  =^ —  5 ,  il  n'y  a  qu'à  changer  les  signes  des  deux  membres. 

Cela  revient  évidemment  à  transposer  les  termes  affectés  dé  Tin- 
connue  danis  le  second  membre,  et  les  termes  connus  dans  le  pre*> 
mier^  et  réciproquement.    ' 


àS  PROBLtltSS  DU  PRSMISR  DEGRÉ 

47.  Nous  avons  déjà  dit  que  la  première  paiiie  de  la  résjolution  algé- 
brique d^un  problème  n'est  soumise  à  aucune  règle  bien  fixe.  Tantôt 
l'énoncé  du  problème  fournit  sur-le-champ  Téquation;  tantôt  on  est 
obligé  de  démêler  dans  Ténoncé  les  conditions  qui  sont  de  nature  à  for- 
mer réquation  ;  tantôt^  enfin,  ce  ne  sont  pas  les  conditionselles-mêmès 
de  l'énoncé  qu'il  faut  traduire  algébriquement^  mais  bien  des  condi- 
tions que  l'on  peut  regarder  comme  conséquences  des  premières.  On 
appelle  alors  ceWes-ci  conditions  explicites,  et  celles  qu'on  en  déduit, 
4mditions  implicites.  Cependant  nous  donnerons,  avec  M,  Lacroix, 
un  précepte  dont  l'application  bien  entendue  conduit  toujours  à  Téqua- 
tion.  En  voici  l'énoncé  :  Regarder  le  problème  comme  résolu  y  et  indi^ 
quer  à  l'aide  des  signes  algébriques ,  sur  les  quantités  connues,  repré- 
sentées  soit  par  des  nombres^,  soit  par  des  leltpes,  et  sur  l'inconnue , 
toujours  représentée  par  une  lettre ,  les  mêmes  raisonnements  et  les 
mêmes  opérations  qu'il  fendrait  effectuer  pour  vérifier  la  valeur  de 
l'inconnue  si  cette  valeur  était  donnée. 

On  obtient,  par  ce  moyen,  deux  expressions  algébriques  différentes 
représentant  une  même  quantité,  et  renfermant  le  caractère  de  Fin* 
connue  ;  on  les  égale  entre  elles ,  et  Ton  a  Véquaiion  du  problème. 

Appliquons  ce  précepte  aux  problèmes  suivants  : 

Premier  pi^obleue.  —  Trouver  un.  nombre  dont  la  moitié,  le  tiers 
.  et  le  quart ,  augmentés  de  45 ,  donnent  pour  somme  448. 

^j*      /jf^      fj^ 

Soit  X  le  nombre  cherché  ;  -,  =:,  7 ,  désigneront  la  moitié,  le  tiers 

204 
et  le  quart  de  ce  nombre.  Or  il  faut,  d'après  l'énoncé ,  que  ces  trois 

parties ,  plus  4^ ,  donnent  en  somme  448  \  on  a  donc  pour  l'équation 
du  problème,  ^ 

X     .    X         X 

7  +  3+4+^'  =  ^''^ 

ou ,  retranchant  45  des  deux  membres , 

2       3    '   4       ^ 
Chassant  les  dénominateurs ,  on  trouve 

6a:  +  4a?  +  5iC  =  4836, 

ou  réduisant,        i3a?  =  4836:    donc    a?  =  3— -  =  372. 

Vérification. 

Ç  +  ¥  +  ^  +  /i5  =  186  +  124  +  93  +  45  =448. 

tlette  question  est  du  genre  de  celles  qui ,  en  Arithmétique ,  se 
résolvent  par  la  règle  de  fausse  position;  et  l'on  voit  avec  quelle  faci- 
lité l'Algèbre  fait  connaître  la  réponse  à  la  quesition. 


▲  UNB  SEULB  ISGONNUK.  ^ 

DETJXièMB  PROBLÈME.  —  Quelquuti  engage  un  otwrier  pour  48  jours. 
Chaque  jour  quil  travaille y^  il  reçoit  a4  décimes;  et  à  chaque  jour 
d'oisiveté  y  on  lui  retient  la  décimes  (pour  sa  nourriture)  ;  au  bout  de 
48  jours,  il  reçoit  pour  solde  d.e  son  compte  y  5o4  décimes  [ou 
5o  fr.  40  c.].  —  On  demande  le  nombre  de  jours  de  tra^caU  et  le 
nombre  de  jours  d'oisiveté. 

Si  nous  connaissions  ces  deux  nombres,  en  les  multipliant  rsspee-, 
tivement  par  24  et  12 ,  puis  retranchant  le  dernier  produit  du  pre- 
mier^ on  devrait  trouver  5o4  pour  résultat;  indiquons  ces  opérations 
à  l'aide  de  signes  algébriques.. 

Soit  X  le  nombre  de  jours  de  travail;  48  — oc  représente  alors  le 
nombre  de  jours  d'oisiveté,  ;  24  X  j?  9  ou  a4^'désign6  la  somma  que 
Touvrier  gagne  ;  et  1 2  [48  —  x)  la  somme  qu'on  doit  lui  tetenir  :  on  a 
donc  y  pour  réquatioa  du  problème , 

24^  — 1.2  (48  —  ip)  =  5o4  ; 
effectuant  les  calculs ,      24  a?  —  5764-i2a?  =  5o4; 

réduisant ,  36a?  =  5o4  +  ^7^  =  *  080  ; 

1080 

donc  X  =  -rr^-  =  3o .      . 

^    5o 

et  48  — a?  =  48  — 3o  =  i8. 

Ainsi  l'ouvrier  a  travaillé  pendant  3o  jours  et  s'est  reposé  pendant 
18  jours.  — En  effet ,  pour  3o  jours  de  travail ,  il  aurait  dû  recevoir 
24X3o,  ou  y 20  décimes;  mais  il  s'est  reposé  18  jours,  pour  lesquels 
on  a  dû  lui  retenii/i<j  >^  18 ,  ou  216  décimes.  Or  on  a 

"^/f"'        720  —  2i6==5o4.  '        '   - 

On  peut  généraliser  ce  problème^  en  désignant  par  n  le  nombre 
total  des  jours  tant  de^ travail  que  d'oisiveté^  par  .a  la  somme  que 
l'ouvrier  doit  recevoir  pmu'  chaque  jour  de  travail ,  par  b  la  sonune 
quW  doit  lui  retenir  pour  chaque  jour  d'oisiveté,  enfin  par  c  le  ré- 
sultat du  décompte.  Soit  toujours  x  le  nombre  de  jours  de  travail; 
.n  —  X  exprime  alors  le  nombre  de  jours  d'oisiveté;  donc  ax  et 
b(n  —  x)  désignent  la  somme  que  l'ouvrier  doit  recevoir  et  celle  qu'on 
doit  lui  retenir.  Ainsi  on  a ,  pour  Péquation  du  proUème, 

ax  —  b[n — x]=zc,   . 

ou  ax  —  in  +  *^  =  ^.; 

et  (a'\-b)x  =  €-{-bn'y 

,  c  +  bn 

donc  j?  =  — T-j-; 

a  +  b 

c  +  bn      an-^-bn  —  c  —  bn 
par  suite,  n-^x=^n ^— r  = • r-î r-, 

ou  réduisant ,  n  —  a?  =  — -—=-. 

a-\-  0 

Alg.  B.,iVéd.  ,  U 
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é 

Taoïsifacs  VROBlim.  «^  Un  renat  d  pourêuivi  par  un  lévrier  û  60 
sauts  d'avancée  IL  en  fait  9  pendant  que  le  lévrier  n'en  fait  que  6  ; 
mais  5  sauts  du  lévrier  en  valent  y  du  renard,  —  Combien  le  lévrier 
fm*a't4l  de  sauts  pour  atteindre  le  renard  f 

11  est  clair^  d'après  l'énoncé ,  que  le  cècmin  à  parcourir  par  lé 
lévrier  se  compose  des  60  sauts  d'avance  du  renard ,  plus  du  chemin 
que  celui*ci  parcourt  à  partir  du  moment  où  le  lévrier  se  met  à  sa 
poursuite.  Donc,,si  l*on  pouvait  trouver  les  expressions  de  ces  deux 
chemins  au  moyen  d'une  môme  inoonnue ,  il  s^ait  facile  de  form^ 
Téquation  du  problème. 

Soit  X  le  nombre  de  sauts  faitâ  par  le  lévrier.  Puisque  le  renard 
fait  9  sauts  pendant  que  le  lévrier  en-fait  <6  ^  il  s'ensuit  que  le  renard 

fait  ^  ^  ou  -  sauts^  pend^ant  que  le  lévrier  en  fait  1,  et^  pai^  conséquent, 

qu'il  en  fait  un  nombi*e  exprimé  par  —  pendant  tjue  le  lévrier  en 

fait  un  nombre  marqué  par  a?»  On  pourrait  ctsàit  que ,  poulr  obtenir 

réquation ,  il  suiSit  d'égaler  a?  à  60 -f--^  '  mais,  en  agissant  ainsi , 

on  commettrait  une  erreur  manifeste;  oar  les  sauts  du  lévrier  sont 
plus  grands  que  ceux  du  renard ,  et  Ton  égalerait  alors  des  nombres 
hétérogènes,  c'est-à-dire  des  nombres  rapportés  à  une  unité  diffé- 
rente. Il  faut  donc,  pour*  lever  îa  difficulté,  exprimer  les  sauts  du 
renard  en  sauts  du  lévrier,  ou  réciproquement.  Or,  suivant  l'énoncé, 
3  sauts  du  lévrier  valent  7  sauts  du  renard;  donc  un  saut  du  lévrier 

vaut  -  sauts  du  renard,  et,  par  conséquent,  x  sauts  du  lévrier  en 

^  X 
vaknt  ^  du  renard. 

5      -  '  . 

Donc ,  entin ,  on  a  Téquation        ^  =  60  +  -a? , 

d'où  Ton  déduit,  tout  calcul  fait , 

a?  =  73. 
Ainsi,  le  lévrier  fera  72  sauts  pour  atteindre  le  renard;  pendant 

ce  temps ,  le  renard  en  fera  7a  X  -1  ou  iô8. 

Vérification. 

Les  72  sauts  du  lévrier  valent  "        "  ,  ou  168  sauts  du  renard^  et 

3 

l'on  a  évidemment  168  =  60  -f  108.  -     . 

Les  deux  problèmes  suivants  méritent  toute  l'attention  des  élevée , 

en  ce  qu'ils  offrent  d'excellents  exercices  de  calcul  et  de  raisonnement. 


à  tifl  Mt^B  tirGOIIll«B«  H 

i8i  Qi^ATRiiHÉE  fftottiili»  -^  £/h  pèfê  qui  a  trms  mfantê  atd&rmi 
par  son  testament  que  son  N^  fiùit  partagé  de  la  manière  iïiimnte: 
le  premier  doit  avoir  une  somme  a,  plus  la  n'^*  partie  de  ce  qui 
reste;  —  U  Second  une  somme  aa,  plus  la  n**"**  partie  de  ce  qui  reste 
aphès  qu'on  a  soustrait  la  i  '®  part  et  Oià;  —  le  troisième  enfin  doit  avoir 
une  sommé  Sa,  plus  la  n'^"**  partie  de  ce  qui  reste  après  qu'on  a 
soustrait  tes  deux  premières  parts  et  3  a.  Cela  fait ,  le  bien  est  entiè- 
rement partagé.  ^^  On  demande  sa  valeur,  * 

Désignons  par  x  le  bien  du  père.  Si ,  à  Tc^de  de  celte  quantité,  nous 
pouvions  former  les  expressions  algébriques  des  trois  parts,  nous  re- 
trancherions léuf  somme  du  bien  total  x^  fet  le  testé ,  égalé  à  zéro , 
donnerait  réquation  du  j^roblèim.  Tftùhdus  dono  de  détermioer  suc- 
cdêsiveitienl  ces  trois  parts. 

Pitteque  oii  désigne  le  bic^a  dn  père  ^  a;  -^  et  est  oe  qui  reste  apràs 
QU^on  a  retranché  a  ;  ainsi  Ton  a  poitr  la  part  du  pramief  «n&At  % 

a  -1 ou ,  réduisant  en  fraction ,  — 31 1. , , . . ,  i«  paft". 

Pour  former  la  seeoiide  paM,  il  faut  retrancher  de  x  cette  première 

part  et  aa,  ce  qui  donne  x-^ia 31 ^  ou ,  réduisant  les 

#    .  ■  n 

entiers  en  fraction  et  eâectuant  la  soustraction  indiquée, 

noè — iarÇ — x-^-a 


-^-*- — ^ — ' — = — 4..,.  !«' reate. 


n 

Or  la  seconde  part  se  compose  de  a  a  plus  la  n**^  partie  de  ce 

,  ,  1IM—'^^m^*-9°^a 

ïtate)  on  a  donc  pour  -cette  seconde  part ,  aa  -j j • — , 

n 


ou,  réduisant  Tentier  en  fraction, 

aon* -|- na?  — 5ûn— ;« -f- a 


n* 


. .  •  •  é  a*  part. 


Si  f  otx  retratiohë  de  st  les  detut  preihière»  pfTHfl  ei  3a ,  il  Tiettt 

1      «r         an4-x — a       aan*-|-rw?  —  San — xArd 

n       .  n*  ' 

Oit,  fédttlsaût  M  même  déûoihiââteùr  «I  simi^fianty 

'     n^x  —  Qan^ — awx  +  "4an-|-^  —  ^ 


n« 


. . .  .^  d*  reatei 


I^3«psfftest     5û-i ^-L2 ! . 

ian^  +  n^X'—6an'^~2nJè  +  /iûû  +  !t  —  a 
ou '">  ■  ■ — — 5 !--ï- — !- , , . . ,  3*  part. 


Or^  d'aprèa  Yéaoneéf  le  bien  do  père  se  trouve  entièrement  par** 


^Ê^ 


I 
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tagé.  Donc  5  la  SittéTeiice  entre  x  et  la  somme  des  trois  parts  doit 
étii^  égale  h  zéro;  ce  qui  donne  l'équation 

an^  X  —  a       2an*4-  *w?  —  Zan  —  x-\-a 


n  n' 


5an*  +  n*x  —  Con*  -^  2 rw?  -f-  l^an  -{-  x  —  a  ' 


n» 


EfTectuant  toutes  les  opérations  indiquées ,  on  trouve  enfin 

6an'— ioaw'  +  5aw  —  a a(6n* — lon^-^-Sn  —  1) 

.-    "~       n'  —  3»*  +  5n — 1  n*  —  3n*  +  3n— -1 

On  peiit  obtenir  une  équation  et  un  résultat  plus  simples^  d*après 
ta  remarque  suivante  :  Dire  que  la  part  du  troisième  enfant  se  com- 
pose de  3a ,  plus  la  n^"*^  partie  de  ce  qui  reste ^  et  que  le  bien  est 
alors  entièrement  partagé  9  c'est  dire  que  le  troisième  enfant  n'a  que 
la  somme  3a ,  et  que  le  reste  dont  on  vient  de  parler  estnul. 

Or  on  a  trouvé,  pour  l'expression  de  ce  reste, 

'    n^x — 6an'  —  2nx-\--  ^an-^-x — a 

N  Z . 

Ce  reste  égalé  à  zéro  donne,  abstraction  faite  du  dénominateur, 

n}x  —  6an}  —  anx -\-  /\an -^  x —  a  =  o  ; 
„  ,  6an* — ^an  +  a       a(6n*  —  4«+i) 

d'où  X=  r j-^—   =  -^ r-î i. 

Pour  prouver  l'identité  numérique  de  cette  expression  avec  la  pré- 
cédente, il  sufiiraitde  faire  voir. que  lë^^seconde  provient  de  la  pre^ 
mière  dans  les  deux  termes  de  laquelle  on  aurait  supprimé  un  facteur 
commun.  Or,  si  Ton  applique  aux  deux  polynômes  a(6/i?  —  ion*  -f- 
5n — 1)  et  n* — 3n*4-3n — 1  le  procédé  du  plus  grand  commun 
diviseur  (n®  4i),  on  reconnaît  qoe  n  —  1  est  facteur  commun,  et  en 
divisant  les  deux  termes  de  la  première  expression  pSv  ce  facteur 
commun ,  on  retrouve  la  seconde. 

Ce  problème  est  propre  à  faire  voir  aux  commençants  l'importance 
qu'on  doit  attacher  à  saisir  dans  l'énoncé  d'une  question  toutes  les 
circonstances  qui  peuvent  faciliter  la  formation  de  l'équation;  autre- 
ment on  court  le  risque  de  parvenir  à  des  résultats  piu^  compliqués 
qu'ils  ne  devraient  l'être. 

Les  conditions  qui  ont  servi  à  former  successivement  les  expres- 
sions des  trois  parts,  sont  les  conditions  explicites  du  problème  pro- 
posé; et  la  condition  qui  a  servi  à  déterminer  Téquation  la  plus  simple 
du  problème,  est  une  condition  implicite  qu'un  peu  d'attention  a  suffi 
pour  faire  reconnaître  comme  comprise  dans  l'énoncé. 

Pour  obtenir  les  valeurs  des  trois  parts ,  il  suffirait  de  mettre  pour  x 
sa  valeur  dans  les  expressions  que  l'on  a  obtenues  ci-dessus. 


A  UNS  SEDUS  lÀGONlftE.  53. 

Al-           X                 1   1   i>        1           a(6n*  — 4n+i) 
Appliquons  à  un  exemple  la  formule  x  =  — ^-^ -r- — -.  . 

Soit  a=  10000,    *n^^y 

il  vient  -  .    :  • 

ioooo(6Xa5 — 4X5+i)      ipoooXi3i      i3ioooo -,  ^  w,  ^ 
25 — 10+1  ib  lo 

Vérifions  renoncé  sur  cet  exemple. 
Le  premier  enfant  doit  avoir 

,   8i8>75  —  loooo  ^     ,„  ^. 

10000-1 — -,    ou    34575. 
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Il  reste  donc  8187S  —  24375  ou  57500,  à  partager  enire  les  deqx 
autres  ^enfants. 

_            j  j  .X       .              I  57500  —  .20000  _ 

Le  second  doit  avoir  20000  -j — ,  ou  27500. 

'"      5   ,' 

Il  reste  donc  57500  - —  27500 ,  ou  Soooo ,  pour  le  troisième  enfant. 
Or  3oooo  est  le  triple  de  1 0000  ;  donc  la  solution  est  vérifiée. 

On  peut  donner  de  ce  même  problème  tme  solution  moins  directe, 
mais  plus  simple  et  plus  élégante.  ËHe  est  encore  fondée  sur  cçtte 
remarque,  que  quand  on  a  soustrait .3 a  des  deux  premières  parts-,  Tl 
ne  doit  rien  rester.  ^ 

Désignons  par  r,  r' ,  r",  les  trois  restes  dont  il  est  question  dans 
l'énoncé;  les  expressions  algébriques  des  trois  parts  sont   ' 

a+         î«  +  ~,    3a  +  -". 
n       ^         n  n 

Or,  i**,  d'après  Ténoncé^  onfTi  évidemment  r"  =  o'. 

Ainsi  la  troisième  part  est  3  a. 

r' 
.  i®.  Ce  qui  reste,  lorsqu'on  a  donné  au  second  enfant  a«  H — ,  peut 

être  représenté  par  r' ,  ou  ^ —. 

n  n        , 

D'ailleurs,  ce  reste  forme  aussi  la  troisième  part;  ainsi  l'on  a 

.  [n — \)r'      -  •      ,,  .       ,        3aw 
^  '     =:3û;   d'où    r'  = 


\ 


n  ^      n — 1 

3  €L1fh  5  Ci 

Donc,  la  part  du  second  est  2a  H :n=2aH ' — H, ou, 

n —  1  n — 1  ^  ' 

simplinant, • — * 

^ ' 

n  Lés  deux  pointa  :  employés  ici  marquent  la  division  de  — — -  par  fi 
(f/oy6js(  n"  »). 
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r 
3®.  Ce  qui  reste,  lorsqu^on  p  donné  au  premier  â^f  *^f  ^^  ^^' 

Tl 

T  (tl-—  1  \t 

primé  par  r ou  ^ ^.  D'ailleurs,  ce  reste  doit  représenter  1|^ 

sppiipe  4^3  deux  autres  parts.  On  a  donc 

(n — \\r      „     ,    ^an-\-a       Sun  —  2a 
i L.~5a+  ^ !_s= _-j 

n  n — 1  n —  i 

.,  ,                        San — 2a          n          Son*  —  aan 
d'où  r  = Xn^ w.,^ r— . 

Ainsi ,  1^  première  part  est 

,   San*  —  aan        ^       ,   5ûn  — aa 

5afi  —  aa         an*-|-5an  —  a 

=  a  +  -j j —  =  — T p — . 

On  obtient  donc  enfin  pour  le  bien  total, 

aaw  +  a   ,  an^-]-'5an  —  a 

on,  prenant  n*  —  an  -}-  1  pour  dénominateur  commun , 

5g(n*»-raii4-|)^(aan4^g)(i|W|)4Ta»^4i?qn:g?-g 

n'--ran+  1 

puis,  effectuant  les  c(|lculs  et  réduisant, 

6an*. —  ^an-{ra a(6n*  —  4«  +  *) 

w*  —  an  +  i  (n— 1)*        ' 

résultat  obtenu  ci -dessus. 

Cette  solution  est  d'ailleurs  plus  complète  que  la  précédente,  puis- 
que Ton  a  obtenu  en  même  temps,  et  le  bien  du  père,  et  les  ^npr^s- 
sions  des  trois  parts. 

49.  Cinquième  problèmr.  —  Un  père  ordonne  par  son  testament  qiœ 
Faîne  de  ses  enfants  aura  sur  son  ¥cn  une  somme  a ,  plus  la  n*^^  par- 
tie du  reste  ;  que  le  second  aura  une  somme  2  a ,  plus  la  w***"*  partie  de 
ce  qui  restera  après  qu^on  aura  retranché  la  première  part  e/  2  a;  que 
le  troisième  aura  une  somm^Z^ ,  plus  la  n*^***  partie  du  nouveau  reste; 
et  ainsi  de  suite.  On  suppose  d^ailleurs  que  tous  les  enfç^nts  soient  éga- 
lement partagés.  —  On  demande  le  bien  dut  père  y  la  part  de  ekcucun 
des  enfants ,  et  le  nombre  des  enfants. 

Ce  problème  a  cela  de  remarquable ,  que  son  énoncé  renferme 
plus  dq  fopditions  qu^il  n'en  fout  pour  trouver  les  valeurs  des  in- 
connues. 
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Soit  X  le  bien  du  père,  x — a  exprime  ce  qui  reste  après  qu'on  a 
prélevé  la  somme  a,  Ainsi  la  part  de  Tainé  est 

,,x — a  an-\-x  —  a 

a  -\ ou  ■ !*•  p^rt, 

n  n 

Retranchant  de  x  cette  première  part  et  a  a ,  on  obtient 

an-^x  —  a  nx — 5an — x4-a 

X  —  aa — ' — ■ *    ou ' — , 

»        •  n 

I  *  TIX  —"  3  Ûtl  •"""  X  •"!"  Q 

dont  la  n'*»*  partie  e$t        — — • — i -î— , 

Ainsi  9  la  part  du  second  enfant  est         ; 

,   nx — Zan — x+a  »«tt*  +  waî — Son— <r4-a 

aa  H ; ! —    ou    -. i ■ — ...  a«  part. 

n     '  tr 

On  pourrait  former  de  la  même  manière  les  autres  parts;  mais 
puisqiie  toutes  les  parts  doivent  être  égaies,  il  suffit,  pour  former 
réquation  du  problème^  d'égaler  les  deux  premières  parts ^  ce  qui 
donne  l'équation 

'    ««  +  «-—« aan*  +  tw5  —  Son — x-^a 

^^        n     ~~         '■  n^  '      '    ■       .^ 

d'où  Pon  tire  x  =  arf  —  a<m  +  «•     , 

Substituant  ttetle  valeur  de  x  dans  l'expression  de  la  première 

««  4-«n*— aan  4- «  —  « 
part,  on  trouve  ■ , 

n 

ouréduisant,  _-II — z=zan — a  =  ft(n — i); 

n 

et  comme  toutes  les  parts  doivent  être  égales ,  en  divisant  le  bien  total 
par  la  première,  on  doit  obtenir  pour  quotient  le  nombre  des  enfants  : 

QlP^  g      w    2  (l'JH    -4**  Cl 

ainsi, ^^— ,.ou  n —  i ,  désigne  le  nombre  des  enfants, 

_Bien  du  père...  an*  —  a'fln  +  dou  a{n — i)'; 

Part  de  l'aîné  et  de  chaque  enfant. ,.  û(n — i); 

Nombre  total  des  enfants, ......     n  —  i , 

Il  reste  maintenant  à  savoir  si  les  attires  conditions  du  pr(/hlème 
^nt  satisfaites;  c'p$t-à- dire  si^  loraqn'on  donne  au  second  aa  plus 
la  n*^^^  partie  de  ce  qui  reste,  au  troisième  5«  plus  la  n'^"»*  partie  de 
ce  qui  reste,  . . .,  la  part  de  chaque  entant  est  en  eifel  a{n —  i). 

Or  la  différence  jei^tre  le  bien  du  père  et  la  première  part  étant 
a  (»  —  1  )•  —  a  (n  -r- 1  ) ,  la  part  du  second  doit  être 

aa+  -i *" ' ou  } 
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OU  réduisant, 

«(„_.)+a(n-.)«     ^^  ^,^^    «(«-.)(.+«-.)      ' 

n  n 

ou  bien  enfin,  a{n — •  i),  ^ 

De  même,  la  différence  entre  a(n —  i)*  et  les  deux  premières 
parts,  étant  a{n — i)* — 2a[n —  i),  la  part  du  troisième  doit  être 

.     ;  a(n— i)*— aa(n— i)— 5a  .  -    ii    ^   aa  -t     ^ 

5a  4"  -^ • — ' — ^ ^ 9  expression  qui,  étant  réduite,  de- 

-,     .-  .  . ,       ,     .  tt(n— i)+a(n— i)? 

vient  encore  évidemment  — ^ — — ^ -. 

n 

et,  par  conséquent,  a[n — i). 

En  général ,  on  aurait  pour  la  jd*^*  part , 

.        I    a(n—iY—{p—i)a[n  —  i)—pa 


ou 


n 
pa[n —  \)-\-a[n —  i)* — [p  —  \)a[n — i) 


n 


an— 1  +û(n— 1*  ,.  ,  . 

ou  -^ -^ — ^ ^,    ou  bien    ain — i). 

n 

Donc  définitivement,  toutes  lesconditions  du  problème  sont  remplies. 

i  IL  —  DES  ÉQUATIONS  ET  PROBLÈMES  DU  PREMIER.  DEGRÉ 
A  DEUX  OU  PLUSIEURS  INCONNUES. 

50.  Quoique  plusieurs  questions  résolues  précédemment  renfer- 
massent dans  leur  énoncé  plus  d'une  inconnue ,  nous  sommes  parve- 
nus à  leur  résolution  en  employant  un  seui  caractère.  Cela  tient  à  ce 
que,  d'après  les  conditions  de  Ténoncé,  nous  pouvions  facilement 
exprimer  les  autres  inconnues  au  moyen  de  ce  caractère  ;  mais  il 
n'en  est  pas  de  même  dans  tous  le3  problèmes  où  il  y  a  plus  d'une 
inconnue. 

Pour  savoir  comment  on  doit  s'y  prendre  pour  résoudre  ces  sortes 
de  problèmes,  reprenons  d'abord  quelques-uns  de  ceux  qui'  ont  été 
déjà  résolus  à  l'aide  d'un  seul  caractère. 

^    Trouver  deux  nombres  dont  gn  connaît  la  somme  Aetla  différence  b. 
—  (C'est  le  problème  n*»  4.  ) 

Désignons  les  deux  nombres  chercbés  par  x  et  y;  on  a,  d'après 

renoncé,  les  deux  équations  !      "r  y  —    > 

I  x  —  y  =  b.  '    , 

Or,  en  principe,  si  à  deux  nombres  égaux  A  et  B ,  on  ajoute  respec- 
tivement deux  autres  nombres  égaux  C  et  D ,  les  résultats  A  +  C 
et  B  +  D  sont  égaux;  c'est-à-dire  que,  si  Ton  a  les  équations  A  =  B 
etC  =  D,ilenrésulteA-f  C  =  B  +  D. 
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De  même,  si  de  deux  nombres  égaux  on  retranche  deux  autres  nom- 
bres égaux,  les  restes  sont  encore  égaux-,  c'est-à-dire  que  des  deux 
égalités  A  =  B  et  G  =  D,  on  déduit  encore  A — C  =  B  —  D. 

Appliquons  ce  principe  auîc  deux  équations  du  problème  proposé. 

On  trouve,  en  les  ajoutant *. .     2j;=:a  +  *> 

et  en  retranchant  la  a*  de  la  i'«. .  . . .     2y  =  a  —  b. 

Chacune  de  ces  équations  ne  renfermant  plus  qu'une  seule  incour 

nue,  on  tire  de  la  première,  x  =  , 

et  de  la  seconde  /    .  y  =  —— . 

En  effet,  on  a 

a-^-b       a  —  b 2a a-{-b       a  —  b 26 

2  22^  2  22' 

Soit  encore  repris  le  problème  de  Fouvrier  (n**'47),  en  Qe  considé- 
rant que  rériancé  général. 

Soit  X  le  nombre  de  jours  de  travail  >  et  y  le  nombre  de  jours  d'oi- 
siveté; or  eiby  expriment  respectivement  la  somme  que  Touvrier 
doit  recevoir  pour  les  jours  de  travail,  et  celle  qu'on  doit  lui  retenir 
pour  les  jours, d'oisiveté. 

On  a  donc  les  deux  équations  j  ,  ' 

(  ax-^by  =  c,  \ 

Or  on  sait  (n**  43)  qu'il  est  permis  de  mujfiplier  les  deux  membres 
d'une  équation  par  un  même  nombre,  sansjque  l'égalité  soit  détruite; 
ainsi,  l'on  peut  multiplier  les  deux  membres  de  la  première  équa- 
tion par  by  coefficient  de  y  dans  la  seconde;  et  il  vient  bx-\'by=bn, 
équation  qui,  combinée  avec  la  seconde.  .  *^  .  .  .  .  ax-^by'=^€y 

bn  -f-  c 
donné  par  addition,  bx4-ax:=bn-^c:    d'où.  ...    x  =  — ^7-r . 
.  .  a-f-.o 

Multipliant  de  même  la  première  par  a,  coefficient  dex  dans  la  se- 
conde, on  a aX'^ay  =  an, 

équation  qui;  combinée  avec  la  seconde ax — by  =  Cy 

(Jonne  par  soustraction,  (a  -f  6)  y  =  an  ^  c;  d'où      y  =  — -— . 

,  L'introduction  d'un  caractère  pour  représenter  chacune  des  incon- 
nues dans  les  deux  problèmes  précédents  offre,  jsur  la  solution  qui  a 
été  donnée  précédemment,  l'avantage  de  faire  connaître  les  deux 
nombres  cherchés,  indépendamment  l'un  de  l'autre. 

ÉtmmATioN. 

(5^ -4- 7  y  =  43* 
I 
.    11^  +  9^  =  % 

qu'on  peut  regarder  domme  la  traduction  algébrique  de  Ténoncé  d'un 
problème  à  deux  iffcôhnues. 


N 
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Si,  dans  ces  deux  équations^  Tune  des  inconnues  était  affectée  du 
même  coefficient^  on  pourrait,  par  une  simple  soustraction,  former 
une  nouvelle  équation  qui  ne  contiendrait  pins  que  l'aotre  inoonou^i 
.  et  de  laquelle  on  tirerait  la  valeur  de  cette  inconnue. 

Or^  si  Ton  multiplie  Iqs  deux  membres  do  la  prgmière  équaiîoii  par 
9,  coefficient  de  y  dans  la  seconde^  et  les  (leqx  membres  de  la  aenoonde 
par  7j  coefficient  de  y  dans  h  pmoi^v^f  on  obtient  par  cette  double 

w  V    r                                             »           -   (  45  a?  +  63  î/ =  387, 
multiplication .* \  \  ^^  /J 

^         ■  (  77a;  +  63y  =  483, 

équations  qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  premières^  et  dans 
lesquelles  y  est  affecté  dtt*même  coefficient. 

Retranchons  donc  la  première  de  ces  deux  équations  de  la  tecopd^; 
il  vient  32 ;r  =  96,  d'où  a;  =  3. 

Pareillement^  si  Ton  multiplie  les  d^us  membres  de  la  ppemi^ 

par  11,  coefficient  de  a;  dans  la  seconde,  et  les  deux  membres  de  la 

seconde  par  5^  coefficient  de  œ  dans  la  première^  on  forme  les  deux 

1,     \      r  (  65â?+77y=5fe473, 

nouvelles  équations.  ..., ,  •  (  55^^  45^^545^ 

qui  peuvent  être  substituées  aux-  deux  équations  proposées^  et  dans 
lesquelles  le  coefficient  de  x  est  le  même. 

Retranchant  donc  la  seconde  de  ces  deux  équations  de  la  première, 
on  trouve  32^=128,    d'où    ys¥^4< 

Ainsi,  a?  =  3  et  y  =r  4  ^^^^  l^^  ^^"^  valeurs  de  pp  et  de  y  propres  à 
vérifier  l'énoncé  de  la  question.  En  eflTet,  Ton  a 

^^6x3+7X4=l5  +  î^8î=^43|a^l^X3'f0X4=5?33+36=569• 

L'opération  qui  vient  d'être  exécutée,  et  au  moyen  de  laquelle  on  ob- 
tient les  valeurs  des  inconnues  propres  à  satisfaire  à  des  équations 
données,  est  connue  sous  le  nom  ^'élimination,  parce  qu'e^  eïfet  elle 
^consiste  à  chasser  Tune  des  inconnues  par  des  transformations  per- 
mises que  l'on  exécute  sur  les  équations  proposées. 

La  méthode  précédente  a  beaucoup  d'analogie  avec  la  rédaction 
des  fractions  au  même  dénominateur  ;  aussi  est-elle^  eomme'  mite 
dernière  opération,  susceptible  de  quelques  simplifications. 

SoieAt  pour  nouvel  exemple  les  deux  équations 

8a; — aiy  =  33,   • 
6a? -|~  55^5=2  177. 

Pour  rendre  îes  deux  coefficients  de  y  égaux,  remarquons  que  ai  et 

55  ont  un  facteur  commun  7;  il  suffit  donc  de  multiplier  la  première 

équation  par  5,  et  la  seconde  par  3  \  cè  qui  donne  les  deux  nouvelles 

1     \i  (  40^— io5y=  160, 

équations P  /  ' 

l  i8a?-|- io5y  =  53i, 
équatiQ))^  qui,  ajoutées  entre  elles,  donnent 

58a?  =  696,    d'où    ^;:s:|9. 
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PftWlleïïieut,  les  deux  coefficients  de  x  renferment  le  facteur  com- 
mun %\  ainsi  j  il  guffit,  pour  rendre  ces  deux  coefficients  égaux ,  de 
multiplier  la  première  par  5  et  la  seconde  par  4;  ce  qui  donne 

24ap+-ï4oî/==?^o8. 
Retranchant  la  première  équation  de  la  deuxième,  on  trouve 

2o3y=6o9,      d*où      y  =  5. 

N*  B,  —  n  est  très-important  de  reconnaître  si  les  coefficients  ont 
des  facteurs  communs^  puisque,  danip  ce  caS;  on  9  des  calculs  plus 
simples  à  effectuer. 

Soiçflt  ppuf  troisième  exemple  les  équations 

1-^+^  =  6-»^+^' 

Il  faut  d'abord  faire  disparaître  les  dénominateurs  d^pi^ès  la  règle 
(n*  44}|  et  Ton  obtient  ainsi  les  deux  équations 

,     Sa?  — 4d  +  6y-f  i2J?  =  96  — 9y+|, 

ou  réduisant [**'*+ '^^=  f' ou  bien  [^«t^y-'J'  . 

Multipliant  par  5  là  seconde  équation ,  et  retranchant  du  résultat  la 
première,  on  trouve  a3a:  =  46;  d'où  a:  =  2.  Mais  on  a  d'ailleurs  f^, 

y5=ft5^9«;donq.y==a5-=r9Xa5î!îft  é^ 

&9.  CoQsidéroiis  actudlement  le  cas  de  trois  équations  à  trois  in^* 
cQpuues,  . 

I  $«  — 6y  +  4^=  i5. 

Soient  les  équations.  •  .  .  |  ^f^  -^  4y .«—  3x  ==  19, 

\^x-\-    y  +  6z  =  46. 

Pour  éliminer  z  entre  les  deu5^  premières  équalions,  il  faut  multiplier 
la  première  par  3  et  la  seconde  par  4,  pnis  ajouter  les  deux  résultats 
(puisque  les  coefficients  de  z  sont  de  signes  contraires^  ce  qui  donne 
pour  nouvelle  équation .     43a:  —  22/=  121. 

Multipliant  la  seconde  équation  par  2  l*un  des 
facteurs  du  coefficient  de  z  dans  la  troisième),  et 
ajoutant  le  résultat  avec  la  trcfisième,  on  a  .  .  .     16  j?  -j-  9^  =   84. 

La  question  est  donp  ramepée  à  trouver  d'abord  les  valei^rs  de  ac  et 
de  y,  propres  à  satisfaire  à  ces  nouvelles  éqqation^.  . 

Or,  st  l'op  multiplie  la  première  p^  q,  l^  second©  par  2,  et  qu'on 
ajouteJes  deux  résulljat^i  pq  trqwve 

éA9«»  9S1S7 }   d'où  I^  \m   m^^. 


W 


^ 

w 


60  AmrRES  MÉTHODES  D^ÉLIMIN ÀTIOIT. 

Ou  pourrait;  à  Taide  des  deux  équations  en  a?  et  y,  déternainer  y 
comme  on  a  déterminé  x;  mais  on  parvient  plus  simplement  à  la  va- 
leur de  y,  en  observant  que  la  dernière  de  <îes  deux  équations  devient, 
lorsqu'on  y  met  pour  x  sa  valeur, 

84  —  48 
48  +  93/  =  84,    d'où  l'on  Ure    y  =  -^ — —  =4- 

\ 

De  même,  la  première  des  trois  équations  proposées  devient,  lors- 
qu'on y  remplace  x  etvy  par  leurs  valeurs , 

i5  — 24  +  4z=i5,    d'où   z=^=k 

En  général,  soit  ua  nombre  m  d'équations  à  pareil  nombre  d'in- 
connues. Pour  trouver  les  valeurs  des  inconnues,  combinez  successive- 
nient  une  quelconque  des  équations  avec  chacune  des  (m  —  i  )  atttreSj 
de  manière  à  éliminer  la  même  inconnue.  Vous  obtenez  ainsi  (m  —  i) 
nouvelles  équations  renfermant  (m —  i)  inconnues  sur  lesquelles  vom 
opérez  comme  sur  les  éouations  proposées  ;  c'est-à-dire  que  vottë  élimi- 
nez une  nouvelle  inconnue  en  combinant,  Vune  de  ces  nouvelles  équations 
avec  les  (m  —  a)  autres,  ce  qui  donne  (m  —  2)  équations  renfermant 
(m — 2)  inconnues.  Continuez  cette  suite  d'opérations  jusqu'à  ce  qu  enfin 
vous  parveniez  à  une  seule  équatiori  qui  ne  renferme  plus  qu^une  incon- 
nue, et  de  laquelle  vous  tirerez  facilement  la  vjileur  de  cette  inconnue. 
Après  quoi,  remontant  de  proche  en  proche  jusquà  l'une  des  équations 
proposées,  vous  déterminez  successivement  les  valeurs  des  autres  in- 
connues, 

53.  La  méthode  d'élimination  que  nous  venons  d'exposer  est 
connue  sous  le  nom  de  méthode  par  addition  et  par  soustraction, 
parce  qu'en  effet  on  parvient  à  chasser  les  inconnues  par  des  addi- 
tions et  soustractions ,  après  avoir  toutefois  préparé  les  équations  de 
manière  qu'une  inconnue  soit  affectée  du  même  coefficient  dans  toutes 
les  deux. 

Il  existe  encore  deux  autres  méthodes  principales  d'élimination.  La 
première ,  appelée  méthode  par  substitution ,  consiste  à  tirer  de  l'une 
des  équations  la  valeur  d'une  inconnue,  comme  si  lés  autres  étaient 
déjà  déterminées ,  et  à  substituer  cette  valeur  dans  les  autres  équa- 
tions ,  ce  qui  donne  lieu  à  de  nouvelles  équations  qui  renferment  une 
inconnue  de  moins,  et  sur  lesquelles  op. opère  comme  sur  les  équa- 
tions proposées.   -  /    '. 

La  seconde,  appelée  méthode  par.comparaison ,  consiste  à  tirer  les 
valeurs  d'une  même  inconnue,  de  ^toutes  les  équations,  et  à  égaler 
ces  valeurs  deux  à  deux  ;  ce  qui  donne  nécessairement  -lieu  à  de 
nouvelles  équations  renfermant  une  inconnue  de  moins,  sur  les- 
quelles on  opère  comme  sur  les  équations  proposées. 

Mais  ces  deux  méthodes  ont  un  inconvénient  que  n'offre  pas  la 
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méthode  par  addition  ef  soustraction,  cest  de  donner  lieu  à  de  nou- 
velles équations^  renfermant  des  dénominateurs  qu'il  faut  ensuite 
faire  disparaître.  On  emploie  toutefois  avec  avantage  la  méthode  par 
substitution,  toutes  les  fois  que  l'une  des  inconnues  a  un  coefficient 
égal  à  Tunité  dans  Tune  des  équations^  parce  qu* alors  Tinconvénient 
dont  nous  venons  de  parler  n'a  plus. lieu.  Nous  aurons  quelquefois 
occasion  de  l'employer.  Mais,  en  général,  la  méthode  par  addition 
et  soustraction  est  préférable  ;  elle  présente  d'ailleurs  cet  autre  avan« 
tagc,  que ,  si  les  coeMcients  ne  sont  pas  trop  grands  ,  on- peut  faire 
Taddition  ou  la  soustraction  en  méme^  temps  qua  la  multiplication 
qui  tend  à  rendre  les  coefficients  égaux. 

54.  Il  arrive  souvept  que  les  équations,  proposées  ne  renferment 
pas  toutes  les  inconnues  à  la  fois.  Dans  ce  cas,  ^vec  un  peu  d'adresse, 
l'élimination  se  fait  très-promptement. 

Soient  les  quatre  équations  à  quatre  inconnues  : 

^x  —  3y  +  2Z  =  i5 (i), 

l^u — 2a;  =  3o.  ....'..  (2), 

4y+2Z=i4 (3), 

5y  +  3w==52.  .......  (4)- 

En  jetant  les  yeux  sur  ces  équations ,  on  voit  que  Télimination  dé« 
entre  les  équations  (i)  et  (3)  donnera  une  équation  en  d?  et  y;  et  si 
Ton  élimine  u  entre  leséquations  (2)  et  (4),  on  obtiendra  une  seconde 
équation  entre  a?  et  t/  ;  ces  deux  dernières  inconnues  peuvent  donc 
être  déterminées  aisément.  D'abord,  l'élimination  de  z  entre  (1) 

et  (.3)  donne 7^  —  20?=  1; 

celle  de  w  entre  (2)  et  (4)  donne.  *  ;  .  .  2oy-|-^^^=^^* 

Multiplions  la  première  de  ces  deux  équattons  par  3,  et  ajoutons; 

il  vient 4iy  =  4* 

d'où y=  1 

Substituant  cette  valeur  dans  yy  —  20:=  1 , 
on  trouve a!;=3 

Reportons  la  valeur  de  x  dans  l'équation  (2)  ;  , 
il  en  résulte  4 w  —  6  =  3o;d'oii «=9 

Enfin  y  la  substitution  de  la  valeur  de  y  dans 
l'équation  (3)  donne •  •  •  •    ^==5     ]  ^ 

Nous  proposerons  pour  exercice  les  cinq  équations  suivantes  : 

7a:  —  2z+3w=i7  \       qui  donnent ,  pour  valeurs  des 
4y  —  2Z  -f-    ^  =  11  I  inconnues , 

5y — 3j? — 2W=   8  }   j?  =  2,  y  =  4>  2  =  3,  w  =  5,  f— !• 
—  3  w  -|-  2^  =  9 
3z  +  8w  =  33 

55.  Dans  tout  ce  qui  précède ,  nous  avons  supposé  le  nombre  des 
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équations  égal  du  hombre  des  caractère^  employé»  poui»  désigner  Im 
ÎDconnues.  11  doit  en  être  ainsi  de  tout  problème  à  phlAletm  ificOD- 
nues ,  poiîr  qu'il  soit  déterminé ,  c'est-à-dire  pour  qu'il  n'admette  pas 
une  infinité  de  solutions. 

En  effet ,  supposons ,  par  exemple  $  qu'un  problème  à  deux  inoon^ 
nues  X,  y  conduise  à  Téquation   unique  5x  —  5^s=iâj  on  00 

déduit   '      «p  =  — ^'     .  Or,  si  Ton  fait  successivement      » 

5 

y=zi,    2,    3,    4,    5,    6,, .., 
d  en  résulte  0?  =  3,  y,  y,  j,  -^,    6,..-;    ^ 
et  tous  les  systèmes  de  valeurs 
(ar  =  3,  y=i),    \a)  =  ^,  y=îiU    ^a?=:  y,  y  =  Sj,.. ., 

mis  pour  â:  et  ^  dans  Tëquation ,  y  satisfont  également. 

Si  l'on  avait  deux  équations  à  trois  inconnues^  on  poun*ait  d'abord 
éliminer  Tune  des  inconnues  à  l'aide  des  équations  proposées/et  l'on 
parviendrait  ainsi  à  une  équation  qui,  renfermant  deux  inconnues^ 
pourrait  être  satisfaite  par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  prises 
pour  ces  inconnues;  d'où,  l'on  déduirait  également  une  infinité  de 
valeurs  pour  la  troisième  inconnue.  Donc,  en  général ^  pour  qu'un 
problème  soit  déterminé,  il  faut  que  son  énoncé  renferme  un  nombre 
de  conditions  différentes^  au  moins  égal  à  celui  des  inconnues,  et  que 
ces  conditions  puissent  être  exprimées  chacune  par  une  équation.  Au 
reste,  nous  reviendrons  plus  loin  sur  les  questions  qui  donnent  lieu 
à  un  nombre  d'équations  essentieilement  différenteêy  moindre  que  celui 
des  inconnues. 

56.  Passons  à  la  résolution  de  nouveaux  problèmes  à  deux  ou  un 
plus  grand  nombre  d'inconnues.* 

Sixième  problème.  —  Une  personne  possède  un  capital  de  3o  000  fr. 
qu'elle  fait  valoir  à  un  certain  intérêt  ;  mais  elle  doit  une  somine  dt 
20  000  /y.  do7it  elle  paye  un  certain  intérêt  différent  du  premier  :  rin- 
térêt  quelle  retire. sur  passe  celui  qu'elle  paye  de  Boo  fr.-^Une  seeondt 
personne  possède  35  000  fr.  qu'elle  fait  valoir  au  second  taux  d'inté- 
rêt; mais  elle  doit  une  somme  de  tk^ooo  fr,  dont  elle  paye  riniérèi 
d'après  le  premier  taux;  Vintérêt  qu'elle  retire  surpasse  celui  qu'ellt 
paye  de '^lo  fr.  —  On  demande  les  deux  taux  d'intérêt. 

Sohdion.  —  Soient  xeiy  les  deux  taux  d'intérêt  poub  100  fr.  Pour 
obtenir  l'intérêt  de  Soooo  fr.  au  taux  désigné  par  x^  il  faut  établir  la 

■  30  00007 

proportion  100  '.  x  w  3oooo  : ou  3ooa?. 

100 

On  obtiendra  de  même,  pour  l'intérêt  de  20  000  fr,  au  taux  désigné 
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par  y  y  2.  ou  aooy.  Mais,  d'après  renoncé^  l'excès  du  premier 

intérêt  sur  le  second  est  égal  à  8oo  fr.  On  a  donc  pour  première 
équation  du  problème, 

5oo4î  —  aooy=^8oo. 

^    En  traduisant  algébriquement  la  seconde  condition  du  problème, 
on  parviendrait  à  la  nouvelle  équation 

35oy  —  a4oi?  =  3io. 

Maintenant,  les  deux  membres  dé  la  premiè)*e  équation  étant  divi* 
siblespar  loo,  et  ceux  de  la  seconde  par  lo,  on  peut  remplacer  les 
deux  équations  par  celles-ci  : 

3a? —  ay=  8, 
35y-*-a4a?=3i. 

Pour  éliminer  or,  multiplions  la  première  équation  par  8,  et  ajou-* 
tons  \  il  vient  199  =r  95^     d'où     y  sn  S» 

Remplaçant  y  par  $a  valeur  dans  la  première  équation,  on  trouve 

3a?— 10  =  8,      d'où      ic  =  6. 

Ainsi,  le  4)remier  taux  est  6  p.  ^,  et  le  second  5. 
Eu  effet, 

So  000  fr.  placés  à  6  p.  {  donnent       3oo  X  6    ou    1  800  fr. 

aoooo à  5. .  .  .donnent        aooX5    ou    jooo^ 

et  l'on  at  .  .  .  •      1  800  —^  1  000    «=  800. 

On  vérifierait  de  même  la  seconde  condition. 

57.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  à  une  et  à  plu- 
sieurs inconnues,  sur  le0quels  nous  engageons  les  commençante  à 
s'exercer,  ^ 

Septieue  PROBLàiis.  —  Un  ouvrier  peut  faire  un  certain  ouvrage  eX" 
primé  par  a,  dam  un  temps  exprimé,  par  b;  un  second -ouvrier,  l'ou- 
vrage c  dans  un  temps  d  ;  wri  trçisième,  V ouvragé  e  dans  un  temps  f.  — 
Ondfrnande  quel  iemp$  il  faut  aux  trois  ouvriers^  travaillmt  ensemble, 
pour  faire  l'mtvruge  §1 

Réponse.  tr  =:    ,^  .     'l  .  .  ,  . ^ 

'^      .  -         adf-^bcf-^-bde 

(On  peut  prendre,  pour  fixer  les  idées,  le  mètre  pour  unité  d'ou- 
vrage, et  le  jour  pour  unité  de  temps.) 

Application.  . .  0  =  27'^^''^';  b  =  /^^^r».  c  =  35"*;  rf=6>;  tf=:4o■•,• 
/*=  12^;  gc=z  191* ;  on  doit  trouver  x  =  la'. 

Huitième  PROBiiMB.  —  On  a  de  reau  de  mer  qui  y  sur  3  a  kilogrammes} 
contient  1  kilogr,  de  sel,  —  Combien  faut^il  ajouter  d'eau  douce  à  ces 
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32  kilogr,  pour  que^  sur  32  kilogr,  du  nouveau  mélange,  la  quantité 
de  sel  soit  réduite  à  -de  kilogramme? 

(Rép.  224  k.)     ,. 

^Neuvième  problème.  —  Une  montre  marque  midi.  —  On  demande 
combien  de  fois  les  aiguilles  des  heures  et  des  minutes  se  rencontreront 
depuis  midi  jusquà  minuit  y  et  à  quelle  heure  se  fera  chaque  ren- 
contre, 

(Rép.  Nombre  des  rencontres^  n  }  1"  rencontre,  à  i^5*"  11^  J  2"  ren- 

^contre,  à  2*  lo"*  -^;  5*,  à  3*  16*  ^V >  10%  â  io*54*  ir;   ^1%  à 

minuit,) 

Dixième  problème.  —  Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres.  La 
somme  des  chiffres  est  11;  le  chiffre  des  unités  est  double  de  celui  des 
centaines  ;  et  quand  on  ajoute  297  à  ce  nombre^  on  obtient  une  somme 
qui  est  le  nombre  renversé.  —  Quel  est  le  nombre  qui  jouit  de  cette  pro- 
priété? .  .  .  (Rép.  326.) 

Onzième  problème.  —  Une  personne  qui  possède  100  000  /r.  les  fait 
valoir,  une  partie  à  5  pour  %  et  l'autre  partie  à  4  pour^,  elle  retire 
pour  le  tout  4  640  fr,  dHntérêt,  —  On  demande  les  deux  parties  , . . 
(Rép.  64  000' et  36  000'.) 

Douzième  problème. —  Une  personne  possède  un  certain  capital  qu^elle 
fait  valoir  à  un  certain  intérêt.  Une  autre  personne  qui  poèsède  1  o  000  fr. 
de  plus  que  la  première,  et  qui  fait  valoir  son  bien  de  1  pow  %  plus 
avantageusement  qu^ elle,  si  un  revenu  plus  grandie  800  fr.  Une  troi- 
sième personne  qui  possède  i5  000  fr.  de  plus  que  la  première,  et  qui 
fait  valoir  son  bien  de  2  pour  ^  plus  avantageusement  qu^elle,  a  un  re- 
venu plus  grand  de  1  5oo  fr.  —  On  demaiide  les  biens  des  trois  per- 
sonnes et  les  trois  taux  d'intérêt, 

(Sommes  placées       3o  060',  40  000',  '  45  000% 

Taux  d'intérêt. .  4,  5,  6.) 

I  m.  —  PROBLÈMES  OUI  DONNENT  LIEU  A  DES  RÉSULTATS  t^tGATIFS.  — 

THÉORIE  DES  QUANTITÉS  NÉGATIVES. 

58.  L'emploi  des  signes  algébriques  pour  résoutire  les  problèmes 
donne  souvent  lieu  à  des  circopstances  singulières  qui  embarrassent 
au  premier  abord  ;  mais  en  y  réfléchissant,  on  parvient  à  les  expli- 
quer, et  même  à  en^  tirer  parti  pour  généraliser  encore  davantage 
la  langue  algébrique. 

Proposons-nous  cette  première  question  :  Trouver  un  nombre  qui, 
ajouté  au  nombre  h,  donne  pour  somme  le  nombre  a. 

Solution.  —  Soit  x  le  nombre  cherché;  on  a  évidemment  pour 
équation, 

b^x==,a,      d'où      x  =  a — b. 
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Cette  expression  ou  formule  ÛonnevB.  la  valeur  de  x,  dans  tous  les 
cas  particuliers  du  problème  proposé. 

Soit,  par  exemple^  a=zli^y,  b  =  29;  il  vient  a?  =  47  —  29=  18.  ' 

Soit  encore  a  =  24,  &==  3i  ;  il  vient  a?  =  24  —  3i. 

Comftie  3i  est  égal  à  24  4"  7  >  cette  expression  de  œ  peut' se  mettre 
sous  la  forme  a?  =  24  —  24  —  7>  ou  réduisant,  x  =  —  7.  Cette  va- 
leur obtenue  pour  œ  est  ce  qu'on  appelle  une  solution  négative.  Mais 
comment  rinterprétejc? 

En  remontant  à  l'énoncé  du  problème,  on  voit  quMl  est  impossible 
queSi  augmenté  d'un  autre  nombre  donne  pour  somme  24,  nombre 
plus  petit  que  3 1 .  Ainsi  ^  aucun  nombre  ne  peut  vérifier  Ténoncé  dans  . 
ce  cas  particulier.  Cependant  si,  dans  l'équation  du  problème, 
3i  -f"  ^= 24j  on  met  à  la  place  du  terme  +  ^  1^  valeur  négative — 7, 
il  vient  3i  — 7  =  24 ,  équation  exacte,  qui  veut  dire  qufe  le  nombre 
3i  diminué  de  7  donne  pour  différence  24. 

La  solution  négative,  j?= — 7,  indique  donc  Fimpossibilité  de  sa- 
tisfaire à  l'énoncé  du  problème ^ans  le  sens  où  il  a  été  établi;  mais  en 
considérant  cette  solution  indépendamment  de  son  signe,  c'est-à-dire 
supposant  ^=7,  on  voit  qu'elle  satisfait  à  l'énoncé  modifié  ainsi  : 
Trouver  un  nombre  qui,  retranché  de  5i,  donne  pour  différence  24, 
énoncé  qui  diffère  du  premier.  Trouver  un  nombre  qui,  ajouté  à  3i , 
donne  pour  somme  24,  èh  ce  point  seulement ,  que  le  mot  ajouàer  se 
trouve  remplacé  par  le  mot  retrancher  ^  et  le  mot  somme  par  le  mot 
différence.  • 

Si  Ton  veut  résoudre  la  nouvelle  question  directement,  il  n'y  a 
qu'à  poser  l'équation 

3i — a?=24;    d*où    3i  —  2^=x,    ou    x=y. 

Soit  encore  proposé  ce  problème  ;  Un  père  a  un  nombre  a  d'an- 
nées; soïLfils  en  a  un  nombre  b.  — ^On  demande  dans  combien  d'an-- 
nées  l'âge  du  fils  sera  le  quart  de  celui  du  père. 

-    Solution. 

Désignons  par  x  le  nombre  d'années  cherché;^  a-^-x  et  b-^x 
expriment  respectivement  les  âges  du  père  et  du  fils  au  bout  de  ce 

nombre  d'années  ;  ainsi ,  Ton  a  l'équation  b-{'X=  — - —  ; 

a  ou  x=  — - — . 

3 

5^ 36 

Supposons  a=54,  b^=9i  il  vient  a?  =  — - — =6« 

En  effet,  le  père  ayant  actuellement  54  ans  et  le  fift;  9,  dans  6  ans 
le  père  aura  60  ans  et  son  fils  i5  ;  or  iS^est  égal  au  quart  de  60;  donc 
x=6  satisfait  à  l'énoncé.  , 

Alg.  B.,  !!•  éd.  6 
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Actuellement,  supposons  «  =  45,  6=  j5;  il  vient  iç=  — = — -• 

On  réduit  cette  expression  k  x^=  —  5,  en  effectuant  autant  que 
possible  la  soustraction  indiquée  par  45— 6o,  ce  qui  donne  — 15, 
et  divisant  — 15  par  5,  d'après  la  règle  établie  (n*  25)  pour  la  divi- 
sion algébrique.  Mais  comment   interpréter   la   solution  négative 

Remontons  à  Téquation  du  problème,  qui,  dans  le  cas  particulier 

^  que  nous  considérons,  est  i5  +  ^= — ? — .  Elle renfemie une con- 

4 

tradiction  manifeste  :  car  le  second  membre  revient  à  — -  +  -7  5  ®^  <*^- 

4       4 

cune  de  ces  deux  parties  est  plus  petite  que  chacune  des  deux  parties 
du  pi'emier  membre.  Mais  si  Ton  remplace  dans  l'équation^  +a?  par 

— 5>  il  vient  i5  —  5  =  — - — ,  ou  10  =  ^,  équation  exacte,  qui 

veut  dire  que  si,  au  lieu  d'ajouter  un  certain  nombre  d'années  aux 
.  deux  âges,  on  en  retranche  5  ans,  l'âge  du  fils  sera  le  quart  de  celui 
du  père.  Ainsi,  la  solution  que  Ton  vient  de  trouver,  étant  considérée 
indépendamment  de  son  signe,  satisfait  à  ce^nouvel  énoncé  :  Un  père  a 
45  ans,  son  fils  en  a  i5.  —  On  demande  à  quelle  époque  l'âge  du  fils 
a  été  le  quart  de  celui  du  père. 

"  A5"~— "ic 

L'équation  de  ce  nouvel  énoncé  serait  i5 — a?  =  — ; — ,  d'où  l'on 

4 

tirerait  60 — 4^=45 — oc,  et  œ=-5. 

On  voit  en  effet,  pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  l'énoncé  du  pro- 

blèine ,  que  te  rapport  de  l'âge  du  fils  à  celui  du  père  étant  actuelle- 

i5         1 

ment  -  -,  ou  -,. l'âge  du  fils  ne  peut  plus  devenir  le  quart  de  celui 

du  père;  mais  il  Ta  été  précédemment,  piffce  que,  comme  on  l'a 
prouvé  (n"*  6)  d'une  manière  générale,  si  Ton  ajoute  aux  deux  termes 
d'une  fraction  un  même  nombre,  la  fraction  augmente  toujours  de 
valeur.  Au  contraire,  elle  dlnûaue  de  valeur  quand  on  i^etranche  un 
même  nombre  de  chacun  de  ses  deux  termes.  ^ 

59.  En  nous  laissant  conduire  par  l'analogie,  nous  pouvons  établir 
ce  principe  général  : 

1^,  Toute  valeur  négative  trouvée  pour  r inconnue  d'un  problème  du 
premier  degré  indique  un  vice  dms  le  sens  des  conditions  de  dénoncé  y 
ou  y  du  moins,  dans  l'équation  qui  en  est  la  traduction  algébrique. 
.    (  Voyez  la  remarque  du  n*  60.) 

2".  Cette  valeur,  abstraction  faite  de  son  signé,  peut  être  regardée 
comme  la  réponse  à  un  problème  dont  Vémmcé  tue  diffère  de  ceiud  du 
problème  proposé  qu'en  ce  qiète  certaines  fwantùés^  d'addUioes  qu'elles 
étaient ,  sont  devenues  soustractives ,  et  réciproquement* 
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'  Dénumstration.^^l^T^Tei^àève  parti«  de  ce  prmeipe  est  facile  à 
démontrer.  En  effet,  si  l'on  trouve  pour  x  une  valeur  négative,  cela 
provient  nécessaipement  de  ce  que,  par  la  nature  même  de  Téquation 
établie,  on  a  été  conduit  à  soustraire  un  nombre  plus  grand  d'un 
nombre  plus  petit ,  opération  inesÊcutable,  C'est  ainsi  qijie  les  valeurs 
X  = — 7 ,  a? = — 5,  sont  provenues  (n*  58)  des  équations  a?  =  24 — 3 1 , 

a?=-i---- — ,  Or.  si  aucuû  nombre  absolu,  (*)  mis  pour  a?  ne  peut 

vérifier  Véqttation  à  laquelle  oh  est  parvenu  en  exécutant  sur  celle  du 
problème  lestransformatioiis  indiquées  (n°'  43,  44),  il  faut  que  cette 
première  équation  ne  puisse  elle-même  être  vérifiée  dans  le  sens  où 
elle  a  été  formée;  car  l'exactitude  de  ces  transformations  est  bien, 
constatée  pour  toute  équation  susceptible  d'être  vérifiée  par  un 
nombre  absolu  qu'on  y  mettrait  pour  l'inconnue. 

Souvent ,  l'impossibilité  de  résoudre  la  question  ou  l'équation,  dans 
le  sens  où  elle  a  été  étaUie,  est  évidente  à  la  seule  inspection, 'soit 
de  l'énoncé,  uAi  de  l'équation  :  les  deux  problèmes  précédents  en 
sont  des  exemples.  D'autres  fois,  cette  impossibHité  est  difficile  à  dé- 
couvrir; mais  la  suite  des  calculs  finit  toujours  par  la  mettre  dans  tout 
son  jour. 

Passons  à  la  seconde  partie  du  principe. 

.Observons  d'abocd  que  si,  dans  l'équation,  l'on  cemplace  œ  par 
— X,  tous  les  termes  renfermant  Xj  s'ils  sont  additifs,  deviendront 
sousii^actifs ,  et  réciproquement;  car  si  l'on  a,  par  exemple,  le  terme 
+^,  en  mettant  — x  à  la  place  de  a?,  il  deviendra  -f«X — x,  ou 
— ax.  Denaéme,  si  l'on  aie  tenne  — bx^  il  deviendra  —  bx — ;r, 
ou  ^bx.  Ainsi ,  ^a  traduisant  en  langage  ordinaire  la  nouvelle  équa- 
tion ,  on  aura  nécessairement  un  nouyd  énoncé  qui  ne  différera  du 
premier  qu'en  ce  que  certaines  quantités,  d'âdditives  qu'dies  étaient, 
seronlt  devenues  soustractives ,  et  réciproquement.  ,  ^ 

Il  reste  à  faire  voir  maintenant  que  la  substitution  de  —  x  à  la 
place  de  x  dans  l'équation  donne  lieu  qu  résultat  x  =p ,  si  Ton  avait 
d'abord  obtenu  x= — />  [p  est  ici  regardé  comme  un  nombre  absolu). 

Or,  quelle  que  soit  l'équation  primitive  du  proMème,  on  peut 

iouioxxvs  ^  par  des  transformations  c^owwwe^ ,  la  supposer  ramenée  à 

la  fornie  ax= — i  (a  et  6  étant  des  nombres  absolus), 

—  b  h 

De  cette  équation  Ton  tire  x^=^ ,  ou  x=—  -,  ou  bien,  enfin, 

b  ' 
ap = — p,  p  exprimant  le  nombre  absolu  —,  Mais  si  l'on  met  —  xk  la 

a  • 

place  de  x  dans  l'équation  pri/nitive ,  on  parviendra^  en  opérant  sur  la 


■MWOT^ 


(*)  On  appelle  nombre  absolu  tout  nombre  considéré  indépendamment  da  si^ne* 
de  raddiUon  ou  de  la  soustraction. 
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nouvelle  équation  comme  3ur  la  première,  à  Féquation  — ax=.  —  b; 

dou  x= ,  oua?=-,  ouenfin,  »a?  =  ». 

Ce  qu'il  fallait  démontrer  (*).  • 

On  voit ,  parce  qui  précède,  de  quelle  manière  on  doit  interpréter 
les  solutions  négatives.  Elles  peuvent  être  regardéçs,  abstraction  faite 
de  leur  signe ,  comme  des  réponses ,  non  aux  questions  telles  qu'elles 
ont  été  établies,  mais  à  des  questions  def  même  nature,  dont  cer- 
taines conditions  ont  été  modifiées;  et,  pour  obtenir  le  nouvel 
énoncé,  le  moyen  le  plus  sûr  est  de  remonter  à  l'équation  du  pro- 
blème, d'y  changer  \en  — x,  puis  de  traduire  en  langage  ordinaire  la 
nouvelle  équation,  [Voyez  leii"  71  pour  la  démonstration  du  même 
principe ,  dans  les  équations  du  premier  degré  à  plusieurs  inconnues.) 

60.  Remarque»  —  Le  principe  qu'on  vient  d'établir  n^est  rigoureu- 
sement vrai  que  pour  les  équations ,  et  il  ne  Test  pas  toujours  pour 
les  énoncés  des  problèmes  ;  c'est-à-dire  que  tel  problème  peut  avoir 
un  énoncé  exact,  lors  même  qu'en  résolvant  Téquation  établie  ou 
parvient  à  une  valeur  négative.  Gela  tient  à  ce  que  Talgébriste ,  dans 
l'application  de  $es  méthodes  à  ta  .résolution  d'un  problème ,  prend 
souvent  certaines  conditions  dans  un  sens  opposé  à  celui  où  elles 
devraient  être  prises;  et,  dans  ôe  cas,  la  solution  négative  qu'il 
obtient  redresse  le  point  de  vue  sous  lequel  il  a  envisagé  ces  condi- 
tions. Ainsi,  l'équation  est  vicieuse ,  quoique  le  problème  soit  suscep- 
tible d'être  résolu  ;  et  ce  n'est  que  lorsque  l'équation  est  la  traduction 
fidèle  de  l'énoncé  et  du  sens>  de  toutes  ses  conditions,  que  le  prin- 
cipe est  applicable  aux  énoncés.  Nous  en  verrons  des  exemples  par 
la  suite  ;  mais  c'est  principalement  dans  les  applications  de  TÂlgèbre 
aux  questions  de  Géométrie  que  le  principe  est  applicable  aux  équa- 
tions plus  qu'aux  énoncés  eux-mêmes. 

Au  reste ,  pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  démonstration  qui  en  a 
été  donnée ,  on  verra  que  les  raisonnements  portent  plutôt  sur  les 
équations  que  sur  les  énoncés  dont  ces  équations  sont  regardées 
comme  la  traduction  algébrique.  ^ 

61.  Dans  la  démonstration  précédente,  on  a  été  conduit  à  multi- 
plier-}-a  par  —  X  j  à  diviser  —  b  par  +  a,  — b  par  —  a;  et  l'on  est 
parvenu  aux  résultats  en  appliquant  aux  monômes  les  règles  des  signes 
établies  pout*  la  multiplication  et  la  division  des  polynômes.  Il  peut 
paraître ,  au  premier  abord ,  nécessaire  de  démontrer  ces  règles  par 
rapport  aux  monômes  isolés;  et  c'est  en  effet  ce  que  font  presque 


(*)  L'énoncé  da  principe  précédent  et  une  partie  de  la' démonstration  sont 
extraits  de  Touvrage  idtitulé  :  Réflexions  sur  la  métaphysiqite  du  CcUcul  infini- 
tésimal, seconde  édition,  par  Garnot. 
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tous  les  ailteurs.  Mais  les  dérnionstrations  qu'ils  en  donnent  n'ont 
que  Tapparence  de  l'exactitude ,  ou  laissent  beaucoup  de  vague  dans 
Tesprit.  Nous  dirons  donc  que  VOn  a  étendu  aux  quantités  monôm&s 
les  règhs  des  signes  établies  et  démontrées  pour  les-  polynômes^  afin  de 
donner  une  interprétation  aux  résultats  singuliers  que  fournit  l  Algèbre, 
En  n'admettant  point  cette  extension^  on  se  priverjxit  d*un  des  princi- 
paux avantages  de  la  langue  algébrique ^  lequel  consiste  à  embrasser  dans 
une  seule  et  même  formule  les  solutions  de  plusieurs  questions  de  même 
nature ,  mais  dont  les  énoncés  différât  par  le  sens  de  certaines  condi- 
tions ^  c'est^â-dire  en  ce  que  certaines  quantités  sont  additives  dans  les 
uns  et  soustractives  dans  les  autres ,  et  réciproquement,  ' 

L'extension  aux  quantités  monômes ,  des  règles  établies  pour  les 
polynômes ,  peut  toutefois  être  motivée  par  les  considérations  sui- 
vantes: 

La  démonstration  exposée  n**  17,  pour  la  multiplication  d'un  bi- 
nôme a -^6  par  un  binôme  c  —  rf  ,  suppose  évidemment  a>  ô  et 
c  >  rf.  Si  le  contraire  a  lieu ,  ces  raisonnements  n'offrent  plus  à 
l'esprit  aucun  sens  rigoureux  ;  et  cependant  la  règle  des  signes  une 
fois  établie^  on  ne  songe  pas  à  la  révoquer  en  doute,  quels  que  soient 
les  rapports  de  grandeur  de  a,  ^,  e,  c?. 

Cela  posé ,  le  produit  de  a  —  b  par  c  étant  ac  —  bCy  il  s'ensuit  que' 
le  produit  d'une  expression  négative  a  —  b(a  étant  <  b)  par  une 
quantité  positive  c  est  négative,  \ 

'  De  même ,  le  produit  de  b  par  c  —  d  étant  bc  —  ôrf ,  il  eii  résulte 
que  le  produit  d'une  quantité  positive  b  par  une  expression  négative 
c  —  à[c  étant  <  4)  ^st  négatif. 

Enfin,  le  produit  de  «  —  b  par  c  —  d  étant,  comme  on  Ta  dit, 
ac  —  bc  —  ad-^-bd  y  expresi^on  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
bd  —  ad  —  bc'\-acy  ou  d(b  —  a)  —  c(ô.— a),  si  Ton  suppose 
rf>c,et6>a  ou  b  —  a  positif ,  il  en  résulte  nécessairement 
d{b —  a)  >  c{b  —^ a),  et  par  conséquent,  d[b  —  a)  —  c[b  —  a) ,  po- 
sitif. Donc  le  produit  d'une  expressiort  négative  a  —  b  par  une  ex-; 
pression  négative  c  —  d[a  étant  <ib  eic  <^d)  est  positif. 

C'est  d'ailleurs  là  ce  qui  constitue  l'un  des  caractères  distinctifs  de 
l'Algèbre.  En  Arithmétique  comme  en  Géométrie ,  les  raisonnements 
portent  toujours  sur  des  êtres  réels  que  l'esprit  peut  saisir,  tandiis 
qu'en  Algèbre  on  raisonne  et  l'on  opère  le  plus  souvent  sur  des  êtres 
imaginaires  y  ou  sur  des  symboles  présentant  des  opérations  inexé- 
cutables ;  mais  l'exactitude  des  résultais  qu'on  obtient  pay»  ce  moyen , 
et  auxquels  on  parviendrait  également  par  des  procédés  plus  rigou- 
reux ,  mais  beaucoup  plus  longs ,  justifie  suflBsamment  la  marche 
qu'on  a  suivie. 

62.  Comme  les  règles  des  signes,  relatives  au  monômes,  sont  d'un 
usage  continuel  en  Algèbre,  il  est  à  propos  d'en  présenter  ici  l'en- 
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semble.  D'ailleurs^  nous  en. verrons  dériver  de  nouveUe»  expressiiMis 
propres  au  langage  algébrique. 

Commençons  par  l'addition  et  la  soustraction» 

Pour  ajouter +  *  ou — *  avec  une  quantité  exprimée  par  a,  il 
faut  écrire  a-\-b  oua  —  b^  c'est-à-dire  écrire  les  deux  monômes  Vun 
à  la  suite  de  Vautre  avec  leurs  signes  respectifs,  [Voyez  n°  43.) 

Poiir  soustraire  ^b  oxx  —  6  de  a,  il  faut  écrire  a  —  ô  ou  a  -4-  6 , 
c'est-âhdirechanger  le  signe  du  monôme  à  soustraire,  et  l'écrire 
avec  son  nouveau  signe  à  la"  suite  de  celui  dont  il  faut  soustraire. 
[Voyez  n""  iL) 

Quant  à  la  multiplication  6t  à  la  division 

+  aX  +  *oa— -ax — 6  donne  potttprodoit-hô*  )     /«.-x 
— aX  +  *oa4-«X — è  donne  pour  produit  —  aft  |    l'^*  *  /• 


a 


(n*»-  25). 


+  «  :  +Jou  — a  :  —  b  donne  pour  quotient  +  t 

— a  :  ^boa-^-a  :  —  i  donne  pour  quotient —  - 

Ces  règles  donnent  lieu  à  quelques  remarques  importantes  : 
i".  En  Algèbre,  le  mot  ajouter  et  le  mot  somme  ne  doivent  pas 
toujours,  comme  en  Arithmétique^  entraîner  avec  eux  l'idée  d'aug- 
mentation; car  le  résultat  «  —  b,  de  Taddition  de  — *  avec  «,  est,  à 
proprement  parler,  une  différence  entre  le  nombre  d'unités  exprimé 
par  a  et  le  nombre  d'unités  exprimé  par  6;  par  conséquent,  ce  ré- 
sultat est  moindre  que  a.  Pour  distinguer  cette  espèce  de  somme 
d'une  somme  arithmétique,  on  lui  donne  le  nom  de  somme  algé- 
brique. Ainsi ,  un  polynôme  tel  que 

est  une  somme  algébrique,  en  tant  qu'on  le  regarde  conune  le  résul- 
tat de  la  réunion  des  monômes  2  a^, —  3  a*  ô,  -|-  5  aie ,  —  a  a*  c  ,  avec 
leurs  signes  respectifs;  et  son  acception  propre  est  la  différence 
arithmétique  entre  la  somme  des  unités  contenues  dans  les  termes 
additifs  et  la  somme  des  unités  ccHitenues  dans  les  termes  sous- 
tractifs.      ; 

Il  résulte  de  là  qu'une  somme  algébrique  peut,  dans  les  applica- 
tions, se  réduire  à  un  nombre,  positif  on  négatif  y  moindre  en  va- 
leur absolue  que  chacun  des  nombres  qui  constituent  cette  somme. 

a<»  Le  mot  soustraire  et  le  mot  différence  n'offrent  pas  toujours  l'idée 
de  diminution;  car  la  différence  entre  -f-  a  et  —  b  étant  a  +  ^ ,  sur- 
passe le  nombre  a;  c'est  une  différence  algébrique,  parce  que  le  ré^ 
sultat  peut  être  mis  sous  la  forme  a  —  (  —  A). 

Au  moyen  de  ces  dénominations,  les  valeurs  négatives  peuvent 
être  regardées  comme  des  réponses' aux  questions.  Par  exemple. 
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dans  réquation  3i+^===a4>  1^^  résultai  a;  3= — 7  iadique  qu'il 
faut  ajouter  —  7  à  3i  pojiir  obtenir  a4  ;  et  en  efifet ,  3i  +  (  —  7),  ou 
3i  —  7,  est  égal  à  24. 

Pareillement,    dans   Péquatîon   ï5  +  a?=      y^-   ,  le  résultat 

x  =  —  5  indique  qu'il  faut  ajouter — 5  aux  deux  âges,  pou^  que 
l'âge  du  fils  soit  le  quart  de  celui  du  père*  En  effet,  on  a 

i5+{ — 5}    ou    i5  —  5  =  10,   ' 
45  +  (— 5)    ou    45-^5  =  40. 

63^  La  hécessité  d'employer  les  expressions  négatives  dans  Içs  cal- 
culs algébriques,  et  de  les  soumettre  aux  mêries  opérations  que  les 
quantités  absolues ,  a  conduit  les  algébrîstes  à  deux  autres  proposi- 
tions qui  seront  par  la  suite  d'un  usage  très-fréquent.  En  voici  l'é- 
noncé :  Toute  quantité  négative  —  a  est  plus  petite  que  o  ;  et  de  deux 
quantités  négatives  ,  la  plus  petite  est  celle  dont  la  valeur  absolue  esf 
la  plus  grande. 

Ainsi,  a  étant  numériquement  plus  grand  que  6,  on  a 

— a<o    et    — a<  —  b. 

Pour  nous  rendre  compte  de  ces  deux  propositions,  observons 
qu'en  général,  si  d'un  même  nombre  on  retranche  une  suite  de  nom- 
bres de  plus  en  plus  grands,  les  restes  doivent  être  de  plus  en  plus 
petits.  Cela  posé,  prenons  au  hasard  un  nombre  entier,  6  par  exem- 
ple ,  et  de  ce  nombre  retranchons  successivement  1,  2 ,  5 ,  4  >  ^  ? 
^9  79  ^f  9f  "}  on  trouve,  en' écrivant  les  différences  sur  une 
même  ligne, 

6--i,6--2,6  — 5,6  — 4,6— 5,6— 6,6  —  7,6— 8,  6  —  9, 

ou  réduisant, 

« 

5,        4,        5,        2,         1,        0,        —1,  —2,    —3. 

D'où  Ton  voit  que  —  1  doit  être  regardé  comme  plus  petit  que  0, 
puisque  celui-ci  exprime  l'excès  de  6  sur  lui-même,  tandis  que  —  1 
exprime  l'excès  de  6  sur  un  nombre  plus  grand. 

Par  la  même  raison,  — *  1  est  plus  grand  que  —  2,  — 3  est  plus 
grand  que  —  4:?  quoique  les  valeurs  numériques  des^  premières  ex- 
pressions soient  moindres  que  celles  des  dernières. 

Autrement,  —  Dès  que,  pour  interpréter  tous  les  résultats  singu- 
liers que  fournit  la  résolution  algébrique  d^une  question ,  Ton  est  con- 
venu de  considérer  les  expressions  négatives  comme  des  quantités, 
il  faut  qu'en  les  soumettant  aux  mêmes  opérations  que.  les  nombres 
absolus,  on  puisse  parvenir  à  des  résultats  exacts.  Or  on  peut  re- 
garder comme  un  axiome,  que,  si  un  nombre  a  est  plus  grand  qu'un 
autre  b ,  et  que  l'on  ajoute  à  chacun  un  même  nombre  d ,  le  premier 
résultat  ^a-^-d,  est  pjus  grand jjue  le  second,  6  4-  d. 
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Cela  posé,  en  admettant  les  inégalités  o> — a,  et. 

—  a>  —  [a'\-m)[aeim  sont  ici  des  nombres  absolus],  si  Ton  ajouté 
aux  deux  membres  de  chacune  d'elles  a-^m^on  trouve  a-]^  m>  m 
et  m  >  o,  ce  qui  est  exact.  Au  contraire,  si  Ton  posait  o  <  —  a  et 

—  a  <  —  [a-\-m)y  il  en  résulterait  a  +  w  < m  et  m<o,  ce  qui 
seraiti^bsurde. 

En  général,  on  doit  admettre  les  deux  propositions  pré^dentes  si 
Ton  veut  pouvoir  opérer  sur  les  expressions  négatives  comme  sur  les 
quantités  absolues.  Ces  propositions  sont,  au  reste,  une  espèce  de 
locution  algébrique  analogue  à  celles  dont  nous^nous  servons  souvent 
dans  le  langage  ordinaire.  Nous  disons  tous  les  jours  :  Telle  personne 
a  moins  que  rien^  pour  exprimer  qu'elle  doit  plus  qu^elle  ne  possède; 
et  de  deux  personnes  qui,  ayant  la  même  fortune,  doivent  plus 
qu'elles  ne  possèdent  :  La  plus  riche  est  celle  qui  doit  le  moins.  " 

Discussion  des  problèmes  du  premier  degré  à  deux  ou  plusieurs 

inconnues. 

04.  Lorsqu'on  a  résolu  un  problème  généralement,  c'est-à-dire  en 
représentant  les  données  par  dès  lettres,  on  peut  se  proposer  de  dé- 
terminer ce  que  deviennent  les  valeurs  des  inconnues,  pour  des  hypo- 
thèses particulières  faites  sur.  les  données.  La  détermination  de  ces 
différentes  valeurs,  et  rinterprétation  des  résultats  singuliers  aux- 
quels on  parvient,  forment  ce  qu'on  appelle  là  discussion  du  pro- 
blème. 

Voici  une  question  dont  la  discussion  offre  à  peu  près  toutes  les 
circonstances  qui  se  rencontrent  dans  les  problèmes  du  premier 
degré  : 

f  I : 

R'  A  B  R 

Treizième  problème.  —  Deux  courriers  partent  en  même  temps  de 
deux  points  différents  A  et  B,  d^une  même  ligne  AR,  et  se  dirigent 
dans  le  même  sens  AB.  Le  courrier  qui  part  du  point  A  fait  m  kilo- 
mètres par  heure ,  et  le  courrier  qui  part  du  point  B  en  fçii  n.  —  On 
demande  à  quelles  distances  des  points  A  e^  B  les  deux  courriers  se 
rencontreront. 

Solution.  —  Soit  R  le  point  de  .rencontre;  appelons  x  ety  les  dis- 
tances inconnues  AR  et  BR,  exprimées  en  kilomètres,  et  a  la  distance 
AB  qui  sépare  les  deux  courriers  au  moment  de  leur  départ.  On  a 
évidemment,  pour  première  équation, 

X  —  y=za,.,,  (i). 

Mais  m  et  n  exprimant  les  nombres  de  kilomètres  faits  par  heure 
(ce  sont  les  vitesses  respectives  des  deux  courriers),  il  s^ensuit  que  les 
temps  employés  pour  parcourir  les  espaces  x  ely  sont  marqués  par 
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et  —  ;  d'ailleurs,  ces  deux  tfmps  sont  égaux.  Ainsi;,  Ton  a^  pour 


X 

—  et 
m       n 

seconde  équation  du  problème.  —  =  -, 

ou  bien,  nx  —  my  =  o (a). 

Combinant  les  équations  (i)  et  (2)  entre  elles,  d'après  les  méthodes 
connues  d'élimination,  on  obtient 

am  an 

y 


X  = 


m 


n 


m 


n 


valeurs  qu'il  ^est  aisé  de  vérifier. 

Discussion. —  Tant  que  Ton  supposera  m  >  n,  d'où  m  —  n  >  o  ou 
positif,  ces  valeurs  seront  positives,  et  le  problème  sera  résolu  dans 
le  sens  propre  de  son  énoncé.  En  effet,  si  le  courrier  A  est  supposé 
aller  plus  vite  que  le  courrier  B ,  on  conçoit  qu'à  chaque  instant  il 
gagne  du  chemin  sur  celui-ci;  Tintervalle  qui  les  séparait  d'abord 
diminue  de  plus  en  plus,  jusqu'à  ce  qu'enfin  il  s'anéantisse  tout  à 
fait;  et  alors  les  deux  courriers  doivent  se  trouver  au  même  point  de 
la  ligne  qu'ils  parcourent.        /  , 

'Mais  si  l'on  suppose  m<ny  d'où  m  —  «  <  0  ou  négatif,  les  valeurs 
sont  à  la  fois  négatives  et  deviennent 


am 


n 


m 


y 


an 


n  —  m 


Pour  interpréter  ces  résultats ,  observons  qu'il  est  iinpossible  que 
les  deux  courriers  se  rencontrent  s'ils  sont  partis  en  même  temps 
des  points  A  et  B,  comme  on  Ta  supposé,  l'intervalle  qui  les  séparait 
ne  faisant  qu'augmentera  chaque  instant.  Mais  cette  condition  de  leur 
départ  simultané  n'étant  pas  de  nature  à  être  exprimée  algébrique- 
ment, n'entre  pour  rien  dans  les  équations  du  problème,  qui  sont 
restées  tout  à  feit  indépendantes  de  cette  restriction.  Si  donc  on 
suppose  que  les  courriers,  parvenus  en  même  temps,  l'un  au  point 
A,  l'autre  au  point  B,  se  meuvent  déjà  depuis  un  temps  indéfini  sur 
la  ligne  et  dans  le  sens  AB,  alors  il  est  clair  qu'ils  auront  dû  se  ren- 
contrer antérieurement  en  un  point  R'  du  prolongement  de  BA,  qtii 
est  précisément  celui  que  déterminent  les  valem^s  de  x  et  de  y.  En 
effet,  si  Ton  met  le  problème  en  équation  d'après  larnouvelle  hypo- 
thèse, ce  qui  revient  à  changer  les  signes  de  j?  et  y  dans  les  deux 
équations,  conformément  au  principe  établi  n**  59,  on  obtient 

X       y 
y  —  x=a,    -:  =  ^, 


m 


n 


équations  qui^  résolues^  donnent 


am 


X  = 


n 


m 


y 


an 


n 


m 


7U  vtacwmim 

Ces  valeurs  vérifient  le  nouvel  énoncé,  dans  lequel  on  si^ipose  qvfe 
les  courriers  se  sont  déjà  rencontrés  avant  d'être  parvenus  aux  points 
A  et  B. 

Soit  maintenant  m  =  n,  d^où  m  — ^  n  =  o;  lès  valeurs  générales  se 

.  _  .      ^  ,  am  an 

réduisent  k  x  =  — ,    y  =  — . 

o  o 

Comment  interpréter  ces  nouveaux  résultats? 

En  remontant  d'abord  à  renoncé,  on  voit  qu'il  y  a  impossibilité 
absolue  d'y  satisfaire ,  c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  exister  de  point  de 
rencontre;  car  les  deux  courriers  étant  à  un  intervalle  a  Tun  de 
l'autre,  et  allant  également  vite,  doivent  toujours  conserver  ente  eux 

la  même  distance.  On  peut  donc  regarder  le  résultat  —  conmie 

o 

un  nouveau  signe  d'impossibilité.  En  effet,  si  l'on  reprend'  les  équa- 
tions du  problème ,  elles  deviennent ,  dans  le  cas  de  m  =  n , 

X — y  =1  a  \  (x  —  y=za, 

^ y^        I        ou        < 

m^^ m  )  f  x-^y^o^ 

équations  évidemment  incompatibles. 

Cependant   les   algébristes    regardent    les   résultats    x=.  — , 

o 

an  / 

y  =  — ,  commme  formant  une  espèce  de  valeur'  à  laquelle  ils 

donnent  le  nom  de  valeur  infinie.  En  voici  la  raison  : 
Lorsque  la  différence  m  —  n,    sans   être  tout  à  fait  nulle  ^  est 

supposée  trèsHpetite*  les  deux  résultats •  ,  SKHiitrès« 

m  —  n    m  —  n 

grands. 
Soit  ^  par  exemple  /    m  —  n  =  0,01 ,  '^m=  5  ;  d'où 

n  =  3  —  0,01=2,QQ. 

n  vient  ^  >^ 

am  5a        ^  ^an 

'    '  =:=  ' =  3ooa,   =  2QQa« 

m  —  n      0,01  m  —  n  ^ 

Soit  encore  m  —  n  =  0,0001,  m  =  5,  d'oii  ^  =  9^99999)  ^  ^^ 

,    xs    .  am          ^                 an 
resuite =  3oooo«,  > =  20000 a. 

En  un-  mot^  tant  que  la  différence  des  deux  vitesses  n'est  pas 
nulle ,  les  deux  courriers  se  rencontrent  ;  mais  les  distances  du  point 
de  rencontre  aux  deux  points  de  départ  deviennent  de  plus  en  plus 
grandes  à  mesure  que  cette  différence  diminue.  Donc ,  si  l'on  sup- 
pose cette  différence  moindrie  qu'aucune  grandeur  donnée ,  les  dis- 

am         an 
tances  — * , sont  plus  grandes  qu'aucune,  qtmntité  donnée  y 


I  / 
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OU  infinieê.  On  dit  Aùu,  pour  abréger^  cfu^  si  m*^ns=:  o,  ies  val^irs 

qui  en  résultent  ^ 

am  an    , 

"=  =  -/   y  =  T' 

sont  infinies. 

Comme  o  est  moindre  que  toute  grandeur  absolue  >  il  s'ensuit  que 

l'on  peut  prendre  ce  caractère  pour  dé^ner  le  dernier  état  d'une 

grandeur  qui  peut  décroître  autant  que  Ton  veut.  De  méme^  comme 

un  nombre  fractionnaire  est  d'autant  plus  grand  que  son  numérateur 

est  plus  grand  par  rapport  à  son  dénominateur^  il  s'ensuit  qu'une 

A" 
expression  telle  que  —  (A  étant  un  nombre  absolu  quelconque)  est 

très-propre  à  exprimer  une  (quantité  infinie ,  c'est-à-dire  une  quan- 
tité plus  grande  qu'aucune  quantité  assignable. 

L'infini  s'exprime  encore  par  un  huit  coudié  oo  î  et,  par  consé- 
quent^ une  quantité  moindre  qu'aucune  grandeur  (donnée,  ou  o, 

■  ».  A         -  ^      ^ 

peut  aussi  s'exprimer  par — ;  car  une  fraction  est  d'autant  plus  petite 

que  son  dénominateur  est  plus  grand  par  rapport  à  son  numérateur. 

■  A 
Ainsi  o  et  —  sont  des  symboles  synonymes  ^  il  en  est  de  même 


oO 


de  —  et  co. 

0 

Nous  avons  insisté  sur  ces  dernières  notions ,  parce  qu'il  y  a  des 
questions  d'une  nature  telle ,  que  Yinfini  peut  être  regardé  comme 
une  véritable  réponse  à  l'énoncé.  On  en  voit  des  exemples  fréquents 
dans  V application  de  V Algèbre  aux  questions  de  Géométrie. 

En  résumant  ce  que  nous  venons  dé  dire ,  dans  le  cas  de  m  =  n , 
on  voit  qu'il  n'y  a  pas,  à  proprement  parler,  de  solution  du  pro- 
blème, en  nombres  finis  et  déterminés;  mais  on  .trouve  des  valeurs 
infinies  pour  les  inconnues. 

Si,  à  l'bypothèse  m=.ny  on  ajoute  celle-ci,  a  =  o,  les  deux 

0  0 

valeurs  deviennent  rr  =  -,  y  =  -.  Quel  sens  doit-on  attacher  à  ce 

nouveau  résultat  ? 

Reprenons  l'énoncé,  et  observons  que,  si  les  deux  courriers  partent 
du  même  point  et  vont  également  vite,  ils  .doivent  être  toujours  en- 
semble, et,  par  conséquent,  se  rencontrer  en  tous  les  points  de  la 
ligne_qu'ils  parcourent.  Et ,  en  effet ,  les  équations  deviennent ,  dans 
la  double  hypothèse  de  m  =  n ,  a  =;  o , 

^  _  y  _      >        ou       I 

m      m  )  \x  —  y=:o. 


A 
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équations  qui  rentrent  Vune  dans  Tautre.  Amsi  la  question  est  tout  à 
ifait  indéterminée  (n®  55),  puisqu'on  n'a  réellement  qu'une  équation 
entre  deux  inconnues.  . 

L'expression  -  est  donc,  dans  ce  cas,  le  symbole  d'une  indétermi- 
nation dansT  énoncé. 

Si  les  deux  courriers  ne  vont  pas  également  vite,  c^est-à-dire  que 
Ton  ait  m  >  ou  <  n,  mais  qu'on  suppose  a  =  o,  on  trouve  pour 
valeurs  a:  =  o,  y  =  0. 

En  effet,  les  courriers,  partant  du  m^e  point,  et  ayant  des 
vitesses  différentes,  ne  peuvent  évidemment  se  trouver  ensemble 
qu'au  point  de  leur  départ. 

Les  hypothèses  précédentes  sont  les  seules  cpii  conduisent  à  des 
résultats  remarquables.  Ëlle$  suffisent  d'ailleurs  pour  faire  voir  aux 
commençants  de  quelle  manière  l'Algèbre  répond  à  toutes  les  circon- 
stances de  l'énoncé  d'un  problème. 

Nous  généraliserons  bientôt  la  discussion  précédente  ;  mais  aupa- 
ravant nous  ferons  une  remarque  de  la  plus  grande  importance  dans 
les  applications  algébriques. 

65.  Lorsqu'un  problème  a  été  résolu  généralement ,  on  peut,  au 
moyen  des  formules  ou  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues,  obtenir 
par  de  simples  changements  de  signe ,  celles  qui  conviennent  à  de 
nouveaux  problèmes  généraux  dont  les  énoncés  ne  diffèrent  de  celui 
du  problème  proposé  que  par  le  sens  de  cejrtaines  quantités  qui, 
d'additives  qu'elles  étaient ,  sont  devenues  soustractives ,  et  récipro- 
quement. 

Prenons  pour  exemple  le  problème  de  l'puvrier,  résolu  n**  47.  En 
supposant  qiie  l'ouvrier  reçoive  pour  son  décompte  une  somme  c,  on 
a  les  équations 

,  j?+y  =  n^         -, .,  bnA-c  cm,  —  c   ' 

'   /  {,      d'où    x  =  — Y^,    y= — r-. 

ax  — by  =  c  ')  ,        a  +  b       ^        a-\-  à 

Mais  si  l'on  suppose  au  contraire  que ,  tout  décompte  fait ,  l'ou- 
vrier, au  lieu  de  recevoir,  doive  une  somme  c,   les  équations 

r 

seront  alors   ,  ^  J        ou        i  ,  (  on  a 

by  —  ax  =  c  )  \  ax  —  ôy=t=  —  c, 

changé  les  signes  de  la  seconde  équation).  •  ' 

Or  il  est  visible  que ,  sans  résoudre  de  nouveau  ces  équations ,  on 
peut  obtenir  sur-le-champ  les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  leur  corres- 
pondent, en  changeant  simplement  le  signe  de  c  dans  les  valeurs 
précédentes ,  ce  qui  donne 

bn  —  c  an-^c 

a  +  6'     ^        a  +  b 


\ 
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f 

Afin  de  le  prouver  rigoureusement ,   désignons ,  pour  le  mo- 

aùc  —  by  =  d; 
équations  qui  ne  difièrent  de  celles  du  premier  énoncé  qu'en  ce  que 
c  est  changé  en  rf.  Ainsi ,  Ton  trouvera  nécessairement 

bn-\-d  an  —  d 

a  +  b'     ^       a+b 

Actuellement ,  si  Ton  remplace  d  par  sa  valeur  ^-  c ,  il  vient 

bnA-i — c)  an  —  ( — c) 

^~      a+'b     '    y^      a  +  b     ^    ' 

ou  bien ,  en  appliquant  les  règles  établies  n*"  62  ^ 

bn  —  c  an  +  c        «  >^  ^  ^w 

x=z — p^,    y  — -—î—.. .C.Q.F.D. 

a-\-b  a-\-b 

On  peut  comprendre  sous  les  mêmes  formules  les  résultais  qui 
conviennent  aux  deux  énoncés ,  en  écrivant 

ba±c  aniç.c 

a  +  b^    ^        a  +  b 

(Le  double  signe  db  s'énçnce  plus  ou  moins;  les  signes  supérieurs 
correspondent  au  cas  où  Touvrier  reçoit  la  somme  c,  et  le^  signes 
inférieurs  à  celui  où  Touvrier  la  doit.  ) 

Ces  formules  embrassent  encore  le  cas  où ,  tout  décompte  fait, 
Touvrier  et  la  personne  qui  remploie  sont  quittes  Fun  envers  l'autre. 
Il  suffit  de  supposer  c  =  o,  ce  qui  donne 

bn  an 

^  — ^qrï'  y  — 7+1' 

Soient  encore  les  deux  équations  générales  J    ,     i   /  _      P^^ 

venant  de  la  traduction  algébrique  d^un  problème  quelconque.  En 
multipliant  la  première  équation  par  /",  la  seconde  par  b ,  et  sous- 
trayant la  seconde  de  la  première,  on  a 

{af—bd)x  =  cf—bg,    d'où  ^  =  ^^>~M' 

*  On  trouverait  de  même         y  =  -^ — j-;. 

^       af — bd 

Cela  posé,  pour  passer  de  ces  formules, 

l    Q^  —  ^y  — -  ç 

i\  à  celles  qui  conviennent  aux  équations  4  j    i   /  _    '  *'  suffit 

l  a^+  ty  —  9  > 

do  changer  i  en  —  é,  ce  qui  donne 

cf+bg  ag—cd^ 

"^  —  af+bd'    ^^af  +  bd' 


Âê   ; 
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a**,  aux  formules  relatives  aux  équations  !  ,  /  Ml  sufiSt 
de  cbanger  6  en  —  b  et  fen  —  /*,  ce  qui  donne  les  formules 

La  démonstration  serait  absdumentla  même  que  celle  de  Texemple 
précédent;  nous  pouvons  donc  la  passer  sous  silence. 

ê 

-  8  IV.  -  DISCUSSION  GÉNÉRALE  DES  PfiOBLÈMES  ET  DES  ÉQUATIONS 

DU  PREMIER  DEGRÉ. 

66.  Afin  de  pouvoir  généraliser  la  discussion  des  piroblèmes  da 
premier  degré  à  une  ou  plusieurs  inconnues,  nous  allons  nous  pro- 
poser d'établir  des  formules  qui  puissent  représenter  les  valeurs  des 
inconnues,  pour  un  système  quelconque  d'équations  renfermant  un 
pareil  nombre  d'inconnues. 

Mais,  auparavant,  nous  démontrerons  un  principe  général  appli- 
cable aux  équations  de  tous  les  degrés,  et  dont  le  principe  du  n®  50 
n'est  qu'un  cas  particulier. 

Si  Ton  a  deux  ou  plusieurs  équations 

A  =  B  I  G  =  I)  i  E  =  F  I  G  =  H  |  ,...,  (i) 

entre  deux  ou  plusieurs  inconnues  x^y^  z^Uy  .*[}^  nombre  de  ces 
inconnues  pouvant  être  différent  de  celui  des  équations  ) , 

\^  On  peut  y  à  l'une  de  ces  équations^  substituer  le  résultat  de  la 
combinaison^  par  addition  ou  soustraction,  de  deux  ou  plusieurs  d' entre 
elles,  pourvu  que  réqUatùm  remplacée  soit  une  de  celles  qui  ont  été 
combinées. 

Ainsi ,  à  inéquation  A  =  B,  par  exemple,  on  peut  substituer  Tune 
des  équations  suivantes  : 

A+C=B+D,ouA— C:5=B— D,  w  A4-C— E=B+D— F...  (2) 

En  effet,  les  équations  (1)  existant  pour  un  certain  système  de 
valeurs  de  a?,  y,  2,  w , . . . ,  il  est  clair  que  chacune  des  équations  (2) 
doit  exister  pour  le  même  système.  Rédproquement,  tout  système 
qui  vérifie  l'une  des  équatkMis(a),  et  leséquationsC=D,E=F,G=H, 
doit  nécessairement  vérMier  Inéquation  A  =  B;  car  si  Ton  considère 
les  équations  C  =  D,  E =F,  6  =  H,  en  même  temps  que  Téquation 
A-f-G  —  E  =  B4-I>  —  F,  pfur  exemple,  on  trouve,  en  retraïudiant 
de  celle-ci  l'équation  G  =  D,  membre  à  membre ,  et  ajoutant  au 
réBultat  l'éqdation  E  =  F,  aussi  membre  à  membre;  on  troure,  dis-je, 

A  +  C  — E  — G  +  E  =  B  +  D  — F  — D  +  F, 

ou ,  réduisant ,  A  =  B. 
a^  On  peut  mêmey  avasi  de  combiner  le»  équations  (  1  )  par  Hddition 
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et  âoustractiioa,  multiplier  d- abord  les  deux  memàrei  d'une  ou  de  plu- 
sieurs des  équations  (  i  )  par.  un  nombre  connu^ 
Car  si  l'oa  a  A  =  B,  G = D,  E  =  F,  on  a  paiement  , 

mA  =  mB,      nC  =  nï),      pE=ip¥^ 

et  réciproquement  :  ce  qui  veut  dire  qu'au  système  des  équations 
A  =  B,  G  =  D,  E  =  F,  ou  peut  substituer  cdui-ci  : 

mk=^fnB,      nC  =  wD,      joE=/?F; 

et  alors  rien  n'empêche  d'opérer  ensuite  sur  ces  dernières  équations 
par  addition  et  soustraction.  > 

67.  Venons  maintenant  à  notre  objet.  D'abord,  toute  équation  du 

premier  degré  à  une  seule  inconnue  peut,  au  moyen  des  transforma- 
tions usitées,  être  ramenée  à  la  forme 

ax  =  b; 

a  désignant  la  somme  algébrique  des  quantités  qui  multiplient  Fin- 
oonnue^  et  6  la  somme  algébrique  des  termes  tous  connus. 

Cette  équation  donne  x  =-; 

a 

et  il  est  bien  évident  qu'aucune  quantité  différente  de  celle  qui  est 

h  * 

exprimée  pai^  -  ne  peut  vérifier  l'équation  proposée. 

C*    \ 

Observons,  ea  seeoQdIieii,  que  toute  équation  du  premier  degré  à 
deux  inconnues  peut  être  représentée  par 

ax-\-hy  =  'c^ 

[a,  i,  c,  étant  des  quantités  entières  de  signes  quelconques). 

En  effet,  si  l'équation  proposée  renferme  des  dénominateurs,  on 
les  tait  d'abord  disparaître  (n**  44)  ;  réunissant  ensuite  tous  les  termes 
affectés  de  x  et  tous  les  termes  affectés  dfe  y  dans  le  premier  membre, 
puis  faisant  passer  tous  les  termes  connus  dans  le  second  membre,  on 
peut  désigner  la  somme  algébrique  (n°  62)  des  premiers  par  ax^  la 
somme  algébrique  des  seconds  par  6y,  et  la  somme  alg^ique  des 
derniers  par  c. 

Soient  donc.proposées  Jes  deux  équations 

ax-^-by^Cy  (l) 

a'x+b'y=c'.  (2) 

On  obtient,  en  multipliant  la  première  par  V^  la  seconde  par  b,  e(  re- 
tranchant le  second  résultat  du  premier, 

[M  —  bci]x=:icb''^bc'i  .       (3} 
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Observons  ici  qu'en  vertu  du  principe  n®  66,  les  équations  (i)  et  (2) 
peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (1)  et  (3).  Or  cette  dernière 
donne  pour  x  une  valeur  unique^  qui^  substituée  dans  réquation(i), 
ne  peut  donner  qu'une  seule  valeur  pour  y.  Donc  les  équations  pro- 
posées ne  sauraient  admettre  qu'un  seul  système  de  valeurs  pour  les 
deux  inconnues. 

La  valeur  de  y  peut  d'ailleurs  s^obtenir  directement  par  rélimina- 
tion  de  x.  Il  suffit  pour,cela  de  multiplier  la  première  équation  par  a', 
la  seconde  par  a,  puis  de  retrancher  le  premier  résultat  du  second 
(afin  de  conserver  pour  y  le  même  dénominateur  que  pour  x).  H  vient 
[aV — ba')y=.ac'  —  ca'; 

,,  ,  -  V  ac'  —  cd 

d'où  y  =  -TT — 7-, . 

Passons  maintenant  au  cas  de  trois  équations  à  trois  inconnues. 
Soient  les  équations 

ax-\-by -^-cz  :=-dy  (il 

a'ir  +  %'+c'z==e/',  (2) 

a"ar  +  ô''y  +  c"z  =  d".  (5) 

Pour  éliminer  i,  multiplions  la  première  équation  par  c\  la  se- 
conde par  c,  et  retranchons  le  second  résultat  du  premier.;  il  vient 
ainsi 

[ad —c(x)x-\-  [hd — cV)  y  =  dd  —  cd'.  [!^' 

Combinant  de  même  la  seconde  équation  avec  la  troisième ,  (Ai 
trouve 

[cid'—  da")  X  +  [Vd'  —  db" )  y  =  d'd'  —  dd"  -,  (5) 

et  l'on  doit  déjà  observer  (n«  66)  que  les  équations  (1),  (2),  (3)  peu- 
vent être  remplacées  par  les  équations  (i),  (4),  (5). 

Actuellement,  pour  éliminer  y,  il  faut  multiplier  l'équation  (4)  par 
b'd'  —  db"y  réquation  (5)  par  bd  —  cb\  puis  retrancher  le  second  ré- 
sultat du  premier^  ce  qui  donne 

[(cu>'—ca')  [b'd'  —  db")^[a'd'  —  da"\  [bd  —  cb')  ]  œ 
=  (dd^cd')  [Vd'  —  db")  —  [d'd'—cd")  [bd  —  cb'), 

ou,  effectuant  les  calculs,  réduisant,  et  divisant  par  dy 

[ab'd'  —  adb"  +  cdW  —  bdd'  -\-  bdd'  —  cVà")  x  \ 
=  db'd'  —  ddb''  +  cd'b"-^bd'd'^bdd"—cb'd\      \  '     ^ 
équation  qui  donne  pour  x  la  valeur  unique 

__  db'd'—ddb"  +  cd'b"  —  bd!d'  -f  bdd"  —  cb'd" 
^  —  ab'd'— ad  b"  +  cd  6" — bd  c"  +  bdd'  —  cb'd*  ' 

D'ailleurs,  comme  les  équations  (1),  (4),  (5),  et,  par  conséquent, 
les  équations  proposées,  peuvent  être  remplacées  par  le§  équa- 
tions (1),  (4)j  (6),  si  Ton  reporte  la  valeur  unique  de  a;  dans  Téqua- 
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tion  (4)9  on  obtiendra  une  valeur  unique  pour  ^;  et  si  l'on  substitue 
le  système  unique  des  valeurs  de  a?  et  de  y  dans  l'équation  (i),  on 
obtiendra  une  valeur  unique  pour  z.  On  voit  donc  que  les  équations 
proposées  admettent  un  seul  système  de  valeurs  pour  x^y,  z. 

Les  valeurs  de  y  et  de  z  peuvent ,  au  reste,  s'obtenir  directement 
en  eifectuant,  pour  éliminer  x  et  z,  ensuite  x  et  y,  des  calculs  ana- 
logues à  ceux  qu'on  a  effectués  pour  éliminer  y  et  z. 

On  trouverait  ainsi 

:  _  ad'c"  —  ac'd"-\-ca'd"—da'c"+dc'cl'—cd'a" 

y  "^  ab' c"  —  ac' b" '\-c€^ b" ~bà' c"  -\-bc' a!'  —  cb' à" 
_  ab'd"—  ad'b"  +  da'  b"  —  ba'd"  +  bd'a" — db'a" 
^  —  ab'  c"  —  ac'  b"  +  cd  b'  '  —  ba!c"  +  bd  d'  —  cV  a"  '     ' 

On  voit  assez  la  marche  qu'il  faudrait  suivre  si  Ton  avait  quatre 
équations  et  quatre  inconnues,  etc. 

68.  L'emploi  des  accents,  dans  les  notations  des  coefficients,  a  donné  • 
lieu  à  l'observation  d'une  règle  d'après  laquelle  on  peut  facilement 
retrouver  les  formules  précédentes,  sans  être  obligé  d'efifectuer  Féli- 
mination. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  équations  à  deux  inconnues. 
On  a  trouvé,  pour  les  valeurs, 

cb'  —  bd      ,  ac'  —  cd 

'  ^-'  ab'-^bd'  y  —  ab'—bd' 

1*.  Pour  obtenir  le  dénominateur  commun  à  ces  deux  valeurs^  formez 
avec  les  lettres  a  et  b,  qui  désignent  les  coe^ients  de  x  et  de  y  dans  la 
première  équation,  les  deux  permutations  ab  et  ba,  puis  interposez  le 
signe  — ,  ce  qui  donne  ab  -^  ba;  enfin,  accentuez  dans  chaque  terme  la 
dernière  lettre  :  il  vient 

ab'  —  bd. 

2**.  Pour  obtenir  le  numérateur  relatif  à  chaque  inconnue,  rempla- 
cez, dans  le  dénominateur^  la  lettre  qui  désigne  le  coefficient  de  cette 
inconnue,  par  la  lettre  qui  désigne  la  quantité  toute  connue,  en  laissant 
toutefois  les  accents  à  la  même  place.  D'après' cette  règle,  ab'  —  ba'  se 
change  en  cb'  —y  bç',  pour  la  valeur  de  x,  et  en  ac'  —  ca'  pour  la  valeur 
de  y.  ' 

Considérons  actuellement  le  cas  de  5  équations  à  3  inconnues,  a,  b,  c 
désignant  respectivement  les  coefficients  de  x,  y,  z,  et  et  les  quantités 
toutes  connues.  i°.  Pour  avoir  le  dénominateur  commun,  prenez  le  " 
dénominateur  ab  —  ba,  qui  convient  au  cas  de  deux  inconnues  (abstrac- 
tion faite  des  accents),  introduisez  la  lettre  c  dans  chacun  des  deux, 
termes  ab  et  ba  à  toutes  les  places,  savoir  :  à  droite,  au  milieu,  et  à 
gauche;  puis^  interposez  de^  signes  alternativement  positifs  et  négatif^; 
il  en  fésulte  abc — aeb  +  cab  —  bac  +  bca — cba.  Mettez  ensuite 
Alg.  B.,  iV  éd.  6  " 


■ 

» 

€?flrfe  tkaqm  terme  Vacceni  '  <mr'H  detôxième  iettrè)  ^et  i\itccent  "  %wr  k 
'troisième  leHre^  il  vimU  pour  le  dénominài^ur^ 

2*.  Pour  fwiher  le  numérateur  de  chaque  inconnue,  remplacez ,  dans 
le  dénomtnatettry  la  lettre  qui  désigne  le  coefficietU  de  cette  inconnue 
par  la  lettre  qui  désigne  la  quantité  toute  connue ,  en  laissant  les  ac- 
cents à  la  même  place.  Ainsi,  pour  x  y  changez  a  m  d  ;  pour  y ,  b  ew  d; 
et  pour  z,  cen  d.       , 

Ce  que  nous  venons  de  dîrèpeut  être  regarde  comme  un  résultat 
d'observatioh  pour  (Jeux  et  potrr  ftrds  équations,  tt'sè^^ait  fecile  d'é- 
tablir une  loi  générale  applicable  *  f»  «ombre  qufeteonque  d'équa- 
tions; mais  la  démonstration  en  est  très-^ompliqnée^  et  sort  tout  à 
fait  des  éléments.  Nous  renvoyons,  pour  cet  objet,  à  la  seconde  par- 
tie de  {'Algèbre  de  Gârnièr ,  à  un  ouVi*âge  intitulé  :  Complément  de  la 
théorie  des  équations  du  premier  degré,  pâîr  M.  Desnanot,  au  Manuel 
^'Algèbre  de  M/Terqi!iem ,  etc. 

6^.  Voyons  l'ùisage  qu*on  ^erat  faire  dô  ces  forflltrteè ,  'flans  tes  ap- 
plications particulières.' 
Soient  les  deux  équations  5x  —  7^=34,  5a?  — 13 y  ==  -=^'6. 
îln  îèB  cdnfipàrant  aux  équations  générales, 

aX'\-by  =  c,    a'x  +  b'y  =  c', 
on  a      a=5,  6==— 7,  c=34  |  «'=5/^'  =  —  i3,  c'=  — 6. 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  formules 

'  ^ W  —  bcf        ^aè'  —  ca' 

^—  aV  —  bd'    y~  db'~bà!' 
il  vient 

^^S^X—  i5  — (— 7)><:  — 6  _  —  S4X  i3--^7><6 

^■^   5X  — 13  — (— 7)X3      ""— 5Xi3  +  7X3 

—  65  +  2 1       —  44  ' 

,  _^     5X— 6  — 54x3     ^ -—50—102  _^  — 1^2 -^ 

^~"  5  X— •i3^(— 7)  X3  ""  —^5  +  â  1   ~"— ^4   ~  ^^ 

%i  je  SS&  qùè  à?  =  11 ,  y,==  3 ,  sont  lés  valeurs  propres  à  satisfaire 
aux  deux  équations  proposées. 

Nous  potirriôUB  d'aibord  iiôtis  en  assiïrer  en  les  substituant  dans 
c€s;é4tiatidns.  Mais ,  afin  que  là  démonstration  sort  iiïdépenâante 
de  tout  exemple  particulier,  remarquons  qdè,  pour  passer  dès  fo^ 

mules  rektivôs  aux  équations... I  f  T/H^/'î  *  »«flles    qui 

i  a  jc  "  I   u  MM  — —-  c  I 

cottvieimôût  ôux^quàtiôns.v.<....v.'...iT~r^^'^^     ,i>    il    ^u» 
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(n°  63)  de  elmie^  b  en  —  A  ^  ô'  e» — .A' ,  .#t  ,c'  ^w  .^<?',  ,^  i«ui  â^^me 

^■^«X--*'— (— ft)Xa''    *^ffX— *'— (— *)Xa'^ 

et  pour  déduire  de  ces  nouvelles  formules  géûérales  les  v\iiIaïDC3  qui 
conviennent  aux  éguatioas  jparticulièces,  il  faut  faire 

a=5,     fe==7',     ^s=r=54;    ô'«=3,    h'^^idy    <?'=6. 

Bonc^  enfin,  on  obtient  ies  valeurs  relatives  aux  équations  propo- 
sées y  en  âiisamt  dans  les  formules  géniales  ^ 

a=d5,     6=— 7,    c==34  1  a'=^,    ô'  =  — 13^    c'  =  —  6, 

et  ejïectuiuit  ensuite  les  calculs  d'î^rès  les  règles  établies  p^ur  les 
quantités  monômes. 

La  règle  ^consiate ,  en  général  >  à  substituer  à  la  place  des  ce^ck^s 
a^  b^  a',  bV****9  Ic^^^  valeurs  considérées  avec^les  signes  donf  elles 
sont  affectées  dans  les  équatyms  particulières. ,  et  à  effectuer  toui^s  les 
opérerions  indiquées,  d'après  les  préceptes  établis* 

Ces  applications  justifient  de  nouveau  la  nécessité. d'étendre  aux 
quantités  {nonômes  les  règles  des  signes  établies  pour  les  pQlynOoieSr 
puisque  c'est  le  moyen  de  Tendre  les  forjqaules  générales  du  p^nenoi^r 
degré  appUcableâ  à  tout  exemple  particidier. 

Passons  à  la  discussion  de  ces  formules. 

70.  11  résulte  de  leur  inspection  que^  dans  les  applications  ^t^- 
GttlièreSj^  on  peut  obtenir  qiurU^  espèces  de  valeurs  p(»ir  répoikse  à  ^ 
des  problèmes  du  premier  degré ,  savoir  :  des  valeurs  positives  9  des 

A 

valeurs  négatives ,  des  valeurs  delà  forme  — .^  enfin^  des  valeurs  de  la  - 

o 
forme  -.  Lepr^lème  des  courriers  a  donné  lieu  ji  ee&  qwti^  «oxtes 

de  résultats  que  nous  nous  proposons  maintenant  d'intei'préter  d'une 
manière  générale. 

D'abord,  les  valeurs  positives  sont  ordinairement  des  réponses 
aux  questions,  dans  le  sens  de  leur  énoncé.  Cependant  nous  observe- 
rons que,  pour  certains  problèmes,  toutes  les  valeurs  positives  ne 
satisfont  pas  à  renoncé.  Si ,  par  exemple,  la  nature  du  problème 
exige  que'  les- nombres  dierches  soient  entiers,  et  qu  on  trouve  des 
nombres  fractionnaires ,  le  problème  ne  peut  être  résolu.  Quelquefois 
encore  la  nature  du  problème  ne  permet  pas  que  les  :fiombres  incon- 
nus surpassent  des  nombres  connus  et  donnés  a /îrîon,  ou  soient  au- 
dessous  d'autres  nombres.  Si  les  valeurs  obtenues,  quoique  positives, 
ne  satisfont  pas  à  cette  condition  que  comporte  renoncé ,  mais  qui  ne 
peut  s'exprimer  par  uniB  équation,  leprcâ^ème  ne  peut  encore  être 
résolu.  Ainsi,  lesmdeurs  positims  des  meonnues  sôm^^iàriMnQpremeiit 
parler^  d^s  répom^  directes  aux  équations  ;  et  elles  ne  sont  des  solu' 
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fions  delà  question  qu'autant  que  leur  nature  se  concilie  avec  les  con- 
ditions qu  exige  l'énoncé.  Pour  concevoir  commeitt  un  nombre  peut 
vérifier  tine  équation  sans  vérifier  le  problème  dont  elle  est  la  tra- 
duction algébrique,  il  suflSt  de  remarquer  qvJune  même  équation  est 
la  traduction  algébrique  d'une  infinité  de  pf'oblèmes ,  dont  les  uns  ad- 
mettent tous  les  nombres  absolus  possibles  pour  solutiozi,  et  les 
autres  n'admettent  que  des  nombres  d'une  certaine  nature. 

71.  Nous  savons  déjà  à  quoi  nous  en  tenir  sur  les  valeurs  néga- 
tives^ pour  les  problèmes  à  une  seule  inconnue.  Afin  de  ne  rien  lais- 
ser à  désirer,  nous  allons  démontrer  le  principe  du  n*  59  pour  un 
problème  à  plusieurs  inconnues. 

Il  est  évident  d'abord  que,,  si  Ton  obtient  dfes  valeurs  négatives 
pour  quelques-unes  des  inconnues,  les  équations  du  problème  ne 
peuvent  être  satisfaites  dans  le  sens  où  elles  ont  été  établies;  car  si 
un  système  de  nombres  absolus,  mis  pour  a?,  y,  z, ...,  pouvait  les 
vérifier,  les  équations  qui  en  ont  été  déduites  par  la  méthode  d'éli- 
mination devraient  elles-mêmes  exister  pour  ce  système.  Ainsi  l'équa- 
tion qui  ne  renferme  plus  qu'une  des  inconnues  pour  lesquelles  on  a  ob- 
tenu un  résultat  négatif,  devrait  être  vérifiée  par  un  nombre  absolu, 
ce  qui  serait  contre  l'hypothèse.  //  faut  donc  rectifier  renoncé  du 
problème,  ou  du  moins  les  équations  qui  en  sont  la  traduction  algébrique. 

Actuellement,  si,  dans  les  équations,  on  change  les  signes  des 
inconnues  pour  lesquelles  on  a  obtenu  des  résultats  négatifs  <»  les 
termes  affectés  de  ces  inconnues  changeront  nécessairement  de  signe, 
et  l'énoncé  du  problème .  sera  généralement  modifié  en  ce  que  cer- 
taines quantités,  d'additives  qu^ elles-  étaient ,  deviendront  soustrac- 
iives ,  et  réciproquement.. 

Je  dis  enfin  que,  ces,  modifications  une  fois  faites,  le  nouvel  énoncé 
est  vérifié  par  les  valeurs  obtenues  d'abord  pour  les  inconnues ,  abstrac- 
tion faite  de  leurs  signes.  Prenons ,  pour  fixer  les  idées ,  trois  équa- 
tions à  trois  inconnues  : 

ax-i-by  +  cz^d,    a'x  +  b'y  +  c'z=d',   a''x  +  b"y  +  c"z=zd" , 
et  supposons  que  ces  équations  aient  donné 

^=P^    y  =  --q>    z=z—r. 

Changeons,  dans  ces.équations,  y,  z,  en  y' y  z'  [y\  z'  désignant  pour 
le  moment  —  y,  —  z)  j  il  vient  ^ 

aX'^b}/'\-C7!  =  d,  dx-\-Vx/ -\^di  =d\  a"a7  +  é'y  +  e?V  =  rf". 

Or  ces  équations,  Q^e  différant  des  précédentes  qu'en  ce  que  t/  et  : 
sont  remplacés  par  y'  et  z',  donneront  nécessairement  pour  résultats 

x=p,    }l=—q,    z'=-'r; 
4'où,  remettant  •—  y  et  —  z  à  la  place  de  y'  et  tie  2' , 
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OU  bien,  enfin,  ' 

x=p,    y:=q^    z=ir.  C.Q.F.D. 

Ainsi,  le  principe  du  n**  59  est  vrai  pour  les  problèmes  du  premier   . 
degré  à  plusieurs  inconnues. 

N.  B.  —  Quelquefois  renoncé  d'un  problème  n'est,  par  sa  nature, 

susceptible  d'aucune  modification;  dans  ce  cas,  les' valeurs  néga- 

\  tives  ne  sont  que  des  solutions  des  équations  modifiées,  qui  peuvent 

d'ailleurs  être  regardées  comme  la  traduction  algébrique  d'autres 

problèmes  susceptibles  de  modification. 

72.  Il  nous  reste  maintenant  à  interpréter  les  expressions  telles 

A    o 

que  — ,  -. 

Soit  d'abord  réquation  à  une  inconnue,   ^ 

ax  =  b:    d'où    a:=-.    - 

i*.  Si  pour  une  hypothèse  particulière  faîte  sur  les  données  de  là 

question,  on  a  a  ==  o ,  il  en  résulte  ar  =  -. 

Or  réquation  deviejnt,  dans  ce  cas,  o  X^  =  6,  et  ne  peut  évi- 
demment être  satisfaite  par  aucun  nombre  déterminé.  Remar- 
quons cependant  que  Téquatioii  pouvant  aussi  se  mettre  sous  la 

forme  -  =  0,  si  l'on  remplace  oc  par  des  nombres  de  plus  en  plus 

grands,  -  différera  de  moins  en  moins  de  o ,  et  l'équatioi;!  approchera 
de  plus  en  plus  d'être  exacte;  en  sorte  qu'on  peut  prendre  pour  x  " 

h 

une  valeur  assez  grande  pour  rendre  -  moindre  qu'aucune  quantité 

X 

assignable. 

C'est  pour  cette  raison  que  les  algébristes  ont  coutume  de  dire  que 
l'infini  satisfait,  dans  ce  cas,  à  l'équation;  et  il  y  a  des  questiqns 
pour  lesquelles  ces  sortes  de  résultats  forment  une  véritable  solution. 
Du  moins ,  il  est  certain  que  l'équation  ne  peut  admettre  de  solution 
en  nombre  fini;  et  c'est  tout  ce  qu'on  veut  prouver. 

2^  Si  l'on  a  en  même  temps ,  a  =  o,  è  =  o ,  la  valeur  de  x  prend 

la  forme  -.    •    / 

o  f  .      ' 

Or  réquation  dévient ,  dans  ce  cas ,  o  x  o?  =  o  ;  et  tout  nombre  fini^ 
positif  ou  négatif,  peut  satisfaire  à  cette  équation. 

Ainsi  l'équation  (ou  le  problème  dont  elle  est  la  traduction  algé- 
brique) est  indéterminée, 

73.  C'est  ici  le  lieu  de  faire  une  remarque  importante  sur  l'ex- 


pjféssiDn  ->  qui^  dans  certains  cas>  est  le  symbole  de  Texistence  d^un 

o  ■  ' 

fac^ttf  comintih  aux  deux  terme»  de  la  fraction^  k^id  fadeur  de- 
vient nul  par  Teffet»  d'une  hypothèse  parlicjiilière. 
Supposons  y  par  exettiple  j  qu'on  ait  trouvé  pour  résultat  de  h  solu- 

tioïi  d^àÈ  problème ,  a?  ±=  - . 

Si  Ton  fait ,  dans  cette  formule ,  a  =  5 ,  il  en  résulte  a:  =  -. 

o 

Mais  remarquons  que  a'  —  6^  peut  (n**  31)  se  mettre  sous  la  forme 
(a  —  h)  (a^  +  ûô  +  ô*),  et  que  a* — 6*  est  égal  à  (a  —  6)  [a-\;'h)\ 
ainsi,  la  valeur  de  x  revient  à 

^—       (a_ô)(a-fô)      • 

Or^^  siy  avant  de  faire  Thypothèse  as^fr^  on  comnoience  par 
supprimer   le  facteur  coitimun  a  —  h^   la  valeur   de   x  devient 

a7= —         7" — ,  expression  qui,  dans  Thypothèse  de  a=-b ,  se 
réduit  à  x-=z  —    ou    a?  =î  — . 

âoit^  pour  second  exemple ,  Texpressioû 

g'  — 6^__(a  +  ^)(a— &) 
(tt— 6)*  — (a_6)(a  — i)' 

En  faisant  a  ?=  i,  on  trouve,  pour  valeur  de  iî? ,  a?  =  - ,  à  cause  de 

Texistehce  du  facteur  commun ,  a — 5;  maïs  sî  Ton  làupprime  d*abord 

ce  facteur,  il  vient  a:=         ;,  expression  qui.  se  réduit  à  a?  =  — 

a  — 0  0 

lorsque  Ton  fait  ft==  5.  - 

Concluons  de  là  que  U  symbole  -  est  quelquefois  en  ^Algèbre  Vin- 

dice  de  Vexistente  d^un  facteur  commun  entre  les  deuûè  .termes  de  la 
fraction  gui  se  réduit  à  cette  forme.  Ainsi,  avant  de  rien  prononcer 
sur  la  vraie  valeur  de  la  fraction ,  il  faut  s'assurer  si  ses  deux  termes 
ne  renferment  pas  un  facteur  commun.  Dès  qu'Q  n'en  existe  pas,  on 
conclut  que  Téquation  est  réellement  indéteiminée.  S'il  en  existe  un , 
on  le  supprime,  puis  on  fait  de  nouveau  Thypothèse  particulière;  et 
Ton  arrive  à  la  vraie  valeur  de  la  fraction,  laquelle  peut  encore  sp 

présenter  sous  trois  formes,  ~  (A  pouvant  être  nul  sans  que  B  le 
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A  o       - 
sçifo  -1  - 1  auqu^A  c^  Véawtian  est  çtétmméi ,  mjm»siile.  m  »aw- 

bre  fini ,  ou  indét^imvm*  '       '     . 

Cette  observation  est  très-^^tUe  (J^s  \^  discussion  des  problèmes. 

74t,  Revenons  à  notre  sujet  j  et  considérons  maintenant  les  deux 
équation?  ^  deux  inconniies  j  ^^  +  J^  ^  ^^  j , 
pôur  lesquelles  on  a  trouvé  (n^  07) 

Supposons  que  J'on  ait  aô'  —  ô«'  =  o , 

cb' —  W  y  o,d —  ca!  étant  différents  de  o.  Les  valeurs  4$  9  ^  4fi  ^ -§f 
réduisent  à 

o'    ^"~  o" 
Pour  interpréter  ces  résultats,  observftitf  Que,   4^  V^tjuçljcg) 

aV —  ô«'  =§  o ,  on  tire  a' ==  -r-  ;  uou^   s^bsti^^lan^  cIab4   l'équation 
éqflfiti<^ndpntlçpreç[^ifpmen[}|}f^e^^identigij9ayf^        (Iç  1^  prçf^p 

flar  +  %  =  c, 
tandis  que  le  second  membre  est  essentiellement  différent  :  oa»  de 

On  voit  donc  que  les  deux  équations  proposées  ne  peuvent  être  satis» 

^  faites  simultanément  par  aucun  système  çle  valeurs  finies  dû\ef$  4e  y. 

Si  Ton  a  en  même  temps  :  aV  •^ba'  =  o ,    cb'  —  6c'  ;=  o ,  la  valeur 

.0 

de  X  se  réduit  à  a?=  -_,  valeur  qu'il  faut  interpréter. 
Les  deux  équations  proposées  peuvent,  en  vertu  de  la  relation 

^quatioos  q\Jiî  y^ntrwt  RQa§s§^)pefnent  J'ime  ijfins  Tautre  ;  car  de  la 

bc' 
relation  cb' —  bcf  ç=o,  on  déduit  <?  =  -77. 

Ainsi,  pour  réisoudre  le  problème,  on  n'a  réellement  qu'une  seule 
équation  entre  deux  incp»ft»es  ;  dP^lQ  &  S^^^iM  ^M  i^éterminée. 


«»  +  %»- T7J 
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Comme  la  relation  aV  —  i^'  =  o  donne  V  =  — ,  d'où ,  sub- 

a 

stituant  dans  la  relation  cV  —  ôc'=o,~et  réduisant^ 

on  peut  en  conclure  que,  si  la  valeur  de  x  est  de  la  forme  -^   la  va- 
leur de  y  est  généralement  de  même  forme  ;  et  réciproquement. 

75.  Cette  proposition,  relative  au  système  de  detjuo  équations,  cesse 
d'être  vraie  dans  un  seul  cas  particulier  :  c'est  celui  où  les  coefficients 
d'une  même  inconnue  sont  nuls  à  la  fois  dans  les  deux  équations. 
Examinons  cette  circonstance  qui  mérite  quelque  attention. 

Supposons,  par  exemple ,  ô  =  o,  ^  =  o;  auquel  cas  les  valeurs  de 
a:  et  de  y  se  réduisent  à 

o        ^  ac'  —  ca' 

,  X  =  -,    et  y  = . 

o'         ^  o 

Si  nous  remontons  aux  équations,  elle  deviennent,  dans  Thypo- 
thèse  que  nous  considérons, 

,         ,  > ,  d'où  Ton  déduit    a?  =  ~  et  2c  =  --. 
alx=c  )  .  a  a 

Or  il  arrive  nécessairement  de  deux  choses  Tune  : 

c  "^  cf 
Ou  Uen  -  "C^  —;  :  alors  les  équations  sont  incompatibles  ;  et  la 

a<  a 

A    ' 

valeur  de  y  est  de  la  forme  —  ou  m/îme,  tandis  que  x  est  de  la 

forme  -. 
o 

c       c' 
Ou  bien  -  =  — ,  :  alors  les  deux  équations  s'accordent  entre  elles. 

a       a  ^ 

c  '    c' 
Déplus,  comme  la  relation  ~  = -y  donne  ac' — ca'  =  o,  il  s'ensuit 
'^     '  ^     a       a 

que  la  valeur  de  y  prend  la  forme  ^,  comme  celle  de  x;  mais  il  y  a 

cette  différence  essentielle,  que  y  est  réellement  indéterminé,  tandis 

que  X  a  une  valeur  déterminée,  -, 

a 

Au  surplus,  dans  Thypothèse  qui  nous  occupe,  savoir,  6  =  o, 

b'==o,  ac' — ca'  =  o,  il  est  facile  de  faire  ressortir  l'existence  d'un 

facteur  commun  qui  rend  nuls  à  la  fois  les  deux  termes  de  la  valeur 

générale  de  x. 

Soit  posé,  pour  cela,  m  =  —  =  —,    etn  =  — : 

^      ^  ^  '  a       c  b  i 

il  en  résulte  a!z=zmay  c' z=>mc,  et  V ^=,nb;- 
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[cb' fc'  T 
X  =  -77 r-.    1» 
ab — ba  y 

ces  valeurs  de  a',  c',  6',  il 'vient  : 

bcn  —  cbm cb[n  —  m) 

^         ^^  abn  —  bam       Qb[n- — m)^ 

expression  qui^  après  la  suppression  des  deux  facteurs  communs 

c 
b  et  n — m.  se^réduit  à  x  = -. 

[CLC'  —  Cd*  "1 
y  =  -7; — T-;     ,  elle  devient, 

.  par  les  mêmes  substitutions ,  • 

_^ojom — cam       ac[m  —  m) c[m — m) 

ahii  —  bam       ab[n — m)       b[n — mY 
expression  qui^à  cause  de  ô  =  0  et  m  —  m  =  o,  se  réduit  toujours  à 

o  "^ 

-,  sans  qull  y  ait  aucun  facteur  commun  à  supprimer 3  et  nous  avons 

vu  qu'en  effet,  y  doit  rester  indéterminé. 

N,  B.  — '•  Le  cas  particulier  où  les  coefficients  des  deux  inconnues 

dans  la  même  équation  sont  mh  à  la  fois  n'infirme  pas  la  proposition 

établie  au  n**  74.  ^ 

^    ^                              *         ,                         cV           — ca! 
On  trouve,    l^  pour  a==o,  6  =  0,  ...,a?  =  — ,  y  = ; 

o         '  o 

,          _,                         — bc'  ac' 

2^  poura=o,6=o,...,j?== >y  =  — • 

Ce  sont  là  les  seules  circonstances  dignes  de  remarque. 

76.  Nous  venons  de  voir  que,  pour  deux  équations  à  deux  incon- 
nues, à  Texception  d'un  seul  cas  particulier^  si  Tune  des  inconnues 

a  une  valeur  "de  la  forme  —  ou  -•  l'autre  a  nécessairement  une 

0        o 

valeur  de  la  même  forme;  de  plus,  que,  dans  Hiypothèse  où  les 

A 

valeurs  sont  toutes  deux  de  la  forme  —,  les  équations  sont  imompa- 

o 
iiblesy  et  que,  si  elles  sont  de  la  forme  -,  les  équations  sont  indéter- 

minée$. 

On  ne  peut  plus 'tirer  les  mêmes  conséquences  dès  que  Ton  a  plus 
de  deux  équations.  Ainsi,  par  exemple,  quand  il  s'agit  de  trois  équa- 
tions, si  Ton  suppose  nul  le  dénominateur  commun  aux  valeurs  des 
trois  inconnues,  il  pourra  strriver,  suivant  les  circonstances  :  ou  bien 
que  les  numérateurs  soient  tous  trois  différents  de  o;  ou  l)ien,  qu'ils 
soient  tous  trois  égaux  à  0  ;  ou  bien,  enfin,  que  l'un  des  deftx  étant 


é^ath  e,  lee  deux  siutres  soient  différents  de.  oj^  qu  réci^dgpquement. 
Ge(ii  ^'explique  a$sez  bien  par  Fobservation  que^  pour  deux  équa- 
tions, le  dénominateur  ab'  —  ba',  étai^t  oDiï^posé  4^  ^w^  tQffftÇïs^  seu- 
lement^ ne  peut  être  nul  (^ue  de  trgi^  manières  principales  ^  savoir  : 
lorsque  Ton  a 

\      a  à 

2*r..  a=ô, 'a'  =  o,    oubi^2    ft  5=iQjj  6'=;=io, 
5°. ..  a  =  o,  i  =  G,    oubieB,    a'  =  Oyb'  =  %; 

taillis  que,  pour  trais  équations,  le  d^QPÛt^t^yr  P  ifmX 

ab'c"—  a&b"  +  ca'b"  —  ba'c"  -f  bc'a"  —  çb'a% 

peut  être  mis  sous  différentes  formes ,  telles  que 

a(b'c''  —  €'à")4-^{€b'''^be'')  +  a"{b€'^eè'), 
l,[c'a"  —  a'c")  +  b\{ac"  —  ca")  +  b"{ca'  —  ac'), 
c(a'**'  — 6'a")  +  c'(ba"'—ab")-\-c"{a¥  —  ba'). 


et  est  ainsi  susceptible  de  devenir  nul  d'un  très-grand  nombre  de 
manières,  sans  que  les  valeurs  des  numérateurs  dépendent  les  unes 
des  autres.      ,  ^ 

Par  exemple,  en  supposant  qu'aucune  des  quantités  a,  i,  c,  (t\  b\ 
c',  a",  b"y  c'\  d,  d\  d'\  ne  soit  nulle,  admettons  que  Ton  ait  : 

b'<f'  —  c'b"  =  Oy    €b"'^b€"^o,    d'où    bc'-^cb'^o; 

le  dénominateur  D  devient  o;  et  comme  le  numérateur  de  Ja  valeur 
de  X  se  déduit  de  D  (n'  68)  en  changeant  a,  «',  a"  en  dyd\  d'\  il  est 
clair  que  ce  numérateur  serait  aussi  égal  à  o  ;  mais  rien  ne  prouve 
que  les  numérateurs  qui  correspondent  à  y  et  à  js  deviennent  nuls 
dans  la  même  circonstance,  puisque  les  quantités  b'c" -^^  e'b"j 
eb" — bc"y  et  bc'-^cV  n'entrent  pas  dans  leurs  expressions. 
Toutefois,  dès  qu'on  obtient'^pour  la  valeur  de  l'une  des  inconnues 

une  expression  de  la  forme  —,  on  peut   conclure,   sans  aucoï 

RESTRICTION,  qué  Ics  équatious  sont  incompatibles  en  nombres  finis, 
au  moins  pour  cette  inconnue.  En  effet,  comme  il  résulte  dç  ce  qui 
a  été  dit  n**  67,  que  Tune  des  équations  proposées  peut  être  rem- 
placée par  l'équation  qui  ne  renferme  plus  que  l'inconnue  pour 

A 

laquelle  on  a  trouvé  un  résultat  de  la  forme  —,  il  n'y  a  que  ce 

résultat  qui,  combiné  avec  certaines  valeurs  des  autres  inconnues, 
puisse  vérifier  les  trois  équations  proposées. 
Mais  de  ce  qu'on  obtient  ppur  l'une  des  inconnues  un  r^suK^t  (le  la 

forme  -,  on  ne  peut  pas  conclure  que  les  équations  sont  {ndétermi- 


et,  par  conséquent ,  ^— u-^^—^> 
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n^es;  car^  ainsi  que  nous  Tavons  déjà  fait  observer,  lenàirtlM  nieo»* 

.  '  A 
nues  peuvent  avoir  des'  valeurs  de  ia  ftmiîe  — . 

/  o 

U  3^  a  phis;  c'est  qa^  est  possiUe  qœ  tes  trois  vaiçui^  soient  de  la 

#0  ■       ' 

forme  '-,  sans  que,  pour  cela,.  Von  soit  en  droit  de  conclure  que  les 

équations  sont  indéterminées;  elles  peuvent  même,  dans  ce  cas 
être  incooip^tibles. 
Prenons  pour  exemple  les  trois  équations 

ax  -^  by  ^  cz  ^=  d, 

a'x  4*  ^'u  +  ^'^  =  ^\ 
ma'x-\-  mb'tf-^-  mc'z = md' , 

dont  la  dernière  résulte  de  la^multipUoation  des  dem,  membres  de 
la  seconde  par  le  facteur  m  ;  ce  qui  revient  à  supposer  dans  les  équa** 
tion&  générales  à  trois  inconnues , 

a"  =  a'm,    b"'=:b'mf    e^ssc'm,    d*^=id'my 

on  déduit  de  ces  dernières  relations, 

b'a"—a:b"  =  ù,    tf'a"— a'c"apo,    rf'o"-— a'rf":»o, 
c'b"—b'c":=zo,    d'b"-^b'd"^Oy    d'c"  —  c'd"=o. 

Or,  si  Ton  désigne  par  D  le  dénominateur  commun  aux  trois  valeurs 
de  ap,  y,  2,  et  par  N,  N',  N'S  leurs  numérateurs^  respectifs,  valeurs 
dont  la  loi  de  formation  a  été  établie  n*"  68,  on  trouve,  en  vertu  des 
relations  ci-dessus, 

\}=a[¥c"—c'b")  +  b[c'a"  —  a'c")-\-c[a'b"  —  b'a"]  =  Q, 
'^=d[b'€''—c'b'')-\^b[c'd''—d'c'')  +  c[d'b''  —  Vd")  =  o, 
lS'  =  a(rf;c"— c'rf")  +  rf(cV'— a'c")+e(a'rf"  — rf'a'')  =  o, 

Ainsi ,  les  valeurs  de  x,y^z  se  réduisent  toutes  les  trois  à  la  même 

forme  -. 

o  • 

Dans  le' cas  que  nous  considérons,  on  peut,  jusqu'à  un  certain 
point ,  regarder  -  comme  un  symbole  dUndétermination ,  car  la  troi- 
sième équation  est  une  conséquence  nécessaire  de  la  seconde;  ainsi , 
Ton  n^a  que  deux  équations  réellement  distinctes  entre  trois  incon- 
nues. Gepeiidant,  observons  que  les  résultats  obteni^s  ci-dessus 
auraient  encore  lieu,  1ers  même  cjue  la  seconde  équation  serait  in- 
compatible avec  la  première ,  si  Ppn  avait ,  par  exemple ,  pour  cette 


__j 
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seconde  équation , 

pa,x-^pb.y-\-pc.z  =  q4   {p  étant  >  ou  <j). 

On  voit  donc  que  les  trois  résultats  -  peuvent  quelquefois  corres- 
pondre h  vne  incompatibilité  entre  les  équations. 
L'absurdité  peut  encore  se  manifester  par  trois  valeurs  de  la  forme 

-  bien  qu'aucune  des  trois  équations  ne  puisse  être  considérée  comme 

rentrant  dans^l'une  des  deux  autres  :  c'est  ce  qui  arriverait  pour  les 
trois  équations  suivantes  : 

ax-]-by-]-cz  =  d,    ax -\- by -{- cz z=z d' ,    ax^by-\-cz-=id" 

En  considérant  ce  système ,  pn  reconnaît  facilement  qu'il  ne  peut 
exister  en  nombres  finis ^  à  moins  que  Ton  n'ait  d=d'=rf'\  Il  est 
vrai  que  du  moment  où  cette  dernière  relation  existe,  le  système  des 
équations  devient  indéterminé^  puisqu'il  se  réduit  ànne  seule  équa- 
tion entre  trois  inconnues.  Mais  il  n'en  est  pas  moins  certain  que, 
dans  leur  état  actuel ,  les  équations  sont  incompatibles ,  quoique  les 

trois  valeurs  soient  de  la  forme  - ,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  en 

•  o 

remontant  aux  valeurs  de  D ,  N ,  N',  N",  établies  ci-dessus. 

Prenons ,  pour  nouvel  exemple ,  les  équations 

ax-\'by-\-cz'=:zdy 
a'x  '\'by-{-cz^=^d\ 
a"x+by-^cz^=^d"  ^ 

que  Ton  déduit  des  équations  générales  en  supposant 

b  =  b'=b\    et    c  =  c'=c'\ 

On  trouve  pour  les  valeurs  de  D,  N,  N',  N", 

D   =  a[bc  —cb)  +  a'(cb—  bc)  +a"  (ôc  — cô)  =  o, 
N  =d{bc^cb)  -]- d'icb-^bc)  +d"lbc  —  cb)=:o, 
W^=c{ad'  —  ad''+   da"  —  da'  +a'd"  —d'à"), 
W  =  b[ad"—ad'  +   d'a"—a'd"+    da'  ^da"). 

Les  deux  expressions  de  N',  N"  doivent  être  généralement  différentes 

de  0  ;  ainsi  j  dans  le  cias  qui  nous  occupé^  la  valeur  de  x  est  de  la 

0  A 

forme  -,  tandis  que  celles  de  y  et  de  z  sont  de  la  forme  — . 
o  ^      ^  o 

Pour  interpréta»  ces  résultats,  observons  que  les  équations  ne 
peuvent  exister  simultanément,  à  moins  que  Ton  n'ait 

d  —  ax  =  d'  —  a'x,    d — ax  =  d" — a'!x; 

d'où  l'on  tire       x  =  —, ,    et   a:  =  -^ . 

a — a  a  —a 
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Ici ,  comme  au  n"  75,  il  peut  arri^r  de  deux  choses  Fune  : 
Premier  cas.  Les  deux  valeurs  de  x  ne  s^accordent  pas ,  c^est- 
à-dire  que  l'on  a  >     • 

d'  —  d      d"  —  d> 

a'^a      a"  — a  <    ' 

oi; ,  réduisant  les  fractions  au  même  dénominateur,  et  supprimant 
les  deux  termes  -}'  ad^-^àd,  qui  se  détruisent , 

d'a"  —  da"  —  ad'—a'd"  +  da'  +  arf"  ^  o 

(il  est  inutile  de  tenir  compte  du  dénominateur  commun). 

Or  le  premier  membre  dé  cette  inégalité  n'est  autre  chose  que 
le  facl^ui'  entre  parenthèses,  dans  les. valeurs  de  N'  et  N"  (au  signe 
près  toutefois  pour  N').  Donc  les  valeurs  de  y  et  de  z  se  présen- 

A 

tent  sous  la  forme  infinie ,  ou  —,  quoique  celle  de  x  soit  de  la' 

forme  - .  ^ 

o 

Second  cas.  Les  deux  valeurs  de  x  s'accordent  entre  elles ,  ce  qui 

,      ,    .      d'  —  d      d"  —  d 

entraîne  la  relation  — r-^ r — —  =  o ,  " 

a  — a       a  — a 

ou  d'a"  —  da"  —  ad'  —  a'd"'\'da'^ad"  =  o; 

et  alors  les  deux  valeurs  de  ^  et  de  jz  se  réduisent  à  -  comme  celle 

o 

de  x.  Mais  tandis  .  que  la  valeur  de  x  est  déterminée  et  égale 

à  -7 ou  -r ,  celles  de  y  et  de  z  sont  inderminées ,  puisque 

a  — a       a  —^a  ^ 

Ton  n'a  plus ,  entre  ces  deux  inconnues ,  que  l'équation  unique 

,     ,  ,  da'  —  ad' 

6i/  +  cz  =  a  —  01?  =  — ; .  • 

a  — a 

Ce  cas  particulier  est  analogue  à  celui  du  n*  75,  qui  se  rapporte  à 
deux  équations  à  deux  inconnues. 
Les  exemples  précédents  sufSsent  pour  convaincre  que,   si  le 

A 

symbole  —  dénote  toujours  un  système  d'équations  auxquelles  il  est 

o 
impossible  de  satisfaire,  du  moins  en  nombres  finis,  le  symbole  - 

est  tantôt  un  cavsictàre  ^indétermination  y  tantôt  un  caractère  d^ ab- 
surdité. Quelquefois  aussi  (n*  73)  il  annonce  la  présence  d'un  facteur 
commun  ;  et  ce  qu'on  a  de  mieux  à  faire  pour  interpréter  de  pareils 
résultats ,  c'est  de  remonter  à  l'équation  ou  aux  équations  qui  y  ont 
conduit. 


77.  Lorsqu'on  opère  «direGieniejat  «ur  ées  éqnatkms  pjuteulîèfes  ^ 
on  parvient  à  à'^Mite&  caractères  d'absi^rdité^w  d'iiidéteufiâaaliâii. 
Premier  exemple.  —  Soient  les  trois  équations 

20? +  3^ —   2  =  1631 
Sa?  —  2y  +  72==2^j 

dont  là  dernière  résulte  de  Taddition  des  deux  premières,  ineEnbi« 
à  membre.  En  calculant  D,  N,  N',  N",  d'après  les  formules  générales, 
et  conformément  «au  pri|iici|>e  idu  «"*  ^  ^n  Assmve  successivement 
D  =  o,  N=  o,  N'  =  0,  N" = 0.  Ainsi  les  valeurs  de  x,  y,  z  sont  toutes 

trois  de  la  forme  -  ..Mais  opérons  directement  sur  ces  équations. 

^  îSi  Fon^ëlîmine  z  entre  la  première  et  la  seconde  équation,  puis 
entre  îa  preiïiière  et  la  troisième,  d'après  les  mëfhodes  coimues,  on 
parvient  aux  deux  équations 

igx+igy=i35y 

d'où,  retranchant  de  nouveau  ces  deux  équations  l'urfe  de  Tautre, 

0  =  0 

égalité  qui  n'apprend  rien  -ni  pour  x^  ni  pour  y. 

En  remontant  à  Tune  des  deux  équations  précédentes,  qui,  toute 
simplification  (fsôte,  'devient 

ton  potnra  donner  à  x  tontes  lés  valeurs  îmaghiaMes,  ce  qui  îournira 
I^our  ;y  des  valeurs  correspondantes  tirées  de  cette  dernière  équation. 
Repoi'tant  ces  valeurs  de  a?  et  de  y  dans  Tune  des  .trois  équations 
ifiP€|M>sées,on^1âenâsa  autant  de  valeurs  correspondantes  pour  z. 

Soit  fait,  par  exemple,    x  =  1 ,  a,  5,  4,  •  •  -  > 
il  en  résulte  y  =  6,  5,  4,  3,  .  • .  ; 

d'où,  substituant  dans  la  preoûèreéqnâiicm  du  système  donné, 

z  =  4>  ^>  2,  1, . . .  j 

et  tous  ces  systèmes,  en  nombre  infini ,  vérifient  les  trois  équations 
.proposées. 

Le  symbole  - ,  obtenu  dans  cet  exemple  pour  les  trois  inconnues, 

correspond  donc  ici  à  une  indétermination^  comme  l'égalité  o  =  o,  à 
laquelle  on  est  parvenu  en  opérant^directementiâurl^  équations. 
Deuodème  exemple.  —  Soient  les  équations 

2X-\-'5y —  .%=:  16, 

^X- — 2y  +  7JZ  =  21, 

5a?  —  5y4"S;2  =  i2. 
Pour  fonner  la  troisième,  on  a  retranché  la  première  de  la  seoonde, 
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en  ajoutant  ^utefois  le  nomk'6  ^  «u  seocokd  oiembre  4e  réijpittioli 
résultante.  Le  système  est  donc  absurde;  aussi^  en  calculant  les  va- 
lettre  <te  D)  N-,  N')  N",  au  mo^  <tes  fertftttleB  génëraSes,  t)n  obWeîtt- 
drait  successivement 

^     D  =  o,    N=i33,    N'=— 153,    N"=— i^, 
H:5e  q«i  dôftïieï'aît  ^ïbur  tes  trois  inconnues  dès  vaïews  de  la  forme  - . 

Mais  en  éliminant  directement  z  emtre  là  première  et  la  seconde  équa- 
tion^  puis  entre  la  (M'emière  et  la  troisième^  (mi  parvient  aux  é<|MfttiaAs 

1907+ i9y=  i33,      et       1957 -^  19^*=  108; 
d'où,  retranchant  de  nouveau  ces  ^^atîons  Tune  de  l'autre, 

égalité  absurde  qui  fait  ressortir  Tincompatibilité  dés  équations  pro- 
posées. 

Tfoisième^exmwple,  — Soôeift  les  deux  systèmes 

^  +  9y  +  6^  =  i6  \  a;  +  9y-)-62=i^  \ 

2a?  +  3y  +  2Z=   7  >     (1),  2a?  +  3,y-fa2f=   7  |     (a), 

3a?  +  6y+42=i3  )  3a?  +  6y  +  4z=i9  ) 

que  l'on  peut  considérer  comme  *tfn  cas  pai*tidnlier  du  dernier  exemple 
général  discuté  n°  76  \  car  en  divisant  les  deux  membres  de  la  pre- 
,  mière  équation  de  cliaque  système  par  3,  et  les  deux  membres  de  la 
,  troisième  équation  par  a^  on  obtient  les  nouvelles  équations 


-ir  +  3j^  +  2Z  =  y, 

2a!?-{-3y  +  2JZ=  7 
5  i5 

Ji  2k 


et      2  a?  +  3y  +  31^  =  7  > 


-ic  +  5y +'22  = 


2 


Il  y  «a  toutefois  entre  les  deux  systèmes  cette  difl^ence  que  y  pour 

le  premier,  la  relation  — ; =  —j-, ( du  n°  76)  est  satisfaite,  et 

qu'elle  ne  Test  pas  pour  lé  second. 

Cela  posé ,  Télimination  de  z  entre  la  première  et  la  sçcondè  équa- 
tions, puis  entre  la  seconde  et  la  troisième  du  système  (1)',  donne 
les  detix  résultats  ifleiïtiques,  a?=:  i,  a?  =  i.  Substituant  cette  Valeur 
dans  les  trois  équations  du  même  système  (1),  on  parvient,  toute 
réduction  faite ,  aux  équations 

^  3y  +  î»^  =  5,    3y  +  2Z=5,    5y  +  2«  =  5^ 

qui,  par  Télimination  de  y  ou  de  2 ,  domient  lieu  à  Tégalité  . 

o  1=  o. 


Ce  résultat  correspond  aux  valeurs  de  la  fiorme  ^i,  trouvées  pour 
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les  trois  inconnues  au  moyen  des  formules  générales.  Il  faut  se  rap- 
peler toutefois  (n*  .76)  que  le  symbole  - ,  obtenu  pour  x ,  avait  une 

valeur  déterminée  qui  est  ici  or  =  i,  et  que  le  même  symbole  obtenu 
pour  y  ei  z  indiquait  une  indétermination. 

En  répétant  les  mêmes  calculs  pair  rapport  au  système  (2)^  on 
obtient 

X        '       1   y  ei  X  ■   '  %}  m 

La  valeur  x  =  1  portée  dans  la  première  et  dans  la  seconde  des 
équations  du  système  (s)  donne 

5yrp'2Z=:5; 

et  la  valeur  x=i  —  5  portée  dans  la  seconde  ou  la  troisième  équation 
du  même  système  donne 

Zy+2Z^=mi7; 
si  Ton  élimine  y  eiz  entre  cette  équation  et  la  précédente,  on  trouve 

o  =  12, 

égalité  absurde  qui  correspond  à  la  valeur  -  trouvée  pour  x ,  et  aux 

A  / 

valeurs  de  la  fornle  —  obtenues  pour  y  et  pour  z. 

Les  résultats  0  =  0,  o  =  A ,  auxquels  on  parvient  quelquefois  en 

traitant  directement  des  équations  particulières,  ont  donc  la  même 

0    A 
signification  que  les  symboles  -  »  - ,  que  Ton  obtient  en  appliquant 

les  formules  générales  à  des  exemples  particuliers. 

78.  Nous  terminerions  la  discussion  des  équations  du  premier  degré 
par  Texamen  d^un  cas  trèsrimportant  :  c'est  celui  où,  dans  les 
équations  générales ,  on  suppose  nulles  à  la  fois  toutes  les  quantités 
connues  qui -sont  dîtes  le  second  membre.  Dans  ce  cas,  il  suit  évi- 
demment de  la  loi  de  formation  des  numérateurs  pour  les  valeurs 
générales  des  inconnues  (n°  68) ,  que  ces  numérateurs  s'anéantissent 
tous  en  même  temps,  c'est-à-dire  que  Ton  a  A  =  o,  B=o  ,.... 
Comme  d'ailleurs  il  n'existe  aucune  relation  particulière  entre  les 
coeflScients  a,  6,  c,  a',  b',  c'y.,,  des  inconnues,  la  valeur  de  D, 
qui  résulte  d'une  certaine  combinaison  de  ces  coeflScients ,  est  géné- 
ralement différente  de  0.  Ainsi  l'on  a,  pour  valeur  des  inconnues, 
x  =  o  y  y=  o ,  z  =  0 ,. . .  ;  et  ces  valeurs  vérifient  évidemment  les 
équations  proposées. 

Si  cependant,  outre  Thypothèse,  que  les  quantités  connues  du 
second  membre  soient  nulles, à  la  fois,  on  a  encore,  entre  les  coef- 
ficients des  inconnues ,  la  relation  D  ==  0 ,  les  valeurs  générales  se 

réduisent  à  la  forme  o?  =  - ,  w  =  - ,  etc. 

00 
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Or  je  dis  que,  dans  ce  cas,  les  équations  sont  indéterminées,  mais 
que  les  rapports  des  inconnues  sont  des  nombres  déterminés  y  qu'on 
peut  obtenir  à  l'aide  des  équations  proposées. 

Soient,  en  effet,  les  trois  équations       . 

r 

dans  lesquelles  on  suppose-  (n°  67), que  Ton  ait  D  =  o ,  ou 

ab'e — cuc'b'  +  6a!  b'  —  ba'c"  +  bc'a"  —  cb'a'  =  o. 
Elles  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

z  z  z  z  ,       z  z 

Or  on  tire  des  deux  premières,  en  traitant  -  et  -  comme  deux  in- 

z       z 

X       bd  —  cb'      y       ca'  —  ac' 

connues, -z=^—-r — ny       ="-r> ^« 

'  z       aV — bd      z       ab — ùa' 

■s 

D'où  Ton  voit  qu'en  donnant  à  z  des  valeurs  entièrement  arbitraires  y 
les  valeurs  de  x  et  dey  s'obtiendront  à  Vaide  de  ces  deux  proportions 
dont  les  seconds  rapports  sont  constants  et  égaïuc  à  des  quantités  connues. 
Mais  il  reste  à  savoir  si  ces  valeurs  satisfont  à  la  troisième  équa- 
tion, qui  devient  alors  une  équation  de  condition.  Or  on  trouve,  en 
les  substituant jdans  cette  équation, 

bc'  —  cb'  ,    .,,       ca'-^ac'   ,     ,. 

OU;^  réduisant  et  écrivant  les  termes"  dans  un  ordre  convenable, 

aôV''  —  a€'b"  +  ca'b''  —  ba'c'  +  fe'a"  —  cb'a''  =  o, 
condition  qui,  par  hypothèse,  est  satisfaite.  % 

79.  Ceci  nous  conduit  naturellement  à  l'examen  d'une  circonstance 
dont  le  second  problème  du  testament,  résolu  n*^  49,  lious  a  pffert 
un  exemple  :  c'est  celle  où  renoncé  de  la  question  conduit  à  un 
nombre  d'équations  réellement  différentes,  plus  grand  que  celui  de» 
inconnues  à  déterminer. 

Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  la  question  renferme 
n  inconnues,  et  donne  lieu  à  m  équations  différentes.,  m  étant  >  n. 
//  faut  d'abord  combiner  entî^e  elles  un  nombre  n  des  équations  pro^ 
posées  y  pour  en  tirer  les  valeurs  des  n  inconnues;  substituer  ensuite 
ces  valeurs  dam  les  (m  —  n)  équations  restantes^  ce  qui  donne  lieu  à 
autant  de  relations  entre  les  données;  et  ces  dernières  relations  doivent 
être  vérifiées,  pour  que  le  problème  soit  possible,  tel  qu'il  a  été  énoncé. 
Les  (m  —  n)  relations  ainsi  obtenues  se  nomment  des  équations  de 
condition. 

-  80    Récapitulation  de  la  discussion  précédente.  —  Il  résulte  de  cette 
discussion  :  l^  Qu'un  système  d'équations  du,premier  degré  à  pareil 
Alg.  B.,  iV  éd.  .  7 
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nombre  d'iôconnues  ne  peut  étre^  en  général,  satisfait  que  d'ime 
seule  rïiaiiière  (n*'  67)  ; 

2°.  Que  toute  t;a/ewr  positivey  trouvée  pour  une  inconnue^  répond 
directement  aux  équations  du  problème  y  sans  repeindre  tou|aurd  à 
renoncé  (n^  70)  ; 

3*.  Que  toute  valeur  négative  ne  répond  qu'indirectement  à  TënoDcé 
ou  aux  équations  qui  en  Mmi  Ift  traduction  algébrique^  mais  répond 
toujours  aux  équations  considérées  dans  un  sens  purement  algé- 
brique (n°»59  et  7i); 

'A 
4°.  Que  toute  expression  de  Informe  —,  trouvée  pour  une  ou  plu- 
sieurs des  inconnues^  indique  une  incompatibilité  dans  le  système 
d'équations  prqdosé^  du  moin»  l'impossibilité  d'y  satisfaire  e»  nom- 
bres finis  pour  toutes  les  inconnues  (n°*  72,  74  et  76); 

5*.  Que  le  symbele  -,  obtenu  pour  une  ou  plusieurs  inconnues, 

correspond ,  sort  à  une  indétermination,  soit  à  une  incompatibilité 
[ti^  7^,  74,  75,  76),  soit  à  la  présence  d'un  facteur  commun  entre 
les  deux  termes  de  cbaque  fraction  qui  s'est  rédttite  à  cette  forme 
(n*»73); 

6\  Que,  si  tous  les  seconds  membres  du  système  d'équations  pro- 
posé sont  nuls,  les  valeurs  se  réduisent  généralement  à  o;  que  si,  à 
cette  hypothèse,  on  ajoute  celle  que  le  dàiominateur  commun  des 
valeurs  des  inconnues  soit  o^  le  nombre  des  systèmes  de  valeurs  est 
infini;  mais  ces  valeurs  sont  assujetties  à  avoir  entre  eUes  des  rap- 
ports constants  (n**  78)  ; 

7°.«  Que,  lorsque  le  ndUibrô  des  équations  est  plus  grand  que  celui 
des  inconnues,  le  problème  n'est  passible  qu'autant  que  ïes  valeurs 
des  inconnues  déterminées  par  un  nombre  d'équations  égal  à  celui 
des  inconnues  aaliàfont  aux  autres  équations  (n^  79). 

81 .  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  susceptiblcss  de  dis- 
cussion ,  ou  dont  la  résolution  présente  quelque  intérêt  : 

QtJATORzièuE  PROBLÈBiE.  —  Un  banquier  a  deux  espèces  de  monnai&: 
il  faut  a  pièces  de  la  première  pour  faire  un  écu;  il  faut  h  pièces  de  la 
seconde  pour  faire  la  même  somme.  Quelqu'un  vient  et  demande  c  pièca 
pour  un  écu.  Combien  le  banquier  lui  donnera-t^il  de  pièces  de  chaqtut 
espèce  pour  le  satisfaire  ? 

fftép...  1"  espèce,  ■  ^  ~|l  ;'       »•  espèce,       ^   ') 

Quinzième  problême.  —  Trouver  les  deux  côtés  contigus  d'um  «f- 
tanghy  en  supposant ,  i**.  que  ces  deux  côtés  soient  entre  eux  dam 
un  rapport  donné      :  n;  a',  que,  si  Vxm  augmente  ou  diminue  fe 
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eôiés  de  êe  fé'âttfnt^ié  ëéÈ  ymntitês  dont^êB  à  'éi  h^  la  suirfàcé  mi 
attentée  ou  dimihuêê  de  là  ^uiantité  p. 

En  supposant  les  côtés  augmentés^  on  trouve' 

fm^mb  *  ^        .       na  -j-f  m6  * 

Seizième  problème.  —  On  demande  les  biens  de  trois  personnes  y  n 
A,  B,  C,  sachant  y  i°.  qite  la  somme  du  bien  de  A  et  de  l  fois  les 
biens  de  B  et  Ù  est  égale  à  p;  2**.  que  la  somme  du  bien  de  B  et  de 
m  fois  les  biens  de  A  et  ù  est  égalg  «  q;  3°.  que  la  somme  du  bien 
de  C  et  de  n  fois  les  biens  de  k  et  fe  est  égale  «  r. 

(Cette  question  est  susceptible  d'être  résolue  assez  simplement  par 
rintroduction  d^uhe  ineetinue  auliliaitô  dans  le  cours  du  calcul  : 
cette  incoimue  est  la  somme  des  trois  biens.) 

D1X.-SSPTIB11B  PReBLÈHs.  —  Trouver  les  biens  de  6  personnes  A  ^  B , 
C,  D,  È,  F,  d'après  les  conditions  suivantes  :  l^  la  somme  des 
biens  de  A  et  B  est  a;  celle  des  biens, de  €  et  D  es^  b;  la  sorrim^des 
biens  de  E  et  F  estxi-,  ^'*.  le  bien  de  A  vaut  m  fois  lé  bien  de  G;  le 
bien  de  D  vaut  n  fois  le  bien  déE;  le  bien  de  F  vaut  p  fois  le  bien  de  Bi 

(Ce  problème  peut  être  résolu  par  le  moyen  d'une  seule  équation 
à  une  seule  inconnue.) 

Ces  différents  énoncés  sotit  extraits  de  V Algèbre  de  M.  LàuHiier, 
de  Genève,  ouvrage  recomîBandable  par  te  ehoix  de;5  questions  ^'il 
propose  pour  exercices.    - 


ae 


CHA1>ITRÈ  lîL 

RÉSOLUTION  DES  PROBLÈMES  £T  DES  ÉQUATIONS  DU  SECOND  bEGRE. 
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82.  Introduction.  -^  Lorsque  l'énoncé  d'un  problènnie  conduit  à 

une  équation  de  la  forme  ax*  =  b^  dans  laquelle  l'inconnue  est  mul- 
tipliée pSLf  elle-même,  l'éguation  est  dite  du  second  degré 9  ei  les  prin- 
cipes établis  dans  les  deux  chapitres  précédents  sont  insufiîsants  pour 
sa  résolution^J  maïs  comme,  en  divisant  les  deux  membres  par  a, 

on  obtient  a?*  =  -,  il  s'ensuit  que  la  questiem  se  réduit  à  trouver  un 

nombre  qui^  midtipliépar  lui-même^  peut  produire  le  nombre  exprimé 

par  -  :  c'est  l'objet  de  Yextracii&n  dé  list  raéine  tê^f'êe. 

Nous  avons  exposé,  demi  lïotfè  Aritkrfétiqttê,  avec  tous  les  détf^ils 


/ 
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convenables  y  les  divers  procédés  d'extraction  de  la  racine  carrée  des 
nombres  particuliers^  soit  entiers,  soit  fractionnaires;  nous  n'avons 
donc  à  développer  ici  que  les  règles  relatives  à  T^Ltraction  de  la 
racine  caiTée  des  expressions  algébriques. 

g  ^^ ->■  FORMATION  DU  CARRÉ  ET  EXTRACTION  DE  U  RACINE  CARRÉE 

DES  QUANTITÉS  ALGÉBRIQUES. 

83.  Considérons  d'abord  le  cas  d'une  quantité  monôme^  et  pour 
découvrir  le  procédé  de  l'extraclion  de  la  racine  carrée,  voyons  com- 
ment on  forme  le  carré  d'un  monôme; 

On  a^  d'après  les  règles  de  la  multiplication  des  monômes  [n''  i6]; 

c'est-à-dire  que ,  pour  élever  un  monôme  au  carré ,  il  faut  élever  son 
coefflcient  au  cc^ré ,  et  doubler,  chacun  des  exposants  des  différentes 
lettres.  Donc^  pour  revenir  d'un  monôme  carré  â  sa  racine ,  il  faut, 
1**.  extraire  la  racine  carrée  du  coefficient ,  d'après  les  règles  ex- 
posées en  Arithmétique;  a*,  prendre  la  moitié  de  chacun  des  expo- 
sants. 

Ainsi  Ton  a        v^64a«6*=:8a^é*; 
et  en  effet,        (Sa'è'f  =  8a'ô'x8a»6«  =  64a«ô*. 

De  même  v/625a«6*e«  =  !25a6*c»; 

car  ^  '   (25a6*c')*  =  625a*6V«.' 

Il  résulte  de  la  règle  précédente  que ,  pour  qu'un  monôme  soit  le 
carré  d'un  autre  monôme,  il  faut  que  son  coefficient  soit  un  carré  par- 
fait,  et  que  tous  ses  exposants  soient  pairs.  Ainsi  98^6*  n'est  pas  un 
carré  parfait,  parce  que  98  n'est  pas  un  nombre  carré  parfait^  et 
que  a  est  affecté  d'un  exposant  impair. 

Dans  ce  cas ,  on  fait  entrer  la  quantité  dans  les  calculs  ^  en  Taifec- 

tant  du  signe  \/     ,  et  Ton  écrit  ainsi  :  \/gSab^. 

On  appelle  ces  sortes  d'expressions,  des  monômes  irrationnels ,  et, 
plus  spécialement,  des  radicaux  du  second  degré. 

84.  On  peut,  toutefois,  faire  subira  ces  expressions  quelques  sim- 
plifications fondées  sur  le  principe  suivant  :  La  racine  carrée  du  pro- 
duit de  deux  ^ou  plusieurs  facteurs  est  égale  au  produit  des  ?*acines 
carrées  de  ces  facteurs;  ou,  en  langage  algébrique, 

\lahcd. . .  =  y^tt .  y  6 .  y  c .  sjd. ... 

.  Pour  démontrer  ce  principe,  observons  que,  d'après  la  définition 
de  la  racine  carrée  d'un  nombre,  on  a 

\^abcd,..,)  =:abcd»*»» 
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D'un  autre  côté, 

(y/ûX  v^éXv/c'.. .)  ^(V'a/'.iV^)  •Iv^)  ...=aic. .•. 

Donc,  puisque  les  carrés  de  sfabcd. ..  et  de  ^fa.sjb.sfc.  \Jd,,  .-* 
sont  égaux ,  ces  quantités  sont  elles-mêmes  égales. 

Gela  posé,  l'expression  ci -dessus,  v^g^Jfr  * ,  peut  se  mettre  sous  la 

forme  v^49é*Xaa=  s/zigb^X^na. 

Or  v^496*  se  réduit  (n-»  83)  à  7  6  *  ;  donc 

y/gBttè*  =  76*.  V^âô^ 
On  a  de  même 

v/864a^A*c^'  =  V^i44a*6*c»^X66c=  laaôV».  v^66c. 

En  général ,  pour  simplifier  un  monôme  irrationnel ,  mettez  en, 
évidence  tous  les  facteurs  carrés  parfaits  ^  et  extrayez-en  la  racine 
[vl"  83);  puis  placez  le  produit  de  toutes  ces  racines  en  avant  du 
signe  radical  y  sous  lequel  vous  laissez  d'ailleurs  les  facteurs  non  carrée 
parfaits. 

Dans  les  expressions  yb^^^a,  5abc^5bd,  mab^c^  sj^bc^  les 
quantités  7^*,  5ate,  i2ai*c',  s'appellent  les  coefficients  du  radical. 

85.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  pas  eu  égard  au  signe  dont  le 
monôme  peut  être  affecté.  Cependant,  puisque,  dans  la  résolution 
des  questions,  on  est  conduit  à  considérer  des  "quantités  mopômes 
précédées  du  signe  +  ou  du  signe  — ^,  il  faut  savoir  comment  opérer 
sur  ces  sortes  de  quantités.  Or  le  carré  d'un  ndonôme  étant  le  pro- 
duit de  ce  monôme  par  lui-même,  il  s'ensuit  (n**  62)  que,  quel  que 
soit  son^  signe,  le  carré  de  ce  monôme  est  positif.  Ainsi,  le  carré  de 
+  5a*6'oude — 5a*6^  est +.25«*ô'. 

D'où  Ton  peut  déjà  conclure  que,  si  un  monôme  est  positif,  sa  racine 
carrée  peut  être  indifféremment  affectée  du  signe  +  ou  du  signe  — . 

Ainsi,  y^gû*  =±:  3fl*  ;  car  -f  3a*  ou  —  3a',  élevé  au  carré,  donne 
également  -f  9a*.  Le  double  signe  db  dont  on  affecte  la  racine  s'é- 
nonce plus  ou  moin$. 

Si  le  monôme  proposé  est  négatif,  l'extraction  desi|  racine  est  im- 
possible, puisqu'on  vient  de  voir  que  le  carré  de  toute  quantité,  posi- 
tive ou  négative,  est  essentiellement  positif.  Ainsi  sj  —  9,  V, — 4«*, 

V^  —  5  sont  des  symboles  algébriques  qui  représentent  des  opéra- 
tions impossibles.  On  les  désigne  sous  le  nom  de  quantités,  ou  plutôt 
d'expressions  imaginaires  :  ce  sont  des  symboles  d'absurdité  que  l'on 
rencontre  souvent  dans  la  résolution  des  problèmes  du  second  drgré. 
On  fait  toutefois,  par  extension^  subir  à  ces  symboles  les  m^es 


simplifications  qu'aux  expi^essioas^lrràtionnelles  qui  fifirçDt  4^  opé- 
rations exécutables,  C'est  ainsi  que 

V^— 9  revient  (n®  84)  à  y^  .  v^ — i,   ou  5^ —  i  ; 

de  même,  sl'—l^a^  =  ^  l\6^  .  sf—i  ==  a  a  y^—  x, 

86.  Tâchons  maintenant  de  découvrir,  po^u^  le earré  d'an  polyBâraa 
/  quelconque,  «ne  /oi  rfe  /br^fljîon  (loQt  i^pu;^  pQi^ioUs  déduire  un 
procédé  pour  Textraction  de  la  racine  carrée. 

On  a  déjà  vu  {n°  19)  que  le  earré  d^uii  binôme,  a  +  6^  est  égal  à 
a*4-aa6  +  6*. 

Soit  actue^epfient  à  former  le  carré  d'un  triuômç  ^4-^  +  ^-  Dési- 
gnons, pour  le  moment,  a-\-h  par  une  seule  lettre  $;  il  vient 

(a  +  6  +  c)»=:(s  +  c)«  =  5»+asc+c*. 
Or  on  fi 

«•  =  (a-f  6)»=3co*+  aa6  +  6*,       a«c  =  a  (a  + ^)^  =  î*^»^-h  «èc. 

Donc  (a+ 6  +  c)?  =  a*+aa6  +  ^*+aac4-a6c-f-c'i  c'est-à- 
dire  que  le  carré  drun  trinôme  se  compose  de  la  somme  des  cartes  des 
trois  termes^  et  des  doubles  produits  de  ces  termes  multipliés  deux  à 
deux. 

Je  dis  que  cette  loi  de  composition  est  appIicaUe  à  un  pol3n3ôn)e 
queli^nqua.  Eu  effet,  supposoçiSf la  vérifia  pour  un  potynônie  d'un 
nombre  quelconque  de  tortues,  ^\  prouvons  quelle  p^ut  s'éteaÛreà  u& 
polynôme  renfermapt  un  teriuç  de  plus, 

Afin  d'y  parvenir,  soit  a^b-\-c-{-d-\- , .  .-^i-^k^VL  polynôme 
composé  de  m  -f  I  termes;  et  clésignons  par  «  la  somme  des  m  pre< 

miers  termes  a -|-i-f^  +  ^+^  ••  4-t;«+AW*^*^^l^P^lyiiô'"* 
proposé,"  et  l'on  a  (s  -f  4)*  =^*  +  a^**  +  *%  ou>  fsemetla^t  à  la  place 
de  s  sa  valeur, 

(«+Jfc)«={a+*+c+d+. .  .+«)»+a(a+fc+c-frf. .  .+»)*+*«. 

Or  la  première  partie  de  cette  expression  se  compose,  par  hypo- 
thèse, des  carrés  de  tous  les  termes  du  premier  polynôme  et  des  dotales 
produits  de  tous  ces  termes  multipliés  deux  à  deux;  la  seconde  partie 
renferme  tous  les  doubles  produits  des  termes  du  prerriîer  polynôme  par 
le  nouveau  terme  introduit  k  ;  enfin,  la  troisième  partie  est  le  carré  de 
ce  terme.  Donc  la  loi  de  con^position  énoncée  ci-dessus  est  encore  vraie 
pour  le  nouveau  polynôme.  Mais  elle  a  été  reconnue  vraie  pour  un 
trinôme;  donc  elle  a  lieu  pour  un  polynôme  de  quatre  termes  :' étant 
vraie,  ppyr  quafre^  elle  Test  nécessairement  -pour  ciuq^  et  $^iasi  de 
suite.  Donc  eUe  est  générale. 

'  On  peut  énpnoer  la  loi  d'une  autre  manière  :  Le  carré  d'icn  poly- 
nôme, referme  le  ççrré  du  pren^ier  terme,  plus  le  double  produit  du 


pymmer  t^rme  par  fo  seeoné,  plus  le  cùrrt  eu  second;  plus  les  doubles 
prùduits  de  ehaeun  des  deui  premiers  termes  par  le  troisième,  plus  le 
carré  du  troisième;  plus  les  doubles  produits  de  chacun  des  trois  pre- 
miers termes  par  le  quatrième,  plus  le  carré  du  quatrième;  et  ainsi  de 
stnte.  Cet  énoncé,  qui  est  évidemment  compris  dans  le  premier,  nous 
conduira  plus  aisément  au  procédé  de  Textrac^ioa  de  la  racine  carrée 
"d'un  polynôme. 

On  trouvera ,  d'après  cette  loi , 

(5a»  — 4<iô')«  ==  25a« -- 4oa*è»  +  rôa't*;  ^ 

(3a«— 2aè-f46*)'=9a*— i2a»à-f4a*6'  +  a4a«6*— -i6«^^+i6AS 

oq,  réduisant^    9a* —  iaa'^  +  aSa**' —  iGa^^-f  i^'*J 

(5a'6  — 4a*c-f  6fc«  — 5a*c)*  =  a5a*&'  — 4oa»è*c4-76a**'c* 
—  48aô*c'-h  366«c*  — 3oa*6c+  i44a»èc*  — 36a'fe»  +  9a*c*. 
Passons  à  Textraction  de  la  raciiie  carrée. 

87.  Désignons  par  N  le  polynôme  dont  il  faut  obtenir  la  racine,  et 
par  H  eette  racine,  que  nous  supposons  pour  le  m*oment  déterminée; 
concevons ,  en  outre ,  que  ces  deux  polynômes  soient  ordonnés  par 
rapport  aux  puissances  descendantes  de  l'une  des  lettres  qu'ils  ren- 
ferment ^  a  par  exemple. 

Cela  posé,  fobserve  d'abord  que  les  deux  premiers  termes  dé  N' 
(en  le  supposant  ordonné)  peuvent  donner  siir-le-champ  le  premier 
et  te  second  terme  de  H;  en  effet,  il  résulte  évidemment  de  la  loi  de 
formation  du  carré  (n°  86),  i*.  que  le  carré  du  premier  terme  de  R 
renferme  un  exposant  de  la  lettre  a ,  plus  grand  qu  aucune  des  autres 
parties  qui  entrent  dans  la  composition  du  carré  de  R  ;  2*.  que  le 
double  produit  du  premier  terme  de  R  par  le  second  renferme  aussi  un 
exposant  plus  élevé  que  dans  les  parties  iuivantes.  Auisi ,  les  deux 
parties,  dont  nous  venoiis  de  parl^r^  n'ayant  pu  se  réduire  avec  les 
autres ,  sont  néceH^ajirement  les  deux  term^  de  N  aâ^ctés  du  plus 
haut  exposant  de  a ,  et  de  l'exposant  immédiatement  inférieur.  D'où 
il  suit  que,  si  N  est  repliement  un  ciM^ré  parfîiit ,  l^  son  premier 
terme  doit  être  un  carré  parfait  y  et  la  racine  de  ce-terme,  extraite 
d'après  le  procédé  du  n^  83 ,  est  le  premier  terme  d^  R  ;  2*".  son 
second  terme  doit  être  divisible  par  le  double  du  premier^  terme  de  R  | 
etf  en  effectuant  cette  division,  on  a  pour  quotient  le  second  terme  de  R. 

Afin  de  pouvoir  obtenir  les  termes  suivants ,  formom  le  carré  du 
Hnême  déjà  trouvé,  et  retranchons-le  rf^  N  ;  le  reste ,  que  nous  dési- 
gnons par  N',  renfernfô  encore  les  doubles  produits  du  premier  terme 
de  R  par  le  troisième ,  au  second  terme  de  R  par  le  troisième,  plus 
une  suite  d'autres  parties.  Mais  le  double  produit  du  premier  terme 
par  le  troisième  doit  renfermer  a  avec  un  exposant  plus  grand  que  dans 
lesparties  suivantes,  et  ne  peut,  par  conséquent,  avoir  été  réduit  avec 
ces  parties.  Donc  ce  double  produit  est  le  premier  terme  de  N': 


N 


lO/l  EXTRACTION  DE  LA  RACINE  CARRÉE 

ainsi  ^  ce  premier  terme  doit  être  divisible  par  le  double  du  premier 
terme  de  R;  ef ,  s«  l'on  effectiAe  cette  division,  le  quotient  est  le  troi- 
sième terme  de  M, 

Pour  obtenir  de  nouveaux  termes ,  il  faut  former  les  doubles  pro^ 
duits  du  premier  terme  et  du  second  par  le  troisième  y  plus  le  catré 
du  troisième,  puis  retrancher  tous  ces  produits  du  reste  N',  ce  qui 
donne  un  reste  N"  qui  renferme  encore  le  double  produit  du  premier 
terme  de  R  par  le  quatrièihe .  plus  une  suite  d'autres  parties.  Mais 
on  prouvera ,  comme  précédemment ,  que  le  premier  terme  de^"  est 
nécessairement  le  double  produit  du  premier  terme  deR  par  le  quatrième. 
Ainsi,  en  divisant  le  premier  terme  de  N"  par  le  double  du  premier 
terme  de  R,  on  a  pour  quotient  le  quatrième  terme  de  R  ;  et  ainsi  de  suite. 

N.  B.  —  Il  est  absolument  indispensable,  après  avoir  obtenu  les 
deux  premiers  termes  de  la  racine,  de  retrancher  le  carré  du  binôme 
trouvé  du  polynôme  N;  car,  ordinairement  le  carré  du  second  terme 
de  R  renferme  a  avec  le  même  exposant  que  dans  le  double  produit 
du  premier  terme  par  le  troisième  7  par  conséquent ,  il  a  dû  se  ré- 
duire avec  ce  double  produit.  Ainsi ,  ce  n^est  qu'après  avoir  soustrait 
ce  carré,  du  polynôme  N,  qu'on  peut  assurer  que  le  premier  terme 
du  restç  est  égal  au  double  produit  du  premier  terme  de  R  par  le 
troisième.  La  même  remarque  s'applique  aux  trois,  quatre, . . .  pre- 
miers termes  trouvés. 

Nous  laissons  aux  élèves  studieux  le  soin  de  déduire  des  raison- 
nements précédents  le  procédé  général  de  l'extraction  de  la  racine 
carrée  d'un  polynôme;  il  leur  suffira,  pour  cela,  de -réunir  toutes 
les  parties  xjui  sont  ea  caractère  italique.  Nous  allons  d'ailleurs  en 
faire  l'application  à  un  exemple  particulier. 

Soit  proposé  d'extraire  la  racine  carrée  du  polynôme 

49a' 6'— 24a*'  4-25a*  —  3oa*6+  i6ô*. 

,     a5û*— 3oa»*  -f49a*6«— a4a*'»+i66*  )   5a^— 5a»  +  46' 
— 25a^-\-5oa^b  —  ga^b*  jTP^ô* 

i"  reste. ..  40 a* 4*—  2^ab^  +  ï66*" 
— 4ofl»6'+  2^a¥  — 166* 

a*  reste. . .  o 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme  par  rapport  à  a,  on  extrait  la 
racine  carrée  de  25  a*,  ce  qui  donne  5  a*  que  Ton  écrit  à  la  droite  du 
polynôme,  puis  on  divise  le  second  terme  —  3oa'6  par  10 a*,  double 
de  5  a*  (on  écrit  10  a*  au-dessous  de  5a*);  le  quotient  est  —  3ab  que 
l'on  place  à  la  droite  de  5  a*.  Les  deux  premiers  termes  de  la  racine  sont 
donc  5a* — Saô.Carrantce  binôme,  on  trouve  25 a*  —  5oa^b-{--ga*b*, 
qui,  retranché  du  polynôme  proposé  ,^donne  un  reste  dont  le  premier 
terme  est  40a* i*.  Divisant  ce  premier  terme  par  loa*^  double  de  5a*, 
on  obtient  pour  quotient  +  4  ft*  -  c'est  le  troisième  t^rme  de  la  racine 
que  l'on  écrit  à  la  droite  des  deux  premiers  termes.  Formant  le  double 
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produit  de  5â' — 5aé  par  4**'^  et  le  carré  de  4**?  on  trouve 
4oa*é*— ra4aô*+  166*,  polynôme  qui,  retranché  du  premier  reste, 
donne  o  pour  reste  final.,  Ainsi  5a* — 5aô+46^.est  la  racine  de- 
mandée, ou  plutôt  (n«  81)*rune  d^s  valeurs  de  la  racine  demandée. 
L'autre  valeur  est  —  5a^-\-5ab  —  ^b^,  eion  l'olîtiendrait  en  écrivant 
—  5a*  pour  la  racine  carrée  de  +-a5a*,  puis  divisant — 3oa'i 
par — io.«'>  et  continuant  l'opération  comme  ci -dessus.  Mais  il, 
est  plus  simple,  dès  qu'on  a  obtenu  la  première,  d'écrire  ensuite, 
pour  la  seconde,  —  (5a* —  3a6  +  4^*). 

Les  commençants  peuvent  s'exercer  sur  les  carrés  qui  ont  été  dé- 
veloppés n°  86.  . 

88.  Si  le  polynôme  proposé  l'enférmail  plusieurs  termes  afTectés 
de  la  même  puissance  de  la  lettre  principale ,  il  faudrait  disposer  le 
polynôme  comme  il  a  été  prescrit  pour  la  division  (n®  29)  ;  puis  on 
appliquera  le  procédé  ci-dessus  en  regardant  comme  une  seule  et 
même  partie  la  somme  algébrique  des  termes  affectés  dé  la  même  puis- 
sance, fet  remplaçant,  dans  l'énoncé  de  ce  procédé,  les  mots  :  pre- 
mier terme ^\x  polynôme,  premier  tet^e  du  reste,  prerkier  terme) 
second  terme,,. r,  de  la  racine,  par  les  expressions  :  première  partie 
du  polynôme,  ou  partie  affectée  de  la  plûs^  haute  puissance ,  première 
partie  du  reste,  première,  seconde,,.,  partie  de  la  racine.  Au  sur- 
plus, ces  sortes  d'exemples  se  présentent  fort  rarement. 

89,  Nous  terminerons  par  les  remarques  suivantes  : 

1**.  Un  binôme  ne  peut  jamais  être  un  carré  parfait,  puisqu'on  sait 
que  le  carré  du  palynôme  le  plus  simple,  c'est-à-dire  d'un  binôme, 
renferme  trois  parties  distinctes  qui  ne  peuvent  éprouver  aucune 
réduction  entre  elles.  Ainsi,  l'expression  a*  + 1*  n'est  pas  un  cfarré; 
il  lui  manque  le  terme  zh  aaé  pour  qu'elle  soit  le  carré  de  a  zL  6. 

2**.  Pour  qu'un  trinôme  ordonné  soit  un  carré  parfait,  il  faut  que  les 
deux  termes  extrêmes  soient  des  carrés ,  et  que  celui  dii  milieu  soit 
le  double  produit  des  racines  carrées  des  deux  autres*.  Alors  la  racine 
du  trinôme  peut  s'obtenir  immédiatement.  Extrayez  les  racines  des 
deux  termes  extrêmes,  et  affectez  les  deux  racines  du  même  signe  ou  de 
signes  contraires,  suivant  que  le  terme  moyen  est  positif  ou  négatif. 
Vérifiez  ensuite  si  le  double  produit  de  ces  deux  racines  donne  le  terme 
moyen  du  trinôme.  •  ' 

Ainsi,  9a«  — 48a^**  +  64a*** 

a    pour   racine   carrée,    s/ga^  —  v^64a*6*,    ou   ±(3a'  —  8a6*); 
car  5a»X— i6aô*  =  — 48a*ô*. 

4a*-f-i2aô  —  96*  ne  peut  être  un  carré  parfait,  quoique  4»* 
et  96*  soient  les  carrés  de  aa  et  de  36,  et  que  i2ab  =  2aX6b', 
mais-  —  96*  n^est  pas  un  carré. 

3*.  Lorsque,  dans  la  série  d'opérations  que  comporte  le  procédé 


/ 
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gé^érfil ,  le  premicop  ter-m^  de  Tun  deiK  i^te^  n'est  pus  exademeat 
divisible  par  le,  'double  du  preoiier  tenite  de  la  raoine^  ou  peui  en 
conclure  que  le  pol^^nàme  proposé  n'est  pas  un  carré  partit.  C'est 
um  conséquence  évidente  des  raisonqements  que  noua  »vobs  faits 
pour  parvenir  à  ce  procédé. 

4%  Ënfîny  on  peut,  quand  il  y  a  lieu^  appliquer  aux  racinc^s  carrées 
des  polynômes  non  cftrré^  parfaUs  les  siinplificationa  da  u*^  84. 

Soit,  par  exemple,  l'expression  ^a^b-^-  4«*^*  +  4***« 
La  quantité  sous  le  radical  n'est  pas  un  carré  partait;  maïs  elle  peut 
se  mettre  sous  la  forme  a6{«*  +  4<*^  +  4**)»  Or  le  fecteur  entre  pa- 
renthèses est  évidemment  le  carré  de  a  +  ^  h;  d'où  l*on  peut  con- 
clure (n^  84) 

y/a'fc+4a«6'  +  4a6»  =±(a+  at)  s/ïîb (*). 

90.  Calcul  des  radicaux  du  second  degré,  —  L'extraction  de  la 
racine  carrée  donnant  naissance  à  de  nouvelles  expressions  algé- 
briques, telles  que  ^a^  3  y^,  7  v^a,  connues  sous  le  nom  de  quanii- 
tiiés  irrationnelles  ou  de  radicaux  du  second  degrés  il  faut  établir  des 
règles  pour  effectuer  sur  ces  expressions  les  quatre  opérations  fonda- 
mentales, 

Définition.  — >  Deux  radicaux  du  second  degré  sont  dits  semblable 
lorsque  la  quantité  qui  est  aous  le  radical  est  la  même  pour  les  deux 

radicaux.  Ainsi,  Za\jb  ei5  cs/b^  9  V^  et  7  y^a,  sont  dits  des  radi- 
caux semblables. 

Addition  et  soustraction,  —  Pour  ajouter  ou  soi)^traire  des  radicaux 
semblables,  on  ajoute  ou  l'on  soustrait  les  deuic  coefficients^  puis  on 
affecte  la  somme  ou  la  différence  du  radical  commun.  Ainsi  Ton  a 

Za/b  +  5c\/b  =  {'5a  +  5c)sf6,    Za\/b  —  5c ^=^{Za  —  Sc)  )/d] 

de  mèxm 

7  y'âiâ  +  S  )f^ss:  loVaâ,     7  /»«  —  3  y/aa  =  4  v'^i. 

Deux  radicaui  peuvent,  au  premier  abord»  n'être  pas  seniblables^ 
et  le  devenir  par  les  simplifications  du  n°  84.  ' 

Par  exemple, 

V'48a5*  +  *  V^75 a^=  46  y/3iï  +  56  s/Za=igb  sfZa  ; 

2v/45  — 3v^5  =  6v/5--3v/5  =  3  sfs. 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables,  on  ne  fiiit  qu'indiquer  l'ad- 
dition ou  la  soustraction.  Ainsi,  pour  ajouter  3  y^^  à  5  V'a ,  on  écrit 
simplement,  5  y^a  -f  3  y/6.     - 

'  ^'  "'         '  "  ■  ■  ■■      .      Il    ■    ■    ■    I  I  1,1    Hlj         III      ■*    f    I  ■—  I      ■■■    ■    .■^i^^W^M  II  ■ 

(*)  Voyeft  la  note  I  à  la  fin  du  yolume. 


Ainai 


Multiplication^  —  ?oup  multiplier'  deux  i^icimi^  eotre  eux,  on 

multiplie  l'une  par  Vautre  les  deux  quantités  eompriêf»  $(mi  k  HffM 
radical^  et  Von  affecte  le  produit  du  signe  radical  commun. 

Ainsi  sTaXsfb  ='s/aXb  ; 

c'est  le  principe  du  n°  84,  énoncé  dans  uu  ordre,  inverse. 

S'il  y  a  des  coefficients,  on  commence  par  les  multiplier  entre  tmas^  et 
Von  écrit  leur  produit  en  avant  du  rçidicçil^ 

P^§$pmpl^9      3  \/5atX4v/2oa=n3  iQ  y^iooa«6  3=  laoa  s/h, 

*    *2âv(^X5ay'6ë=6a*\/éV=6a*d<', 

Division.  -«•  Pour  diviser  deux  radicaux  l'un  par  l'autre,  Avisez  /es 
deux  quantités  comprises  smis  le  signe ,  Vune  par  Vautre,  et  affectez  le 
quotient  du  signe  radical  commun. 

En  effet,  les  carrés  de  ces  deux  expressions  sont  égaux  k  la  mdme 

a  ^ 

quantité  -  ;  c(pnc  ces  deux  expressions  sqi^  égales. 

S'il'y  a  des  coefficients,  on  écrit  leur  quotient  comme  coefficient  du 
radical,  — sPar  exenoiple, 

91 .  Il  existe  deux  transformations  d'un  usage  fréquent  dans  Téva- 
iuation  numérique  des  radicaux. 
Lapremièris  consiste  à  faire  p^ser  sous  le  radical  le  coefficient  de 

ce  radical.  Soit,  par  exemple,  l'expression  3  a  ^5è;  on  observe  qu'elle 

revient  (n"  90)  à  v/gô" X  \/5b,  jou  sf^ôFTsh  =  s/^5a*h. 

Ainsi,  pour  faire  passer  sous  le  signe  d'un  radical  le  coeflScient  de 
ce  radical,  il  suffit  d'élever  le  coefficient  au  carrée 

Voici  l'usage  principal  de  cette  transformation  :  Que  l'on  ait  à 

évaluer,  à  une  unité  prè$,  l'expreasion  6  v^.  Comme  i3  n'est  pas  un 
carré  parfait,  on  ne  peut  obtenir  qu'une  valeur  approchée  de  sa  racine. 
Celle-ci  est  égale  à  3,  plus  une  certaine  quantité  plus  petite  que  i  ; 
mais  en  multipliani  cette  racine  par  ê,  on  a  i8,  plus  le  prodiÉt  par  6 
de  la  quantité  pl^s  petite  que  i  ;  et  le  résu^tfit  total  peut  avoir  iiae 


laae 
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partie  entière  plus  grande  que  18.  Afin  de  déterminer  exactement 
cette  partie  entière,  on  met 

6  V^Î3    sous  la  forme    v^6VÎ5  =  v^36xi3  =  v^468. 

Or  la  racine  carrée  de  468  a  ai  pour  partie  entière;  donc  ôy/Ts  est 
égal  à  ai,  plus  une  partie  d'unité  qui  ne  peut  être  déterminée  exac- 
tement. * 

On^trouvera  de  même  que  12  V7  =  3i,  à  moins^d'ibe  unité  près. 

La  seconde  tranformation  a  pour  but  de  rendre  ratioimels  les  déno- 

a              a^  Ai 
minateurs  d'expressions  telles  que —;,  .^^^9  p  étant  des 

P+\/^    P—^9'^ 
nombres  entiers  quelconques ,  ainsi  que  q,  qui  est  a^tfeurs  supposé 

mm  carré  parfait.  On  parvient  souvent  à  ces  sortes  d'expressions  dans 

la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 

Or  on  atteint  ce  but  en  multipliant  les  deux  ternies  de  la  fraction 

par  p  —  v'^  si  le  dénominateur  est  p  -^  \/q^  et  par  J?  +  v^j  si  le  dé- 

nominateur  est  p —  \/q.  En  effet,  la  somme  de  deié quantités  multi- 
pliée par  leur  différence  donnant  (n**  6)  pour  produit^^a  différence  des 
carrés^  on  a,  par  la  multiplication  indiquée,  ^ 

a       _        a[p—sjq)  _à{p  —  ^q)^ap  —  a^^ 

'    P-Vfq       [p+srq)[p-fq)  ^'"^    ,;      ^'"«j    ' 

p-fq       [p-fq)[p+fq)         P'-^  P'-^i/ 

»•  I 

expressions  dont  le  dénominateur  est  rationnel. 

Pour  donner  une  idée  de  l'utilité  de  cette  transformation,  suppo- 
sons que  Ton  ait  à  évaluer  approximativement  l'expression 

7  , 
5— \/5' 

Elle  revient  à  -^ — '  /    \  ou  bien  à  /       . 

9  —  5  4 

Or  7  v^  est  la  même  chose  que    v^49X5,    ou    y/ 24^,  quantité 
dont  la  valeur  est  1 5,  à  une  unité  près.  Ainsi 

5 —  \IZ       al  +  i5  +  une  fraction       56  v  .      . 

— -1-  = ! '   _  =  _  =  g,  à  i  près. 

7  4  4 

Si  l'on  voulait  avoir  une  valei^  plus  exacte  de  cette  expression^,  il 
suffirait  de  calculer  \[vLÙfi  avec  un  certain  degré  d*approximatiûn, 
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d'ajouter  ai  à  la  racine  obtenue  y  puis  de  diviser  la  somme  par  4 ,  ou 
d'en  prendre  le  quart. 

Prenons  pour  second  exemple  Texpressiori 

et  proposons-nous  de  Tévaluer  à  o^oi  près. 

On  a  7V^      ^7  s/^  js/Ti  —  sf^) _;;s/55  —  7^T5  , 

sjVi  +  sIl  »»-3  ,     8 

Or  ^y/55  =  v^55 x 49  =  /3695==  61,91,  à  0,01  près, 

et  7  /Ï5  =  V*^  ><  49  =  V^735  =  37,11; 

donc    ^^         =     '^  =  -^  =  3,10,  à T^ près, et 

même  à  -^  près,  à  cause  de  la  division  par  8, 
On  trouverait,  par  un  procédé  analogue, 

5  +  3v/7 


5  y  13  —  6y6 


5,16,  à  0,01  près. 


N.  B,  —  On  pourrait  bien  calculer  ces  sortes  d'expressions  en  éva- 
luant approximativement  chacun  des  radicaux  qui  entrent  tant  au  nu- 
mérateur qu'au  dénominateur.  Mais  comme  on  n'aurait  pas  une  va- 
leur exacte  du  dénominateur,  on  ne  se  formerait  pas  aussi  facilement 
une  idée  précise  du  degi'é  d'approximation  obtenu»  tandis  que,  par 
le  moyen  indiqué,  le  dénominateur  étant  rendu  rationnel,  on  sait 
tout  de  suite  à  q^oi  s'en  tenir  sur  le  degré  d'approximation. 

Les  principes  de  l'extraction  de  la  racine  carréei  des  nombres  par- 
ticuliers et  des  quantités  algébnques  étant  établis,  nous  pouvons 
passer  à  la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 

§  IL  —  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ. 

9:2.  On  distingue  deux  espèces  d'équations  du  second  degré,  les 
équations  à  deux  termes  ou  incmnplètes,  et  les  équations  à  trois  termes 
ou  complètes. 

Les  premières  sont  celles  qui  ne  renferment  que  des  termes  affectés 
du  carré  de  l'inconnue,  et  dçs  termes  tout  connus  ;  telles  sont  les 
équations 

U*=5;  ix^—7=Zx^  +  Q\  ^a?*— 5+  — ar«=-^— a?*+^. 
.     ^         '  '  ^^^  5  '   13  34  '34 

On  les  appelle  équations  à  deux  termes^  parce  qu'au  moyen  de 
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deux  iransforaiàtioiis  géo^le^  des  n^^»  49  èi  44^  on  peul  IcmjOërs  les 
ramener  à  h  forme 

En  effet,  considérons  la  troisième  équation^  qui  est  la  plus  com- 
pliquée; on  a  d'abord,  en  chassant  les  dénominateurs , 

8x*  —  72+  ioa?*  =  7  — a4a?'4"  ^99» 
puis ,  réduisant ,  4^  ;»*  =«  3^8 .  * 

Les  équations  à  trois  termes  ou  complètes  sont  selles  qui ,  outre  le 
carré  cb  ritux>nntte,  renferment  la  première  puissance  de  celte  in- 
connue :.  telles  sont  les' équations 

■ 

elles  peuvent  toujours  être  ramenées  à  la  forme  ax*  -{-te=c,  au 
moyen  des  de^\  transformations  déjà  citées. 

Èemarque. — Souvent  iltie  équation  (îu  premier  degré  en  appa- 
rence se  trouve  élevée  au  second  degré,  après  la  disparition  des  dé- 
nominateurs. 

Soit,  par  exemple,  Téquation  — -r- —  = ; 

si  Ton  chasse  les  dénominateurs,  elle  devieât 

ou,  effectuant 'les  calculs  et  réduisant, 

%x*  -{-mœ^  10. 

En  général^  toutes  les  foh  que  x  entre  dans  les  dénominateurs  d'une 
équation,  im  niôpeuljtigerdtt  degré  de  cette  équation  qu'après  avdir  fait 
disparaître  les  dénominateurs  (n""  44),  et  opéi^é  toutes  les  réductions. 

^i»  Équation  à  deux  ikrmes ax*=J.  (i) 

La  résolution  de  cette  équation  n^offre  aucune  difficulté. 
On  en  déduit  d'iabord 

h 
Cela  posé,  si  -  est  un  nombre  positif  ^  entier  ou  fi^ctionnaire,  on 

pourra  en  obtenir  la  racine  carrée,  soit  exactement,  soit  par  approxi- 

Baation^  d'après  1^  procédés  exposés  en  ÂrHhmétique^  et  si  7  est 

algébrique,  on  lui  appliquera  les  procédés  de  la  racine  carrée  des 
quantités  algébriques.  Le  résultat  obtenu  daufi^  chaque  cas  exprimera 
une  valeur  de  4?  propre  à  vérifier  l'équation. 
Mm  stroB  observe^  que  $  le  carré  ds  ^m  ou  de  *—m  ét«it  ^a- 
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leraent  +  m^  (&«  %^)^  on  petit  prendre  ïnàitlémûmmt  le  résultai  d^t 
nous  venonr de  parler,  sdt  avec  le  signe  4^9  soit  avec  te  signe  -^, 
on  doit  conclure  que  Téquation  (a)  a  réelletlent  à&ût  soltttionA  ife- 
présentées  par 

V  « 

(  le  double  signe  zh  se  prononçait  jo/ta  oti  motV»)* 
En  effet,  substituons  séparément  dans  l'équation  (1) ,  à  la  place 

de  X,  chacune  des  valeurs  +  V/~^  —  v""^  ^*  ^'^^* 


aX(  +  \/-)=6,    ou    «X-=*,    ou    6  =  6, 


s/lh- 


et        «xl  — V/-)=&>    ou    aX-  =  fe,    ou    b=:b. 

\    V  «/  «  ,     ' 


^ 


Il  est  d'ailleurs  évident  que  ces  valeurs  soût  les  seules  qui  puis- 
sent vérifier  Téquation  (2) ,  et  par  conséquent  Péquation  (1). 

b 
N.  B.  Lorsque  -  est  une  quantité  négative,  les  deux  valeurs  de  x 

Ssont  imaginaires  ^n**  85);  ce  qui  veut  dire  que  l'équation,  ou  le 

1  problème  dont  elle  est  la  traduction  algébrique,  ne  peut  être  sa- 

(tisfaite  par  aucon  nombre,  soit  exactement ,  soit  approximative- 

)ment. 

Soit  pauTâsrafileTéquatioQ 

3  '12  24  24 

on  a  déjà  reconnu  (n*  92)  que  cette  équation  se  réduit  à 

42jî*  =  37«;  t 

donc  a;'  =  -r-=Q,    et    a?  =  ±3. 

42       ''^ 

Soit  encore  Téquation         5  ap  *  =  5  5 

on  en  déduit  a:  =  ifc  W  -  =  ±:  r  v^i5. 

Conime  i5  n^est  pas  un  carré  parfait,  on  ne  peut  déterminer  ces 
>    deux  valeurs  de  x  que  par  approximation. 

94.  Équation  complète ^ oar*  4*  ^  ==  ^• 

Pour  résoudre  cette  équation,  divisons  les  deux  membres  par  le 
coefiScient  de  a;' ,  et  posons ,  pour  plus  de  simplicité ,    * 

b  c 

a      ^      a      ^ 
il  vient  '  £p*-f*^*  =  f*  (*) 
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^  Gela  posé ^  observons  que,  si  Ton  pouvait  raipener  le  premier 
membre,  x^  -^px,  au  carré  d'un  binôme^  une  simple  extraction  de 
racine  carrée  réduirait  lléquation  à  une  équation  du  premier  de^é. 
Or,  en  comparant  ce  premier  membre  au  carré  du  binôme  (à:  -f-  a) , 
c'est-à-dire  k  x^  -\-  2ax  -\-  a^ ,  on  voit  que  x^-\-px  se  *  compose  du 
carré  d'un  premier  terme  x,  plus  du  double  produit  de  x  par  un  se- 

cond  terme  qui  est  alors  nécessairement  -  (car  on  a  /?x  =  2.  -  ./r). 


2 


D'où  il  suit  que ,  si  Ton  ajoute  kx^-^pxle  éarré  de  —,  ou  — , 

2  4 

le  premier  membre  de  Téquation  deviendra  1  a?  +  -  ]  '. 

■  '  p^ 

Mais,  pour  ne  pas  troubler  Tégalité,  il  faut  aussi  ajouter  —  au 

4 

second  mdfnbre;  et  il  vient,  par  cette  transformation, 

d'où,  extrayant  la  racine  carrée , 

(On  met  ici  le  double  signe  zb,  par- la  raison  que  le  carré  de 

+  \j  +  9y    o«de    —ULj^q^     est  également    ^  +  ç.) 
Tirant  enfin  la  valeur  de  a?,  on  obtient 

Comme  il  est  d'ailleurs  évident,  d'après  l'équation  (a),  qu'il  n'y  a 

que  +  \/t  +  î^  ^"  "-"  \/7-  +  î?  qui  puisse  représenter  la  va- 

P 
leur  de  a;  +  -,  il  s'ensuit  nécessairement  que 


sont  les  seules  valeurs  de  x  qui  puissent  vérifier  l'équation  (2) ,  et,  pai' 
conséquent,  la  proposée  (i)  dont  l'équation  (2)  n'est  qu'une  trans- 
formée. 

Ainsi,  rinconnue  de  toute  équation  du  second  degré  a  deux  va- 
leurs et  ne  peut  en  avoir  davantage. 

On  peut  d'ailleurs  établir  cette  règle  générale  pour  résoudre  une 
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équation  complète  du  second  degré  :  —  Après  avoir  ramené  V équa- 
tion à  la  forme  x*-f-  px  =  q>  ajoutez  aux  deux  membres  le  carré  de 
la  moitié  du  coefficient  deXy  ou  du  second  terme;  extrayez  la  racine 
carrée  des  deux  membi^es  en  ayant  soin  d'affecter  la  racine  du  second 
membre  y  du  double  signe  ±3  tirez  enfin  la  valeur  de  x  de  cette  nouvelle 
équation. 

La  double  valeur  de  x,  à  laquelle  on  parvient  par  ce  moyen,  peut 
s'énoncer  ainsi  en  langage  ordinaire  :  la  moitié  du  coefficient  de  x, 
pris  en  signe  contraire,  plus  ou  moins  la  racine  carrée  de  la  somme 
algébrique  du  carré  de  la  moitié  du  coefficient  de  x,  et  du  terme  tout 
connu. 

Soit,  pour  premier  exemple,  Téquàtiou 

X^ X  +  ';  =  S  —  z:X  —  X^  +  -^. 

\  ■ 

On  trouve  d'abord,  en  chassant  les  dénominateurs, 

i       10x5  —  6a?  +  9=96  —  Sx — i2x*'{-2y5y 

ou,  transposant  et  rédiysant^ 

•■    •  ' 

*  aaa;*-j-aj;  =  36o, 

,   ,    'a  56o 

et  ♦  •     x'  +  ' —  X  =  — . 

22  aa 

Ajoutons  maintenant  f  —  \    aux  deux  membres;  Téquation  de- 
vient 

*  23  \2a/.         aa         \2a/ 

d'où,  extrayant  la  racine  carrée,  . 

-     .  +  i.  =  ±i/?£  +  (JL)'. 

,    aa  \    fàn         \î*?/ 

aa        V    aa        Vaa/ 

résultat  conforme  à  renoncé  ci-dessus. 

Il  {este  maintenant  à  effectuer  les  calculs  numériques. 

56o       /  '  \* 
Réduisons  d^abord  —  -f  il  —  )    à' un  seul  nombre  qui  ait  (aa)' 

aa         \ aa  / 

pour  dénominateur  commun;  on  a  .        ' 

S60       /  1  y_36o-Xa3+i  _\7Q2t 

"ïr"^\aa/    ^         (22)*         "^(22)''' 
Alg.  B.,  iV  éd.  ,  8 
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Or  la  racine  carrée  de  792 1  est  exacte  et  égale  à  8g  ;  donc 


V     22  \22/  22' 


22 

•     22 

22 

1 

22 

22 

_92_ 

22 

— 

45 

11 

1  Rr* 

et,  par  conséquent,  x  = dr  — . 

*^  22       22 

Séparons  chacune  des  valeurs  *,  il  vient 

L-L?E—       —  —  A 

X  =  - 

Ainsi,  des  deux  valeurs  propres  à  satisfaire  à  l'équation* proposée^ 
Tune  est  un  nombre  entier  absolu ,  et  Tautre  un  nûaibi4  fraction- 
naire négatif.  ^ 

Soit,  pour  second  exemple,  Téquation  -  / 

6:r*  — 3;a:  =  — 5j,  ^ 

qui  revient  à  x* ^x  =5  —  —'  '    ^  * 

6  6^/ 

Si  l'on  ajoute  (  —  )   aux  deux  membres,  il ^ent         ^ 

--i'+(l)'=-ï+(S>-  V 

d'où,  extrayant  la  racine  carrée,  r        ^ 

—  ]  — ^  à  uti  seul  nombre ,  èbsea^ns  que 

{ia)*  =  12 X  12  =  6X24;  ainsi,  il  suflSt  de  multiplier. 5;^par  24, 
puis  1^7  par  lui-même,  et  de  diviser  l'excès  du  second  prodAit  sur  le 
premier  par  (12)*.  ï 

Or  37X37==»369,        57X24œi568j/      ^ 

amsi 


/57\^       57_.i 
V12;         6  -(laj*- 


*v  37     ,       1  ,  .        '   l  12  1^         12  6' 

Donc         a=  — it~     ou  bien    ^  i-»      wr      la       o 

12       12 


12  12  12 
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On  remarquera,  dans  cet  exemple,  que  chacune  des  deux  valeurs 
est  positive  et  répond  directement  à  renoncé  de  la  question,  do;it 
réqualion  proposée  peut  être  considérée  comme  la  traduction  algé- 
brique.    '  '  ,  * 

Soii  maintenant  Téquation  littérale 

^^«  —  aa?*  +  aaJP  =  iSab —  i8fr*  j 
on  a  d*abord,  en  changeant  les  signes,  transposant^  puis  divisant 
para,  a?*  —  ax=2a*  —  g^b-^gb^; 

d'où  f  complétant  le  carré , 


X* — ax 


4        4 
extrayant  la  racine  et  transposant  ^ 


V 


Or  §—  —  gab  +  9**  a  évidemment  pour  racine 5i;   ^ 

4  a 

a^  /5a      .a''      .,  .  .  (   ^=      aa  — 36, 

donc        x  =  ^dz{ 56),     d'où  *  j  ,  ^. 

a        \a  /  (   x  =  —    «  +  36. 

Ces  deux  valeurs  seront  positivée  à  la  fois  si  Ton  a  aa>56  et 
56  >  ûy  c'est-à-dire  si,  a  et  6  étant  tous  deux  positifs,  on  a  6  plus 

grand  que  -,  mais  plus  petit  que  ---.  -      ' 

ù  O 

Nous  proposerons  pour  exercices  les  équations 

X*  —  7  0?+ 10  =  0. ..  valeurs  1      ""  ?  1  ; 

iar— 4— a:?*+aa:— 5ar«=45— 5«*+4a?  1  l'^l  \  ào,oiprès; 

û«-|-6«  —  aèa?-l-^*= — r"*-»^  .donne 

n 

a?tt=~5 :  ibn ± i/a*m*  +  b^m^-^ à*nA  ]   ^ 

95.  On  peut  résoudre  Téquation  «j?*  +  6x  =;ç  c  sans  faire  dispa- 
raître le  coefficient  de  x^;  mais  les  tranalcrmations  soat  plus  cgsa* 
pliquées. 

Le  terme  oop*  peut  être  mis  60U9  la  f(H*me  [x  v^)^  et  le  terme  6« 

jsous  celle-ci  :  %xsjax  —7=-  d'où  ii  suit  que  oâ?'  -|-  64P  représente 

ay^a'- 
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les  deux  premiers  termes. du  carré  de  x^a-\ z'    ainsi,    en 

aioutaRt  ( \  oû  -7-  aux  deux  membres,  on  rendra  le  premier 

membre  un  carré  parfait. 
Effectuons  celte  transformation;  Téquation  devient 

b*  *• 

ax'  +  bx+  —=€  +  —; 

b  I        ^ 

extrayant  la  racine ,  xsla  A 1  ^=  di  \  /  c  4-  :—  ; 

^  2v^a  V         4«' 


^  Wâ     V    ^4« 


d'où 

Divisant  les  deux  membres  par  ^a,  et  observant 

b       r  *  * 


on  obtient  enfin        ar  = :li\/-+  -— ;, 

—b.±sj(^ac  +  b* 


ou  [bien  encore ,        x  = 


2a 


résultat  auquel  on  parvient  plus  aisément  en  mettant  d'abord  l'équa- 

b  c 

tion sous  la  forme x^ -\~  -  x=  -:  et  nous  n avons  exposé  la  mé- 

thode  précédente  que  comme  un  simple  exercice  de  calcul  sur  .les 
radicaux  du  second  degré. 

96.  Appliquons  ces  principes  à  la  résolution  de  quelques  problèmes. 

Phemibr  problème.  —  Trouver  un  nombre  tel  que  le  double  de  son 
carré  f  augmenté  du  triple  de  ce  nombre ,  donne  pour  somme  65. 

Soit  X  le  nombre  inconnu;  on  a,  poiu*  Téquation  du  problème, 

2X^  +  ôx  =  659  y\ 

5  ^  .  /65   ,    9  3   .   a3   f  .      ^ 

donc      j:  =  ~-+---=5,    et    x  =  —  y --=v-i\: 

4^  4  .    ^      ^       \i  N 

La  première  valeur  satisfait  à  la  question  dans  le  sens  de  son 


énoncé.  En  effet  3 

î»X(5)»4-3x5  =  2X25  +  t5  =  65. 

Pour  interpréter  la  seconde,  observons  d'abord  qne^  si  Ton  rem- 
place jj  par  —  X  dans  Téquation  aa?'  +  5x  =  65 ,  il  fl^y  a  qne  te  coef- 
ficient de  3a?  qui  change  de  signe,  car  ( — ar)*.==ar*.  Ainsi,  au  Keu 

5       a5  3  *    33  t3 

d'obtenir  a?  =  —  -  di  —-,  on  trouvera  a?  =  -  di  ---  o»  aî  =  — ,  et 

4       4  4       4  ^ 

jp  =  —  5 ,  valeurs  qui  ne  diffèrent  des  précédentes  que  par  le  signe. 

i3 
Ainsi  ^  Ton  peut  dire  que  la  solution  négative ,  con3idérée  indé- 

pendamment  de  son  signe ,  satisfait  au  nouvel  énoncé  :  Trouver  un 
nombre  tel  que  le  double  de  son  carré,  diminué  du  triple  de  ce  même 
nombre,  donne  65  pour  différence.  En  effet,  on  a 


9  2  2 


(t)'- 


^  DeuXièue  PROBLEME.  —  Une  personne  a  acheté  un  certain  nombre  de 
mètres  de  drap  pour  340  fr.  Si,  avec  la  même  somme,  elle  avait  eu 
3  mètres  de  moins  du  même  drap,  le  mètre  lui  mirait  coûté  4  fr,  de 
plus,  —  On  demande  le  nombre  de  mètres  acheté. 

Soit  X  ce  Jiombre;  -^  exprime  alors  le  prix  du  mètre.  Si,  pour 

îî4o  fr. ,  elle  avait  5  mètres  de  moins,  c'est-à-dire  x — 3  mètres ,  le 

prix  du  mètre  serait  alors  représenté  par ^.  Mais  d'après 

renoncé,  ce  dernier  prix  surpasse  le  premier  de  4;  on  a  dc)nc 
l'équation 

*ï4o        240 * 

X  —  3        X  ' 

d*oii  l'on  lire ,  en  chassant  le  dénominateur  et  réduisanl , 

.  x^  —  3a?=  180. 

3±:27 


'=hv4 


Donc  X  =  -  ±1  V/  7  +  180  =. 

ce  qui  donne  a?  =  i5  et  a?  =  —  la. 

♦La  valeur  ar.;=  i5  satisfait  à  l'énoncé;  car  i5  mètres  pour  240  fr, 
donnent  -~-  ou  16  fr.  pour  le  prix  du  mètre;  et  12  mètres  pour 

240  fr.  donnent  pour  le  prix  du  mètre,  20  fr.,  nombre  qui  surpasse 
16  de  4. 

Quant  àla  seconde  solution,  on  peut  former  un  nouvel  énoncé  au- 
quel elle  convienne.  En  effet,  romontons  à  l'équation,  et  changeons  x 


en  —  ar;  il  vient 
340 


—  x  —  3 


240 


X 


=  4,    ou  bien 


^40 

X 


240 


=  4, 


x  +  5. 

équation  qui  peut-être  traduite  en  langage  ordinaiie  de  deux  manières 
dillérentes  :  1".  Une  personne  ft  acheié  un  certain  nombre  de  mètres  de 
drap  pour  240  fr»;  si  elle  avait  payé  la  même  somme  poUr  3  mètres  de 
pluSf  le  mètre  lui  aurait  coûté  4  fr>  de  moins.  —  On.-demande  le 
nombre  de  mètres  acheté^    , 

2°.  Une  personne  a  vendu  un  certain  nombre  de  mètres  de  drap 
pour  240  fr,  ;  H,  pour  la  même  somme,  elle  avait  vendu  3  mètres  de 
plus,  le  mètre  lui  aurait  été  pal/é  4  fr*  ^  moins,  --^On  demande  le 
nombre  de  mètres  vendu  » 

Ce  dernier  énoncé  se  rapporte  peut-être  plus  immédiatement  au 
changement  de  signe  de  x,  puisqu'un  achatnégatif  peut  être  consi- 
déré comme  une  vente. 

En  résolvant  d'ailleurs  Téquation  de  Tun  de  ces  énoncéfe,  on  trou- 
verait évidemment  j:=;i2,ir=:  —  i5;car  l'équation  réduite  devien- 
drait x^-\'5x==  180 ,  au  lieu  de  x^^ —  3a?  =180, 

N.  B.  —  Les  deux  problèmes  précédents  offrent  une  DOttvelle 
confirmation  du  principe  établi  n°  59  poor  les  problèmes  du  premier 
degré;  et  nous  en  donnerons  (n°  99)  une  démonstration  pour  toute 
équaticm  du  second  degré  à  une  seule  inconnue. 

Troisième  problIme.  —  Un  négocient  escompte  deux  billets,  l'un  de 
8776  fr.  payable  dans  9  mois,  Vautre  de  7488  fr.  payable  dans  8  mois; 
il  paye  pour  le  premier,  de  plus  que  pour  le  second,  1200  fr,  —  On 
demande  le  taux  d'intérêt  d'après,  lequel  il  a  dû  escompter. 

Solution.  —  Pour  rendre  les  calculs  plus  simples,  désignons  par  x 
l'intérêt  de  100  fr.  pour  uu  mois,  ou  par  120?  Tintérêtpour  un  an; 
9a?  et  8  a?  sont  les  intérêts  pour  9  mois  .et  8  mois  :  donc  100  +  9:2?  et 
100  -f-  8a?  représentent  ce  que  doit  devenir  le  capital  100  fr.  au  bout 
de  9  mois  et  8  mois.  Ainsi,  pour  déterminer  les  valeurs  actuelles 
des  deux  billets  de  8776  fr.  et  7488  fr. ,  il  faut  établir  tes  propor- 
tions 

*  .  «    ^       877600 

100  + 9a?:  100  ::  8776:  — ^~ , 

I  ioo  +  9a? 


100  + 8a?  :  100  ::  7488  : 


748800 

ioo  +  8a?' 


et  les  quatrièmes  termes  de  ces  proportions  expriment  ce  que  le  né- 
gociant a  payé  pour  chacun  des  billets.  Donc,  en  vertu  de  l'énoncé, 
on  a  Téquation 

877600  74880Q 

i0Q4-9ar       ioo  +  8a? 
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OU,  observant  que  les  deux  membres  sont  divisibles  par  4oO| 

3194  .  1^7»      _3 


100+9^         100 -|- 8a? 
Chassant  ie&  dénominateurs  et  r46diiisant^  en  trouve 

d  OU        x  = ^  zt  \  /  — —  +         . 

216    V  216    (ai")\ 

—  2198  drv/5  306404 


Donc  5?  = 


2l6 

—  2i98±:v^53o64o4 


ouj^  multipliant  par  1 2^      120?  = 

Pour  obtenir  la  valeur  de  12  a?  à  0^01  près,  il  suffit  d'extraire  la 
racine  carrée  de  53o64o4  à  0,1,  près,  puisque  cette  racine  doit  être 
ensuite  divisée  par  18. 

La  racine  cariée  de  53p64o4  est  23o5,5  ; 

-^2108  ±2303,5 
donc  125?== ^ — -; ; 

par  conséquent,  12  a?  =  — ^  =  5J86, 

>o 

,  --^45oi,5  ^      . 

et  ^       125?= — ^  =p:  —  25o,o8« 

lo  • 

La  valeur  positive,  12  a?  =2  5,86,  représente  donc  le  taux  d'intérêt 
cherct)é. 

Quant  à  la  solution  négative,  elle  ne  peut  être  regardée  quecomn^e 
liée  àia  première  par  une  même  équation  du  second  degré.  En  effet, 
si  Ton  remontait  à  Téquation,  et  qu^on  changeât  a?  en  -^o;,  on  tra« 
duirait  difficilement  la  nouvelle  équation  dans  un  énoncé  analogue  à 
celui  du  problème  proposé.  '      ^ 

Quatrième  problème.  —  Un  homme  achète  un  cheval  qu'il  vend ,  au 
bout  de  quelque  temps ^  pour  24  louis,  A  cette  vente  ^  il  perd  autant 
pour  100  ,  du  prix  de  son  achat,  que  le  cheval  lui  avait  coûté,  —  On 
demande  le  prix  de  l'achat. 

Solution.  —  Soit  x  le  nombre  de  louis  que  le  cheval  lui  a  coûtés; 

a?-*^24  est  une  première  expression  de  la  perte  quMl  a  faite.  Mais 

puisque,  d'après  l'énoncé,  il  perd  autant  de  louis  sur  100  qu'il  y  a 

a?  "^  a?* 

d'unités  dans  a?,  sur  1  louis  il  perd  - — ,  et  sur  a?  louis  il  perd . 

^  *^       100  *^'    100 

On  a  donc  l'éqtfation 

==x  —  24, 


100 


d'où  J?*  — IO0«i=  —  3&O0, 

çt  j?  =  5o  ±:  V  2600 — 24oo  =  5odiio. 

Donc  x=:z^Q      et      a?  =  4o. 

(]es  deux  valeurs  satisfont  paiement  à  la  question. 

En  effets  supposons  d'abord  que  60  soit  le  prix  de  Taobai;  comme 
34  est  le  prix  de  la  vente,  36  est  la  perte  que  l'homme  éprouve.  D'un 
autre  côté,  il  doit,  en  vertu  de  renoncé,  perdre  60  pour  100  de  60, 

c'est-à-dire  les  —  de  60,  ou ,  nombre  qui  se  réduit  à  56  ; 

100  -  100 

ainsi,  60  satisfait  à  Fénoncé. 

Soit  maintenant  40  leprix  dePachat;  16 est  la  perte  qu'il  éproine. 

D'ailleurs,  il  doit  perdre  40  pour  loo  de  40,  où  40  X  —  >  nombre 
'  '  100 

qui  se  réduit  à  16;  ainsi,  40  vérifie  encore  l'énoncé. 

m  ^  * 

^  Discussion  générale  de  l'équation  du  second  degré. 

Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  résolu  que  des  problèmes  du  second 
degré,  dont  les  données  étaient  exprimées  par  des  nombres  parti- 
culiers. Mais  pour  être  en  état  de  résoudre  des  problèmes  généraux 
et  d'interpréter  tous  les  résultais  auxquels  on  peut  parvenir  en  attri- 
buant aux  données  des  valeurs  paHiculières ,  il  faut,  en  reprenant 
l'équation  la  plus  générale  du  second  degré,  examiner  les  circon- 
stances qui  résultent  de  toutes  les  hypothèses  possibles  faites  sur  les 
coefficients.  Tel  est  l'objet  que  nous  nous  proposons. 

97.  Mais  avant  de  passer  à  cette  discussion,  nous  ferons  connaître 
un  fait  analytique  qui  n'est,  du  reste,  qu'un  cas  particulier  d'une 
proposition  dont  la  généralité  sera  démontrée  p^ar  la  suite  pour  toute 
équation  d'un  degré  quelconque  à  une  seule  inconnue. 

Soit  réqùation  générale  * 

x^-{-px  =  q,     ou  plutôt    a?*  -i-  px — q  =  0, 
pour  laquelle  on  a  trouvé  (n*  94) 

Transportons  daps  le  premier  membre  tous  les  termes  de  ces  deux 
dernières  égalités ,  ce  qui  donne 

m  * 

et  multiplions.ces  nouvelles  égalités,  membre  à  menobre ,  en  obser- 
vant que  les  premiers  membres  peuvent  être  considérés,  l'un  comme 
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la  diffiârenôe  >  Vâutre  comme  la  somme  des  deux  q^aaiités 

^  +  f   et   y/f +  ?; 

il  vient  (^  +  f)  ~  (4  +  *)  "^  *^^   ■ 

ou,  réduisant,  rr*+;)a?  —  y  =  b. 

D'où  l'on  voit  que  le  premier  membre  de  toute  équation  du  second 
rf^jr^  ramenée  préalablement  à  la  forme,a;*  +  /wc — î  =  o;  est  le 
produit  de  de)ix  facteurs  du  1"  degré  en  x ,  qui  ontx  pour  partie  eom- 
mu9ie,  et  pour  partie  non  commune  chacune  des  valeurs  de  x  changées  de 
signes;  en  sorte  que  si: Ton  désigne  par  x',  x"  ces  deux,  vateurs,  00  a 
l'identité 

a?*  -^px  —  q=:{x  —  X*)  [x—  x"). 

C'est  probablement  cette  propriété  qui  a  fait  donner  le  nom  de 
racines  aux  valeurs  de  l'inconnue  [puisque  ces  valeurs  étant  obte^ 
hues ,  on  peut  recomposer  l'équation]. 

En  gén^l ,  on  appelle  racine  d'une  équation ,  toute  expression 
numMque  ou  algébrique,  réelle  ou  imaginaire,  qui,  substituée  à  la 
place  de  l'inconnue  dans  l'équation,  rend  le  premier  membre  identi- 
quement égal  au,  second.  Ce  mot  est  pris  ici  dans  une  acception  diffé- 
rente de  celle  qu'on  lui  avait  attribuée  jusqu'alors  par  rapport  aux 
nombres. 

98.  La  propriété  précédente  peut  encore  être  démontrée  par  un 
moyen  susceptible  de  conduire  à  des  couséqu^ces  assez  impor- 
tantes. 

Appelons  a  une  quantité  de  nature  quelconque ,  et  divisons  par 
X  —  a  le  premier  membre  de, l'équation  x^  -\'px  —  q  =  o, 

x^  +  px—ql 1 ; — 

'  ^        ^  {  x  +  a-^p 

-i"reste..»         +(«+J^)^  —  î? 

a«  reste...         -^-à^+pa  —  q. 

La  division  du  premier  terme  x^  du  dividende  par  le  premier  terme 
X  du  diviseur  donne  pour  quotient  x,  et  pour  i*'  reste  («Vf-  p)x — q; 
la  division  du  i*'  terme  (a-{-p)x  de  ce  reste  par  x  donne  pour 
nouveau  quotient  a  +/>,  et  pour  nouveau  reste  a*  +  P^  —  î >  quan- 
tité indépendante  de  x. 

Cela  posé,  si  a  est  racine  de  l'équation  x^  +  px  —  ^  =  0,  on  a 

nécessairement  a^-{-pa — y  =  o  ;  ainsi,  le  2«  reste  de  la  division  ci- 

dessus  étant  nul,  la  division  totale  est  exacte,  et  le  premier  memb9*e 

de  l'équation  proposée  est  divisible  par  x — a. 

,     Réciproquement,  si  la  division  de  a?*+/?jr — q  par  x  —  a  eàt 


exacte,  on  a  néûeasairemiMtt  a^-i-pa-^qzso,  c'est^-à^dire  que  a 
est  racine  de  Téquatioa» 

Comme,  dans  le  cas  où  a  est  racine,  œ  —  a  divise  exactement 
x*-\-px — 5^,  et  donne  pour  quotient  a? -4"^  +  /^^  réciproquement 
x-\-a'\'p  divise  exactement  a?*  rf-  pa?  +  9^»  ^*  donne  pour  quotient 
œ  —  a;  d'où  Ton  peut  conclure  que  la  quantité  — a — p  est  elle- 
même  une  racine  de  la  proposée. 

Ainsi,  ridentité  x^-{-px — q^\oc — a)(a?  +  a  +  P)  démontre  la 
propriété  du  n**  97.      ^ 

Voici  maintenant  les  conséquenées  : 

On  vient  de  voir  que,  si  a  est  racine  de  Téquation  œ^-\-px — q=o, 
■^a — p  est  la  seconde  racine  de  cette  équation. 

Or,  1*.  si  Ton  ajoute  les  deux  quantités  a,  — a — p,  îl  vient  pour 
résultat — p, 

a*.  La  relation  a*  +  pa  —  5^  =  0  revient  à  celle-ci, 

a{ — a — p)= — q. 

D'où  Ton  voit  que,  dans  toute  équation  du  second  degré,  ramenée 
à  la  forme,  x'+po? — gr=o,  le  coefficient  p  du  second  terme  ,  pris 
en  signe  contraire ,  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  racines,'  et  le 
dernier  terme  — q  est  égal  au  produit  de  ces  mêmes  racines. 

C'est,  au  reste,  ce  qu'on  peut  vérifier  directement  sur  les  valeurs 
obtenues  dans  le  n°  93  : 

En  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  on  trouve 
et,  en  les  multipliant, 

N.  B,  —  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  toutes  ces  propriétés 
supposent  que  Téquation  soit  ramenée  à  la  forme  x^-^px — y=o; 
c'est-à-dire,  1°.  qu'on  ait  d'abord  divisé  toute  l'équation  par  le 
coefficient  de  â?^;  a^  que  tous  les  termes  soient  transposés  et  or- 
donnés dans  le  premier  membre. 

Discussion. 
99.  Reprenons  Téquation  générale  a?*  -4-pa7  =  y,  qui,  étant  réso- 

lue ,  donne  a?=. —  -  ±  \/ a  +  ^. 

2       VJ"      4 

Pour  que  cette  expression,  qui  renferme  un  radical^  puisse  être 


évalitédi  soit  «xaotement,  aoit  par  ftppro»!DaÉîoii ^  il  fait  (0**  &t)  que 
la  quantité  soumise  au  signe  radical^  c'est-à-dire  q-^^y  sokposi'' 

tive.  Qr I  y* étani nécattairtRient  podtif ,  quel  queioitie«îgne  ée^, 

p* 
il  8*ensuît  que  le  signe  de  la  quantité  g'  +  7"  (Jépend  principalement 

do  celui  de  9 ,  ou  de  la  quantité  toute  connue.  ^ 

Cela  posé ,  soit  d'abord  q  positif; 
auquel  cas  l'équation  est  de  la  forme  x*  ±  px=-{-q  (\es  signes  des 
coefiScients  sont  mis  ici  en. évidence); 

on  eitdéduit  x=:zp-±K/  q-^—. 

2       y  4 

Or  il  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  x  seront  toujours  réellas  et 

pourront  être  déterminées,  soit  exactement  si  j'+ y-  est  un  carré 

parfait,  soit  avec  tel  degré  d'approximation  que  Ton  voudra. 

Toutefois ,  de  ces  deux  valeurs ,  la  pr^tnière  ura  positive  et  ré- 
pondra directement  à  l'équation  [ou  au  problème];  car  le  radical 

V  ?  +  X  ^^^^  numériquement  plus  grand  que  - ,  Texpression 

q=  -  dr.  v  ?  +  Y  ^st  nécessairement  de  même  .signe  que  le  ra- 
dical. 

La  seconde  valeur  est,  par  la  même  raison,  essentiellement  néga* 
tive ,  puisqu'elle  doit  avoir  le  même  signe  que  celui  dont  le  radical 
est  affecté.  Considérée  indépendamment  de  son  signe,  cette  valeur 
répond ,  non  plus  à  l'équation  telle  qu'elle  a  été  établie ,  mais  à  cette 
équatiop  dans  laquelle  on  aurait  remplacé  x  par— a;,  c'est-à-dire 

à  j?*qp/}x  =  y. 

En  effet,  celle-ci  donne    û?  =  db-±:  Kl  q  +  ^f 

2       y         4       • 

valeurs  qui  ne  diffèrent  des  précédentes  que  par  le  signe. 

n  est  d'ailleurs  remarquable  que  la  même  équation  lie  entre  elles 
deux  questions  dont  les  énoncés  diffèrent  néanmoins  par  le  sens  de 
certaines  conditions.  (  Voyez  les  deux  premiers  problèmes  du  n«  96.  )  » 

Soit  actuellement  q  négatif; 
auquel  cas  Péquation  est  de  la  forme  x^±px  =  —  q,. 


— ■    '=-f-\/f^- 


• 


c 


Poar  qne  i^exiradioii  de  la  racine  puisse  s'efléctoer ^  il  faut  que 

Cette  condition  étant  satisfaite ,  les  deni  vdeiffs  sont  réelleà. 
Ck)mine  d'ailleurs^  \/y~9^^  numériquein^nt  plus  petit  que 

-  9  il  s'ensuit  que  ces  valeurs  sont  touten  deux  négatives  si  p  est  positif 

dans  l'équation  ^  c'est-à-dire  si  cette  équation  est  de  la  forme 

x*-\-px:sz  —  q. 

Et  elles  sont  toutes  deux  positives  si  p  est  négatif^  c'est-à-dire  si 
réquatian  est  de  la  forme  x^  —  pj?=  —  q. 

Les  propriétés  du  n®  98  conduisent  au  même  résultat.  En  eflTet^ 
soient  aeib  les  deux  racines  de  Véquation  du  second  degré 

x^'^px  =  q;  ^ 

on  a  entre  ces  racines  et  les  coefficients  les  relations 

a  +  é=: — p,    ûi  =  —  qé 

Cela  posé,  si  q  est  positif  dans  le  second  membre,  et,  par  consé- 
quent, négatif  dans  le  premier,  il  s'ensuit  que  les  deux  racines  sont 
de  signes  contraires ,  puisque  leur  produit  est  négatif.  D'ailleurs,  leur 
somme  algébrique  est  négative  ou  positive ,  suivant  que  p  est  positif 
ou  négatif;  ce  qui  veut  dire  que ,  des  detix  i*acines  9  la  plus  grande 
numériquement  est  de  signe  contraire  au  coefficient  />. 

Si,  au  contraire,  q  est  négatif  dans  le  second  membre,  et,  par 
conséquent,  positif  dam  le  premier,  comme  le  produit  des  deux  ra- 
cines est  alors  positif,  il  faut  nécessairement  qu'elles  soient  de  même 
signe,  savoir  :  toutes  les  deux  négatives  quand  p  ^st  positif,  et  toutes 
les  deux  positives  quand  p  est  négatif. 

100.  Le  cas  où  les  deux  racines  sont  positives  mérite  une  attention 
particulière. 

L'équation  étant  alors  de  la  forme       x*  —  pa?  =  —  y , 
devient ,  par  un  simple  changement  de  signe , 

px — x*  =  q,    ou    x[p  —  x)=^q, 

et  peut  être  considérée  comme  la  traduction  algébrique  de  ce  pro- 
blème: 

Partager  un  nombre  donné  p  en  deux  parties  dont  le  produit  soit 
égal  à  un  autre  nombre  donné  q  (/?  et  j  sont  supposés  ici  des  nombres 
absolus).  , 

En  effet,  x  désignant  l'une  des  parties,  p  —  a?  est  l'expression  de 
l'autre  partie,  et  x{p — x)  l'expression  de  leur  produit,  qui,  par 
hypothèse,  doit  être  égal  à  q. 
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Cela  posé  j  comme  l'équation  est  toujours  la  méme^  soit  que  l'on 
désigne  par  x  la  plus  grande  partie,  soit  que  x  représente  la  plus 
petite,  il  s'ensuit  qu'elle  ne  doit  pas  donner  Tune  des  parties  plutôt 
que  l'autre;  elle  doit  donc  les  donner  toutes  deux  à  la  fois..  Ceci 
explique  pourquoi  l'équation  admet  deux  solutions  directes* 

Toutefois >  pour  que  les  deux  valeurs  de  x  soient  réelles,  c'est-à^* 
dire  pour  que  le  problème  soit  possible^  il  faut  que  l'on  ait 


Et,  en  effet ,4juelles  que  soient  les  deux  parties  cherchées,  on  peut 
toujours  désigner  leur  différence  par  d;  et  comme  leur  somme  est  p, 
on  aura  (n°  4)  pour  les  expressions  de  ces  deux  parties, 

P^i     et    P-i 

2  2  2  3 

Effectuant  le  produit  de  ces  expressions,  on  trouve  (n**  5) 

^_£! 
4.4' 

quantité  essentiellement  moindre  que  y ,  à  moins  que  l'on  ne  sup^ 

posed=o;  auqud  cas  les  deux  parties  sonlé^es,  et  leur  produit 

est  y.  11  est-  donc  absurde  d'exiger  que  le  produit,  qu'on  airait 

d'ailleurs  représenté  par  q,  soit  plus  grand  que  y. 

De  làjésulte  cette  conséquence  : 

Le  plus  grand  produit  qu'on  puisse  obtenir  en  décomposant  un  nombre 
absolu  en  deux  parties^  et  multipliant  ces  deux  parties  entre  elles^  est 
le  carré  de  la  moitié  du  nombre. 

Soit,  par  exemple,  56  le  nombre  à  partager. 

On  a    56  =  36  +  ao,  et  36  X  20  =  720 ; 

56  =  3i-i-25,  et,  3iX25  =  77p; 

56  ==  29  +  27,  et^  29  X  27  =  783; 

'    -    56  =  28  +  38,  et'  28X28  ==784. 

On  voit  ici  que,  pltis  la  diff^ence  des  deux  parties  est  pefite,  plus 
leur  produit  est  grand;  et  ce  produit  atteint  son  maximum  quand  les 
deux  parties  sont  égales. 

Examen  de  quelques  €0$  particuliers, 

101.  i'.  Si,  lorsque  q  est  .négatif,  c'est-à-dire  lorsque  l'équation 
est  de  la  forme  a:-+J».^^=  — ?  [p  étant  de  signe  quelconque),  on 


suppose  q  égal  à  y ,  le  radical 
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ical  \/^ — q  des  deux  valeurs  de  x 

devient  nul,  et  ces  valeurs  se  réduisent  Tune  et  l'autre  k  x  =  —  -. 

a 

On  dit  alors  que  le$  deux  racines  tant  égales.  >    ^    - 

£n  eflet^  si  Pon  remonte  à  l'équation,  et  qu*on  y  remplace  q 

p^  p^ 

pai*  ~-,  elle  devient      a?*  +  po?  =  —  ^;      d'où  l'on  tire 

4  4 

a?' +  pa?  +  7-=  0,    où    i^+     )    ==^- 

Dans  ce  cas,  le  premier  membre  est  le  produit  dé  deux  facteurs 
égaux.  On  peut  donc  dire  aussi  que  les  racines  de  l'équation  sont 
égales  «  puisque  alors  les  deux  facteurs  égalés  à  zéro  donnent  la  mêrae 
valeur  pour  x. 

a^  Si,  dans  l'équation  générale  x*-^px  =  qy  on  suppose  q  =  o. 
les  deux  valeurs  de  x  se  réduisent  à  - 

P     l    P  *   X  P         P 

X  z=z  —  -  + -»  OU  ar  =  o,    et  a    a:  =  —  -  —  -,  ou  0?  =  — p. 
%       %^  a        a 

Etf  en  effets  Téquation  est  alors  de  la  forma  a?'  +  /lâp  =s  o»  ou 
x[X'\-p)-=^Oi  équation  que  Ton  peut  vérifier,  soit  en  posant  a?  =  0, 
soit  en  posant  a?  +  P  =  o  ^  d'où  x  =  — p, 

3**.  Si,  dans  l'équation  générale  x^'\-px:=qyOn  suppose  /)  =  o,  il 

en  résulte  ^  * = ?>         d'où         a?  =  zh  y^  •, 

c'est-à-dire  que,  dans  cq  cas,  les  deux  valeurs  de  x  sorU  égales  et  de 
signes  contraires^  réelles  si  (\  est  positif^  et  imaginaires  si  q  est  né- 
gatif. 

L'équatiqn  rentre  dans  la  classe  des  équations  à  deux  termes 

4^  Supposons  à  la  fois  P  =  o,  y  =  0  ; 

l'équation  devient    a?'  =  0,    et  donne  pour  x  deux  valeurs  nulles. 

102.  Il  nous  reste  à  examiner  un  cas  singulier  qui  se  rencontre 
souvent  dans  les  applications,  particulièrement  dans  la  fî^'om^^moaa- 
lytique. 

Pour  cela,  il  faut  reprendre  l'équation      "a»*  +  hx  =«. 

—  6  zfc  i/ 6*  +  4^ 
Cette  équation  résolue  donne  •      a?  3= --  — • 


aa 


Supposons  maintenant  que,  d'après  une  hypothèse  particulière  faite 
sur  les  données  de  la  question,  on  ait         a  =3  o  ; 
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-bztb  \0Ù=^, 


0 

o 


Fexpression  de  x  devient  x  =  — ^-—  ,       d'où      <  . 

0 

La  seconde  valeur  se  présente  sous  la  forme  de  rm/îm\'et  peut 
être  regardée  comtne  une  réponse,  si  toutefois  la  question  proposée 
peut  admettre  des  solutions  de  cette  sorte  (n*"  72). 

Quant  à  là  première  - ,  il  feut  tâcher  de  l'interpréter. 

D'abord,  si  Ton  remonte  à  Téquation,  on  voit  que  Thypothèse  a  =o 

la  réduit  à  6a;=rc;  d'oùâ?=:  ?  ,  expression /înte  et  déterminéeqvà  doit 

être,  dans  leca3  actuel,  regardée  comme  représentant  la  vraie  valeur 

de-»    ^ 
o 

Or  cette  valeur  -  peut  être  déduite  de  l'expression 

au  moyen  d'une  transformation  convenable.  A  cet  ettei,  multiplioûs 

les  deux  termes  de  cette  expression  par  —  6  —  \/b^  -(-  ^ac;  elle  de- 
vient 

•    •6«_(6<>-|-4Qg)  —  4flc 

aa(—b—s/b*  +  ^ac)'  ^a(^b—s/b*J^y 

ou,  supprimant  le  facteur  sa  commun  aux  deux  termes^ 

—  2g     . 

Maintenant  Thypothèse  «  =  o,  introduite  dans  cette-  dernière  ex- 

pression,  la  réduit  à  — -r ,  ou  7 ,  résultat  trouvé  ci-dessus. 

—  20        0 

I  Cette  transformation  ai  eu  pour  objei  de  faire  ressortir  dans  les 
deux'termes  le  facteur  a,  dont  la  présence  avait  réduit  l'expression  a 


la  forme 


:-]  <•'. 


Soit  jsupposé'à  la  fois  a^::=  0,  (  =  0.  Les  deux  valeurs  de  ;r  pren^* 


o 
nent  l'une  et  l'autre  la  forme  - . 

o 


(*)  Voyeji  la  Note  U  à  la  fin  du  volume. 


\ 


Or,  si  l'on  remonte  à  Téquation  eUe-même,  on  reconnaît  qu'elle  se 
réduit  à  ç=zoy  et  qu'elle  ne  peut  être  satisfaite  par  aucune  valeur 
finie  de  x,  tant  que  c  n'est  pas  nuL 

Mais  je  dis  que,  dans  ce  cas,  les  deux  valeurs  de  a?  sont  infinies. 


En  effet,  la  prenoiière^      x  = ^t-^f —  > 


se  réduisant  d'abord  à  -r,  par  l'hypothèse  a^=  o, 
devient  -  lorsqu'on  y  joint  l'hypothèse  6  =  o. 

Quant  a  la  seconde ,       x= ■ , 

en  faisant  subir  à  cette  expression  la  même  transformation  qu'à 
la  première,  c'est-à-dire  en    multipliant  les  deux  termes    par 

—  b-^-^b^-^^ac,  ei  supprimant  ensuite  le  facteur  a  a  commun  aux 
deux  termes ,  on  la  change  en  celle-ci  : 

i 

—  ac 


■     ^                    —  6-fv/6*-i-4ac 
expression  qui  se  réduit  aussi  à par  la  double  hypothèse 

a=:Oy  ft  =  o. 

Enfin ^  lorsqu'on  suppose  en  même  temps  a  =  o,b=Oy  c=Oy 

î.      V  o  • 

les  deux  valeurs  de  â?  se  présentent  sous  la  forme  - ,  sans  qu'aucune 

transformation  puisse  conduire  à  des  valeurs  déterminées  de  x. 
En  effet  y  l'équation  y  se  réduisant  alors  à  o=:  o,  est  tout  à  fait  indé- 
terminée. 

C'est  le  seul  cas  d'indétermination  que  présente  l'équation  du  se- 
cond degré. 

On  peut  parvenir  aux  conséquences  précédentes  au  moyen  d'une 
analyse  beaucoup  plus  simple^  qui  aura  d'ailleurs  l'avantage  de  s'ap- 
pliquer  par  la*  suite  à  des  équations  d'un  degré  quelconque. 

Reprenons  l'équation      ax*  -f-  6x  =  c, 
et  posons  5?  =  —; 

y 

il  en  résulte     ~-f"""  =  ^»    ou  bien,  cy*— r6y  — a  =  o 

(en  chassant  les  dénominateurs  et  transposant). 
Gela  posé ,  soit  d'abord  «  =  03  cette  dernière  équation  devient 

cy'— éy=o. 
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* 

et  donne  deux  valeurs ,      y=o,y  =  -. 

I 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  x  =  -,.on  en  déduit 

y 

1        c- 

o  ô 

Si ,  outre  -l'hypothèse         a = o ,  on  a  encore  6  =  0, 

c  c 

la  valeur  x=  -r  devient  elle-même  -• 

00 

Et,^en  eflfet;  l'équation  cy*  —  by — «  =  o  se  réduit,  dans  cette 
double  hypothèse,  à  cy*  =  o,  équation  dont  les  deux  raèines  sont 
^ales  à  o.  Ainsi,  les  valeurs  de  x  correspondantes  sont  toutes  les 
deux  infinies.  ^ 

Quant  au  cas  où  l'on  a  en  mêrpe  temps  a  =  o,  ô  =  o,e  =  o,  Pé- 
quation  cy*  —  by  —  a  =  o  se  réduit  à  o=?:o,  comme  l'équation 
ax^-^-bx^^iCy  et  admet  une  infinité  de  valeurs  pour  y  ,*  d'où  il  résulte 
une  infmité  de  valeurs  pour  x. 

Nous  allons  maintenant  appliquer  les  principes  de  cette  dîscussicAi 
générale  à  divers  problèmes  qui  donneront  lieu  à  toutes  les  circon- 
stance qu'on  peut  rencontrer  dans  les  problèmes  du  second  degré^ 

^  PROBliMB  DES  LUinàaES. 


".^    / 


ç.  Â        c     B        C'        -  1h^n::-/<it^- 


i03.  Cinquième  problème.  —  Trouver  sur  la  ligne  qui  jmm  àeux 
.umières  A  et  B  d'intensités  différentes,  le  point  ou  elhs  éclairent 
également. 

(On  suppose  connu  ce  principe  de  Physique ,  que  \ 

Les  intensités  relatives  d'une  même  lumière  à  deux  distances  \ 
différentes  sont  en  raison  inverse  des  carrés  de  ces  distances.  J 

Solution. — Nommons  a  la  distance  AB  des  deux  lumières,  6  l'in- 
tensité de  la  lumière  A  à  l'unité  de  distance,  c  Tintenaité  de  la  lu- 
mière B  à  là  même  distance.  '  ^  ' 

Soit  d'ailleurs  C  le  point  cherché;  et  faisons  .AC  =  â?,  d'où 
BC==û — X. 

Puisqu'en  vertu  du  principe  de  Physique,  l'intensité  de  A  à  la  dis- 
tance 1  étant  i,-son  intensité  relative  aux  dislances  2,  3,  4^ est 

7,  -,  --r , ,  il  s'ensuit  qu^à  la  distance  x.  elle  doit  être  exprimée 

4   9    16 

h  '  '  ^ 

par  -Tj .  On  a  d^  niême ,  pour  l'iulensité  relative  de  B  à  la  distance 

si* 

Alg.D.yiféd.  9 


•    .» 
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a — X. , rr;  or,  d'après  l'énoncé,  ces  deux  intensités  doivent 

(a  —  xy  ■ 

être  égales.  Ainsi  ^  l'on  a  réquation 

b  c 


d'où  Ton  tire,  en  développant  et  réduisant, 

\h  —  c)x^  —  2fl6.r  =  —  û*é. 

Donc  X  = r ' 9 

b  —  c 

ou,  réduisant,  a?  =  -~ — - — -, 

0  —  c 

expression  qui  se  simplifie  encore  si  l'on  observe, 
i'.  QvLebdcsJbc  peut  se  mettre  sous  la  forme 

sjï .)l'b±L)Jl).  sjcy      ou      slb.\)jj-±.slc)y 

Ainsi,  en  considérant» d'abord  le  signe  supérieur  de  l'expiessian 
ci-dessus,  on  a 

a  sfb  .{slb-^-sfc)      a\[b 

'"'^  [fbJ^^\[fb-ic)^  sTb-'fc 
On  obtient  de  même  pour-  la  seconde  valeur, 

—       a^bysjZ — sfc)       ay^ 

''''[fb  +  fc)[slb-sjl^)''  fb  +  sl'c'      . 

Au  reste,  ces  valeurs  simplifiées  pouvaient  s'obtenir  immédiate- 
ment diaprés  Téquation  proposée.  Eh  effet,  l'équation  ^ 

b  c  .    X  V     {«  —  x)^       c   ^ 

~r  =  7 rr      reViettt  a      ^ rr-n^  =  -T  . 

x^       [a  —xy  x^  b 

Or,  si  Ton  extrait  la  racine  carrée  des  deux  membres,  il  vient 


sl\ 


d'où,  en  chassant  les  dénominateurs  et  transposant, 

a  sjb 


Ml/,*      -  as[b  —  x\lb=:^±x  s/c)     donc     xz= 


..rV  .  s[b±fc 

N^B. — On  a  d'abord  obtenu  les  valeurs  sous  une  forme  plus 
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com(rfîqtiée,  parce  que  Féqyation  a  été  résolue  par  la  méthode  géné- 
rale, qui  est  moins  simple  q,ue  la  précédente. 

Discutons  maintenant  les  deux  valeurs  simplifiées.  On  a 

asfb        1  >    [  -asfc 


1  ..,0?  =  — p,l  la  —  x±z—^ , 

k,  d'où  Ion  tire    l  -     L 

2  ..,0?  =  --- -,  I  la  —  a? —  ^ 


v/6  — v^    )   .  (  ;^  y6_y/^ 

âSoiï  d'abord  b  >  c. 

.  ■        ■  i 

y—» 

La  PREMIERE  VALEUR  dc  0?,  — -y  ©sl  positivé  et  plus  petite  que 

sfb  -{-  s/c 

«;  car  — :: est  une  fraction.  Ainsi  cette  vajieur  donne ^  pour  le 

v/6  +  \/c    '        .       -  '     • 

point  également  éclairé,  un  point  G  situé  entre  les  points  A  et  B.  On 
voit,  en  outre,  que  ce  point  est  plus  voisin  de  B  que  de  A;  car,  à  cause 
de  é  >  c,  on  a 

sfb  +  \J%y    ou    2  v/*  >  y/ô  +  sj'cy,  d'où^  —r- — p  >  -, 

/T 

et,  par  conséquent,                 >  -.  Cela  doit  être  en  efiet,  puisqu'un 
suppose  rintensité  de  A  plus  forte  que  celle  de  B. 
La  valeur  de  a  —  x  correspondante , n ,  est  positive  et 

plus  petite  que  - ,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier. 
^La  seconbe  valeur  de  ^,  — ,  est  en<îore  positive,  mais  plus 

grande  que  «;  car  on  a --r^ — p  >  i» 

Y  ô  —  V  c     * 

Cette  seconde  valeur  donne  dope  ;m  second  point  C  situé  sur  le 
prolongement  de  A  B,  et  à  droite  destleox  lamièreSi 

On  conçoit,  en  eflet,  que  les  deux  lumières  se  répandant  en  tou;5 
sens,  il  doit  y  avoir  sur  le  prolongement  de  AB  un  autre  point  éga- 
lement éclairé  ;  et  ce  point  doit  être  plus  voisin  de  la  lupfiièr'e  B  j 
dont  Tîntensité-est  la  moins  forte; 


/^ 


J 
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On  p^^iit  roconnaitre  à  posteriori  pourquoi  ces'  deux  valeurs  sont 
liées  par  la  même  équalipn.  Si,  au  lieu  de  prendre  AC  pour  Tin- 
connue  x ,  on  prend  AC  ',  il  en  résulte         BC '  =  jî — «  ; 

ainsi.  Fon  a  Téquation       — z  =  7 ri . 

'  ^  X*      (x  —  a)"  •       ,    - 

Or^  comme  (a  —  or)*  est  identique  avec  [a  —  x)*,  la  nouvelle  équa- 
tion est  la  même  que  l'équation  déjà  établie ^  qui,  par  conséquent , 
ne  doit  pas  plutôt  donner  AC  que  AC 

La  seconde  valeur  de  a  —  a?,  — ;,  est  négative ,  ce'  qui  doit 

\b —  v^c 
être,  puisque  l'on  a  x>a;    mais,' en  changeant  les  signes  de 

r  équation  a  —  a:  =  — = , 

on  trouve  x — a  =  — ^~ — ;:, 

^b  —  )/c 

et  cette  valeur  de  a?  —  a  représente  la  valeur  absolue  de  BC 

Soit  b  <  c. 

La  PRKiuÈaK  VALEUR  de  a:,  --: zs  est  toujours  positive*  mais 

^t  +  ^c  ^ 

plus  petite  que  -,  puisque  Ton  a 

^b+^c>  )/b'{'s/b>  2  )jl. 

r 

La  valeur  de  a  —  x  correspondante,  ou  — ^r^- — •,  est  positive  et 

^b  +  fc 

plus  grande  que  - . 

Ainsi,  dans  l'hypothèse  que  Ton  considère,  le  point  C,  situé  entre 
les  points  A  et  B,  doit  être  plus  voisin  de  A  que  de  B. 

a\lb               —asfb         ^  .  , 

La  seconde  valeur  de  Xy  — -,  ou ^— n,  est  essentiel- 

^b-r-  yC  ^C  —  \JZ 

lement  négative. 
Pour  rinterpréter ,  changeons  x  en  —  x  dans  l'équation  ;  eUe 

devient  —  =  ; — j — ^ .  * 

x^       [a-^-xy 

Or,  a  — ô?  exprimant  d'abord  la  distance  de  B  au  point  cherché, 
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a-^-x  doit  iBainteDant  exprime^,  cette  même  distance  ;  ce  qui  exige 
que  le  point  cherché  soit  à  gauche  de  A,  en  G"  par  exemple.  Et,  en 
effet,  puisque  l'intensité  de  la  lumière  B  est,  par  hypothèse >  plus 
forte  que  celle  de  A ,  le  second  point  cherché  doit  être  plus  voisin  de 
A  que  de  B. 

La  valeur  de  a  —  x  correspondante ,  ^    _     \^ ,  ou 


—  9 


sjb  —  \ic  ,    yc  —  v^* 

est  positive  ;  et  cela  tient  à  ce  que^  x  étant  négatif  4  a  —  x  exprime 
réellement  une  somme  arithmétique. 

Soit  b  =  c. 

Les  deux  premières  valeurs  de  x  et  de  a  —  x  se  réduisent  à  -  ; 

a 

ce  qui  donne  le  milieu  de  AB  pour  le  premier  point  également 

éclairé.  Ce  résultat  est  conforme  à  Thypothèse. 

Les  deux  autres  valeurs  se  réduisent  à  — ^ ,  ou  deviennent  m/î- 

0  ' 

nies;  c'est-à-dire  qtte  le  second  point  également  éclairé  est  situé  à 
une  dislance  des  points  A  et  B  plus  grande  qu'aucune  quantité  assi- 
gnable. Ce  résultat  répond  parfaitement  à  l'hypothèse  présente;  car, 
si  Ton  suppose  que  la  différence  b- —  e,  sans  être  tout  à  fait  nulle , 
soit  extrêmement  petite^  le  second  point  également  éclairé  existe, 
mais  à  une  distance  très-grande  des  deux  lumières  :  c'est  ce  qu*in« 

dique  l'expression    ,    — r  t  dont  le  dénominateur  est  extréniement 

v/Â — ^c  ^     - 

petit  par  rapport  au  numérateur;  et  lorsqu'on  suppose  enfin  b  =  Cy 

ou  yé — V^==:  o,  le  point  cherché  ne  peut  plus  exister^  ou  doit  se 
trouver  situé  à  une  distance  infinie. 

Observons^  en  passant,  que  dans  le  cas  de  &  =  c,  si  l'on  considé- 
rait les  valeurs  non  ç'miplîfiées, 

X  r=z  •     ,       — '    et  a?  =  —4 — ' — , 
b — c  b—€ 

la  première ,  qui  correspond  kx  = z.  »  deviendrait  — ,  et  la 

s/6  —  v/c  o 

seconde  >  qui  correspond  kx  ==    ,^       ^ ,  deviendrait  -.   Maison 

sJb  +  .sTc    .  ^ 

n'obtient  la  forme  -  qu'à  cause  de  l'existence  d'un  facteur  com- 
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mun ,  sfb  —  sTc,  entre  les  deux  termes  de  la  valeur  de  x.  (  Voyez  ce 
qui  a  été  dît  n- 73  et  402.) 
Les  deux  termes  de  la  première  comprennent  bien  aiissi  le 

facteur  commun  y^î -f  yc  ;  maïs,  en  le  supprimant,  on  trouve 

X  =   y_    ,  expression  qui  se  réduit  encore  à  — ^  dans  Thypo- 

v/é — yfc  ® 

thèse  de  fr  =  c. 

Soient  b  =  c  ef  a  =  o. 
Le  premier  système  des  valeurs  de  :[?.et  de  a  —  a;  se  réduit  à  o^  et 
le  second  système  à  -. 

0 

Ce  dernier  caractère  est  ici  le  symbole  de  VindétêrmnaHm;  car  si 
Ton  remonte  à  l'équation  du  problème 

[b  —  c)x^  —  aato  =  —  a*é, 

elle  se  réduit,  dans  l'hypothèse  actuelle,  à 

o.x*-7-o.a:=  o, 

équation  qui  peut  être  satisfaite  par  un  nbmbre  quelconque  mis 
pour  ar.  Et,  en  effet,  puisque  les  deux  lumières  ont  la  même  inten- 
sité et  sont  placées  au  même  point ,  elles  doivent  éclairer  également 
chacun  des  points  de  la  ligne  AB. 
La  solution  o  que  donne  le  premier  système  est  une  de  ces  solu- 
^  tions,  en  nombre  infini,  dont  on  vient  de  parler. 

Soit,  enfin,  a  =  o,  b  étant  différent  de  c. 

^Chacun  des  deux  systèmes  se  réduit  à  o;  ce  qui  prouve  qii.^il  n'y 
a,  dans  ce  cas,  qu'un  seul  point  également  éclairé  :  c'est  celui  oh  les 
âei^x  lumières  sont  placées, . 
L'équation  se  réduit  alors  à 

{b  —  c)x*  =  o, 

et  donne  les  deux  valeurs  égales ,        a:  =  o ,    a?  =  o. 

La  discussion  précédente  offre  un  nouvel  exemple  de  la  précision 
avec  laquelle  TAIgèbre  répond  à  toutes  les  circonstances  de  l'énoncé 
d'un  problème, 

y      104.  SixiÈBiE  probiMb.  —  Trouver  deux  nombres  tels,  que  la  diffé^ 

rence  de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  steth  soit  égale  à  un 

nombre  donné  s ,  et  que  la  différence  de  leurs  carrés  soit  égale  à  un 

autre  nombre  donné  q. 

Solution.  —  Soient  x  et  y  les  nombres  cherchés;  on  a  les  deux 

ax  —  by:=.s , 

y' 


1      r  t  ax  —  by=zs,  ) 

équations  <      ,        •     '       J 

{   x^—y*  =  o.  ) 
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l}\i  wX^  8  ■ 

De  la  première  on  tire  x  =  ^       ,  valeur  qui,  substituée  dans  la 

la  seconde^  donne 

(a*  —  b*)y^  —  fibsy  =  s^  —  a^q*,  (i) 

donc  y  = ^ — ^ i. 

Reportant  cette  valeur  dans  Texpression  de  x  en  j,  on  tFMve 

Tbs±asfs^-q{a^-bn'^    .^ 

^L        ^^^=:ft^ J  +  ' 

ar=  — ^= ■  ■    r -.; 

a'  '  ' 


,,  ,  as±:bs/s*  —  q(a*-^b*) 

d'où  x  =  — — -  ' 


a^  —  h^ 

(Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que ,  dans  ce»  valeurs  de  y  et  de  a:, 
les  deux  signes  supérieurs  se  correspondent,  ainâ  que  les  signes 
inférieurs.)  ,  - 

Discussion,  —  Nous  supposerons ,  dans  tout  ce  qui  va  suivre ,  que 
a,  b,  q,  s  soient  des  nombres  absolus  :■  s*il  en  était  autrement,  cer- 
tains termes. des  valeurs  de  x>  et  de  y  changeraient  de,  sig^e,  et  il 
faudrait  opérer  ces  changements  avant  de  discuter. 

Soit  a  >  b ,    d'oU    a*  —  b*  positif. 

D'abord^  pour  que  les  deux  valeurs  de  â?  et  de  y  soient  réelles,  il 
faut  que  Ton  ait 

q{a*  —  b*)<s\     d'où    q<-J—^, 

Supposons  cette  dernière  condition  remplie ,  et  déterminons  les 
signes  dont  les  deux  systèmes  de  valeurs  sont  affectés. 


as  +  bs/s*  —  qla^  —  b^) 

(£  ^^Zi li    i[.  ■    —■ 

Le  PRESnER  SYSTEME  EST 


bs  +  a\ls''  —  q[a}  —  b^) 

== rr— — ^» 


^~  .     a^  —  b^ 

Les  deux  valeurs  de  ce  système  sont  nécessairement  positives  ^  et 
forment,  par  conséquent,  une  solution  directe  du  problème,  tel 
qu^fl  a  été  établi. 

08  —  bsjs^  --q[o}  —  A* ) 

Le  second  SYSTEME  EST      { 

bs  —  aJs^ — qia*  —  ô') 

y  z=z ^-^ -, 
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La  valeur  de  x  est  essentiellement  positive;  car  de  a  >  A  on  tire 

a$>bSf    eiàfortiori,    a8>  b  ^s^' — q[à^  —  6*), 

puisque  le  radical  est  plus  petit  que  s. 
Quant  à  celle  de  y  y  elle  peut  être  positive  ou  jiégativo.  . 
Pour  qu'elle  soit  positive  ^  il  faut  que  l'on  ait 

,    .  bs^  a  v^s'  —  q(a^ — b^) , 

d'où,  en  élfvant  au  carré,       **«*>  aV — a}q{a*  —  6*). 

Ajoutons  a* §'(«'  — é*^  aux  deux  membres,  et  retranchons-en  **>••; 
ilvieKft  '  a'î(a*— è*)>jr'(«*— é«); 

d*où,  en  divisant  par  a*  (a*  —  *•),  ?>^'* 

Ainsi  ^  pour  que  le  second  système  soit  encore  une  solution  7-éeile 

et  direpte^  il  faut  que  Fon  ait  en  niême4emp|^5'  <  -^ ^j,   et 


<*       ,    .    ^    J._.        .         ...  ._  .    V 


y  >  ^,  c'est-à-dire  que  q  soit  compns  entré» les  deux  nombres 


—   et' 


î* 


A 


S»' 


Observons,  en  passant,  que  la  condition  q>  —  pouvait  être  ob- 

tenue  plus  facilement  au  moyen  de  l'équation  en  y,  tf, 

[Cfetle  équation  étant  [è? — V)  y* —  ^bsy  =  «*  —  a^g,  on  voit  que, 

dans  l'hypothèse  de  a>  b^  elle  est  de  la  forme  x*^px  =  —  j.  si 

s* 
l'on  »«*}>  s*,  ou  5'>  —  ;  et  Ton  sait  (n**  100)  qu'alors  les  deux 

%JL 

racines  sont  à  la  fois  positives.  ] 
Si  Ton  avait,  au  contraire,  y  <  -j,  auquel  cas  on  aurait,  à  plus 

forte  raison,  q  <  -; — ^,  la  vafeur  de  y  du  second  système  serait 

négative;  et  ce  système  (abstraction  faite  du  signe  de  y)  ne  serait  plus 
une  solution  de  l'énoncé  tel  qu'il  a  été  établi ,  mais  bien  de  celui 

(    CLX  -^  bv  r"~  S    *  ? 

dont  les  équations  seraient  \      .        ,  ? , 

(   x'—y^  =  q   ) 

et  qui  ne  différerait  du  précédent  qu'en  ce  que  s  exprinfierait  une 
somme  au  lieu  d'wwe  différence.  ' 

Aitfsi*  dans  le  cas  de  a  >  6,  le  problème  adïnet  deux  ^luêiom 
réelles  et  directes  toutes  les  fois  que  l'on  a  :  ^ 

y>i|,    .pais    ?<^i4ïi5 
et  elle  n'en  admet  qu'f^n^  seule  si  Ton  a  û'  <  -r . 


^ 
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En  prenant  pour  a,by8,àes  nombres  absolus  quelconques^  pourvu 
toutefois  que  a  soit  >b,ei  choisissant  ensuite  pour  q  un  nombre  corn- 

pris  entré  les  deux  limites  -r  et  -r-^^ — r;,  on  sera  certain  d'obtenir  deux 

or     a*-^o*  .  - 

solutions  directes.  *  ^ 

Soient;  par  exemple^         a  =  6    J  =  4    «=i5, 
d'où  Ton  déduit 

«'"""se"""    4'        a'— 6«"""ïïô"~*\4* 

On  pourra  supposer  5^=10,  par  exemple  ^  et  il  viendra 

».    -^ 2 

^---  6X  i5  ±4v225  — *2oX  10 90  ±20 11       7 

'    '  ■  "  ——————  nzr  ■—  d  —  ^ 

20  20  2  2 


,.-- 4 X  15^6^225— 20X10       6od=.3o 9       3 


30  20  2       2 


Les  solutions     1  a?  =  — ,  y  =  §    et  Lr  =  -,  y  =  -  J 

forment  évidemment  deux  solutions  directes  des  équations 

6x  —  4y=  ï5 


x*-^'y*=  10 


Mais  si  Ton  supposait  a=:6,  6  =  49  5=i5,9=:5;il  serait  facile 
de  reconnaître  que ,  des  deux  systèmes ,  le  premier  seul  donnerait 
une  solution  directe. 

Cas  particuliers  çwt  se  rapportent  à  Vhypothèse  rfe  a  >  b. 

Les  deux  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de   y  se  réduisent  à 

'^  ^=  1 iji%  y  =  T3*i-  -^^^S'  9  ^^s  cette  hypothèse,  il  n'y  a  qu'une 

solution  du  problème,  et  elle  est  directe i, 
Soit  encore    j  =  -^;    d'où    s*  =  a'y    et    «=i=  a y/ç^; 


œ 


le  premier  système  devient. . . 


as  +  bJb'g      a^4-b^  v- 

X  = '-^ =^  = ■ i/û'. 

bs-\-a\/b*q 2^6      /- 

as-^b^b^ 


x  = 


le  second'. 


««—6 


P^  =  v/^, 


bs  —  a  Jb^Q 


' 
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Et  y  en  effets  supposons       8*  =  ù^q      dans  l 'équation  en  y;  elle  se 
réduit  à  (a*  —  6*)  y*  —  aÔ5y  =  o  ;  d'où  l'on  déduit  - 

Reportons  chacune  de  ces  valeurs  dans       x  s=z  ^  '    ^ 

a 

il  en  résulte      ir==:  -  =r  y^ô,    j?=   ,    ■  , .  \/g. 

a  or  —  cr       ^ 

Soit  maintenant    a  <  b  ;    d'où     a'  —  b*  négatif. 

Les  expressions  de  a:  et  de  y  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

X  — .  ■  7^  r  > 


—  bs  -pa  v^5*  +  y  (b^  —  a*) 


a' 

» 

Ces  valeurs  sont  toujours  réelles,  puisque  la  quantité  sous  le  radi- 
cal est  essentiellement  positive. 

Quant  aux  signes,  la  première  valeur  de*j?  est  essentiellement  né- 
gative, et  il  en  est  de  môme  de  la  première  valeur  de  y\  Ainsi  ces 
valeurs,  abstraction  faite  de  leur  signe^  répondent;  non  aux  équations 
proposées,  mais  aux  équations  by  —  flrr==s,  x^  —  y'^=iq^  dans  la 
première  desquelles  V ordre  de  la  différence  entre  les  produiti  ax  et  by 
'est  renversé. 

La  seconde  valeur  de  x  est  nécessairement  positive;  car  de*6>  a 

on  déduit  bsjs'^  -\-  q  [b^ — a*)  >  os,  puisque  le  radical  est  numérique- 
ment plus  grand  que  s. 

Mais  la  seconde  valeur  de  y  n  est  pas  toujours  positive.  Pour  qu'elle 
le  soit,  il  faut  qu'on  ait  la  relation 

a  s/ s*  +  q{b^  —  «*)  >  bs, 
d'où,  en  élevant  au  carré,    a' s*  +  a^q  (b^  —  a^)  >  JV, 
ou,  transposant  a*s%  a* q  (b*  —  a*)  >  (6*  —  a*)  «*, 

s* 

et  divisant  par  a'  (6*  —  a*),  ? ^  "T • 

En  donnant  à  a,  b,  s,  q,  des  valeurs  particulières,  telles  que  l'on 

s* 
ait  ô  >  a,  et  g-  >  -; ,  le  problème  sera  encore  susceptible  d'une  solu- 
tion directe,  - 

Soit,  enfin,      a=: b;      d'où      a*  —  b*=  o. 

Le  premier  système  de  valeurs  devient,  dans  cette  hypothèse, 

aa^  2as 

o  0 


'x 


w 
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13^ 


et  le  second. 


o 
o 


o 


Mais  si  l'on  remonte  à  Téquation  [a^  —  é')  y* --r  ^bsy  =;^*  —  o*g, 
qui,  lorsqu'on  fait  «  =  (^  se  réduit  à  —  2asy=^s^  —  a*  y, 

on  en  déduit.  .....* y  ^ 

et  1  expression  de  a?  en  y,      a?  =  -7—^ — , 


HOA 


donne 


a?  =3= . 


^as 


(  On  parviendrait  aux  mêmes  résultats  en  imitant  Tun  des  pro^ 
cédés  suivis  n*"  lOâ,  c'est-à-dire  en  faisant  dans  l'équation  ^  y, 

y=  -,  0.U  bien,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  commun  a*  —  4* 

z  ^  I 

dans  celles  des  expressions  de  y  et  de  x^  qui  se  isont  réduites  à  la 

forme  -.  | 
o   / 

Pour  que  la  solution    x  =    ^i-       ,    y  =  ~ ,  soit  direete. 
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2  as 


,11 


ry 


il  faut  qu'on  ait  û'  >  — . 

or 

Des  transformations^  qu^on  peut  fQ.ire  subir  aux  inégalités, 

105.  Dans  le  cours  de  la  discussion  des  deux,  problèmes  précé- 
dents, nous  avons  eu  occasion  de  poser  plusieurs  tW^a/tVe^.  sur  les- 
quelles ont  été  exécutées  des  transformations  analogues  à  celles  qu'on 
exécute  sur  les  égalités.  C'est,  en  effet,  ce  qu'on  est  souvent  obligé'de' 
faire,  lorsqu'en  discutant  un  problème,  on  veut  établir  entre  les  don- 
nées les  relations  nécessaires  pour  que  le  problème  soit  susceptible 
d'une  solution  directe  ou  du  moins  réelle,  et  fixer,  à  l'aide  de  ces  re-  , 
lations,  les  limites  entre  lesquelles  doivent  se  tiouver  les.  valeurs  par- 
ticulières de  certaines  données^pour  que  Ténoncé  tombe  dans  telle  ou 
telle  circonstance.  Or,  quoique  les  principes  établis  pour  les  équa- 
tions soient,  en  général,  applicables  aux  inégalités,  il  y  a  néanmoins 
quelques  exceptions  dont  il  est  nécessaire  de  parler,  afin  de  mettre 
les  commençants  en  garde  contre  des  erreurs  qu'Us  pourraient  com- 
mettre en  faisant  usage  des  signes  d'inégalités.  Ces  exceptions  pro- 
viennent de  l'introduction  d^s  expressions  négatives  comme  quantités^ 
dans  les  calculs. 

Pour  plus  de  clarté,  nous  allons  passer  en  revue  les  diverses  trans- 
formations qu'il  est  permis  de  faire  subir  aux  inégalités ,  en  ayant 
soin  de  faire  ressortir  en  même  tQmps,les  transformations  dont  l'emploi 
doit  être  interdit. 


ihO  TRANSrOMfAflONS 

Transformation  par  addition  et  soustraction.  —  On  peut  y  sans  ou- 
cime  exception  f  ajouter  aux  deux  membres  d'iine  inégalité  quelconque, 
ou  en  retrancher  une  même  quantité;  l'inégalité  subsiste  toujours  dona 
le  même  sens. 

Ainsi,  soit  8  >  5;-onaencore8  +  5  >  5  +  5,* et 8  —  5>3  —  5. 
Soit  de  même  —3  <  —  a;  on  a  encore  — 3  +  ^  <  — a  -|-  6,  el 

—  3,—  6  <  —  a  —  6.  Cela  résulte  des  principes  établis  au  n*  63. 
La  transformation  précédente  sert,  comme  dans  les  équations,  à 

faire  passer  certains  termes  d'un  membre  de  Tinégalité  dans  Tautre: 

Soit ,  par  exemple ,  Finégalité         a*  +  **  >  3**  —  ^**  J    - 
il  en  résulte  a'  +  ^a'  >  36*  —  *•    ou    3a*  >  a  A*. 

0»  peut  y  sans  exception,  ajouter  membre  à  membre  deux  ou  plu- 
sieurs inégalités  établies  dans  le  même  sens;  on  obtient  ainsi  une  iné- 
galité de  même  sens  que  les  proposées. 

Ainsi,    à>  byâ>  d,e>  /*,..,  donnent  a4-c-f-^>*  +  rf  +  /'- 

Maïs  il  n'en-est  pas  toujours  de  même  si  l'on  soustrait  membre  à 
membre  deux  ou  plusieurs  inégalités  établies  dans  le  même  sens. 

Soient  les  inégalités  4  <  7    et    a  <  3  ; 

on  a  bien  4  —  a<7— 3    ou    a<4. 

Mais  soient  les  inégalités  9  <  i  o ,    et    6  <  8  ; 

il  vient ,  par  la  soustraction ,       9  —  6>ib  —  8    ou    3>a. 

On  doit  donc  éviter  autant  que  possible  cette  transformation  ;  ou . 
lorsqu'on  l'emploie  >  s'assurer  s'il  y  a  inégalité  dans  le  résultat ,  et 
de  quel  sens  est  celle-ci. 

Transformation  par  mdltvucatîon  bt  divi8ion«  —  On  peut  multiplier 
les  deux  membres  d'une  inégalité  par  un  nombre  positif  ou  absolu  :  il  y 
a  inégalité  de  même  sens  dans  les  résultats. 

Ainsi  de  û<A,    ontii-e    5a  <  5*; 

et  de  ' — a  <  —  ô,    on  Réduit    — 3a  <  36. 

Ce  principe  sert  à  faire  disparaître  les  dénominateurs. 

a* :  6«        c* rf' 

Que  Ton  ait  Tinégalilé r—  >  —;; -;  on  en  dédtiit,  ea 

-  na  oa 

multipliant  les  deux  membres  par  6ad, 

3a(a*— 6*)>  2rf(e*  — rf*). 

Même  principe  pour  ht  division. 

Mais  lorsqu'on  multiplie  ou  divise  les  deux  membres  d*une  inégalité 
par  une  quantité  "négative ,  on  obtient  une  inégalité  de  sens  contraire. 
Soit,  par  exemple,  8>  7;  en  multipliant  les  deux  membres  par 

—  3 ,  on  a ,  au  contraire,  —  a4  <  —  21 . 

1)0  même,  8  >  j  donne  — r ,    ou  —  -  <  -'> ,    ou  —  ^ . 


^ 


\ 


X 
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Ainsi  »  lorsqu'on  multiplie  ou  divise  les  deux  membre»  d^une  iné« 
^alité  par  un  nombre  exprimé  algébriquement .  il  faut  s'assurer  si  le 
multiplicateur  ou  le  diviseur  ne  peut  devenir  négatif;  car,  dans  ce 
ciernier  cas ,  l'inégalité  serait  de  sens  contraire. 

Dans  le  problème  du  n^  \(\k,  de  rinégalité 

a«î{a*  — 6«)>s*(a»  — 6*), 

$^ 
on  a  pu  déduire  ?  >  -;»  en  divisant  par  a* (a*  —  6*),  parce  que  l'on 

avait  supposé      a  >  i,  ou  a*  —  6*  positif.  "^ 

Il  fCe»t  pas  permis  de  changer  les  signes  des  deux  membres  d'une 
inégalité,  à  mmnsqu'onn^ établisse  l'inégalité  résultante  en  sens  contraire; 
cette  transformation  revient  évidemment  à  multiplier  les  deux  m«m- 
ères  par  —  i .  ^ 

Transformation  par  itévATioN  au  garr^.  —  On  peut  élever  au 
carré  les  deux  membres  d'une  inégalité  entre  des  nombres  absolus,  et 
rinégalité  subsistera  dans  le  même  sens. 

Ainsi  ^  de         5  >  3    on  déduit    a5  >  g> 

De  «  +  é>c    on  tire    (û  +  *)'>^** 

Mais  si  les  deux  membres  de  rinégalité  sont  de  signes  quekonquesy 
on  ne  peut  pas  assurer  d'avance  dans  quel  sens  Vinégalûé  résultante 
aura  lieu. 

Par  exemple,      — a<5  donde  (  —  a)*  ou  4  < 9; 
et  —  3> — 5  donne,  au  contraire,  { —  3)'-0U9<(  —  5)*  ou  a5. 

On  doit  donc,  avant  d'élever  au  carré,  s'assurer  si  les  deux  mem- 
,  *bres  f)euvent  être  regardés  comme  des  nombres  absolus. 

Transformation  par  extraction  de  racine  carrée.  —  On  peut 
extraire  la  racine  carrée  des  deux  membres  d^une  inégalité  entre  des 
nombres  absolus;  et  V inégalité  subsiste,  dans  le  même  sens,  entre  les 
valeurs  numériques  de  ces  racines  carrées* 

Observons  d'abord  qu'on  nç  peut  proposer  d'extraire  la  racine  car- 
rée des  deux  membres  d'une  inégalité ,  (\\x' autant  qu'ils  sont  essentiel- 
lement positifs;  car  autrement  on  sérail  conduit  à^  des  expressions 
itmginaires  qu'on  De  pourrait  comparer. 

M^s  que  l'on  ait  9  <  25,  on  en  déduit  vg  ou^  <  v^5  ou  5. 
De  a'  >  6'  on  déduit  a  >  bj  si  a  et  6  expriment  des  sombres 
absolus. 
De  même ,  l'inégalité  a*  >  (  c  —  ô  )"  donne 

a>  c  —  b,  si  l'on  suppose  déjà  c  plus  grand  que  b; 
et       a  >  6  —  c,  si ,  au  contraire;  b  est  plus  grand  que  c» 

En  un  mot,  lorsque  les  deux  membres  d'une  inégalité  sont  com- 
posés de  termes  additifs  et  de  termes  soustractifs,  on  doit  avoir  soin 
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d*é&ir£^  pour  la  racine  carrée  de  ehaque'tnembre,  un  polynôme  dans 
lequel  la  soustractions  soient  possibles. 

106.  Voîci  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  : 

Septième  problème.  —  Deux  maixhands  vendent  chacun  d'une 
même  étoffe,  à  des  prix  différent^  le  second  vend  3  mètres  de  plus  que 
le  premier^  et  ils  en  retirent  ensemble  55  écit^  de  5  francs.  Le  premier 
dit  au  second  :  J'aurais  retiré  de  votre  étoffe  24  écus;  l'autre  répond  : 
Et  moi  f  aurais  retire  de  la  vôtre  1 2  écus  |.  —  Combien  de  mètres  out- 
ils vendu  chacun?  - 

/  _  -     i^  naarchand  x=  i5>         - .         âc  =  5 ,  \ 
(  ^^P'    •    '  «ou  bien,  ^    I 

■  Huitième  problème.  —  Un  négociant  doit  un  billet  de  6240  fr> 
payable  dans  8  mois,  et  un  autre  billet  de  7652  fr,  payable  dans 
9  mois.  Il  retire  ces  deux  billets^  et  remet  à  leur  place  ttn  billet  de 
14^^  f^»  poyable  dans  un  an.  —  On  demande  le  taux  de  l^intérèt. 

{  Rép.    10  fr.^33  c.  pour  cent  par  an.  j 

[On  suppose  ici  que  chacun  des  trois  billets  ait  été  réduit  à  sa 
véritable  valeur  (voy.  Ariihm.,  n*»  228,  2^*  édition)  à  Finslant  même 
de  l'échange  des  billets;  car  il  est  bon  d'observer  que  la*  question 
peut  être  traitée  de  diverses  manières,  et  donne  lieu  à  des  résultats 
tout  à  fait  différents,  suivant  les  époques  auxquelles  on  ramène  les 
valeurs  des  billets.] 

Neuvième  pbqblème.  —  Une  personne  possède  i3opo  fr.,  qu'elle 
partage  en  deux  portions  placées  à  intérêt  y  de  manière  quelle  en  retire 
des  revenus  égaux.  Si  elle  faisait  valoir  là  première  portion  sur  le 
même  pied  que  la  seconde  ^  elle  retirerait  pour  cette  partie  36o  /r. 
d^ intérêt;  et  si  elle  faisait  valoir  la  seconde  portion  au  même  taux 
que  la  première ^  elle  retirerait  490  fr.  dintérêt,  —  On  demande  les 
deux  taux  d'intérêt.  (Rép.  7  et  6.) 

[L'équation  de  ce  problème  peut  être  résolue  plus  simplement  que 
par  la  méthode  générale.] 

Dixième  problème.  —  Trouver  deux  rectangles  dont  on  connaît  la 
somme  q  des  surfaces,  la  somme  a  des  bases,  et  dont  on  connaît  les  svr- 
faces  p  et  p\  quand  à  la  base  de  chacun  d'eux  on  donne  lU  hauteur  de 
Vautre  y  c'est-àrdirer  quand  on  alterne  les  hauteurs* 

(itép.  Base  du  premier,  x  =  ^l-P  +  9^s/f-^Pd) 

[Résoudre  et  discuter  ce  problème^] 

Onzième  problème.  —  Partager  deux  nombres  a  e^  b,  Vun  et  Vautre 
en  deux  parties ,  de  manière  que  le  produit  d'une  partie  de  a  par  une 
partie  de  h  soit  égal  à  un  nombre  donné  p,  et  que  le  produit  des  par- 


N 
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^es  resi€mêe$  de  a  et  b  «œV  awssi  cgra/  éL  un  nombre  donné  p'.—  Rës(^adre 
ît  drscutev  ce  problème. 

Douzième  problèsib.  —  Trouver  un  nombre  tel ,  que  son  ciirr^'  soit  au 
produit  "des  différences  entr^  ce  nombre  et  deux  autres  nombres  donnés 
a  e^  b,  dans  un  rapport  connu.,  p  :  q.  —  Résoudre  et  discuter  ee 
problème. 

Nous  recommandons  ce  dernier  problème  aux  élèves,  non-seule- 
ment parce  que  sa  discussion  offre  de  nouvelles  applications  des  prin- 
cipes sur  les  inégalités,  niais  encore  parce  que  les  formules  aux- 
queHes  on  parvient  renferment  implicitement  les  solutions  tfane 
foule  de  questions  analogues,  dont  les  énoncés  ne  diffèrent  que  f9t  ^ 
le  sens  de  certaines  conditions.  -.,>,^ 

'  ■  '  '       '  '  '  ,         ■ 

Questions  sur  les  maximums  et  minimums.  —  Propriétés  de$ 

[trinômes  du  second  degré. 

407.  Il  est  une  certaine  classe  de  problèmes  qu'on  rencontre  sur- 
tout dans  la  Géométrie  analytique ,  et  qu'il  est  souvent  possible  de 
résoudre  à  Taide  des  théories  précédentes.  Ce  sont  ceux  qui  ont  pour 
objet  de  déterminer  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  valeur  que  puisse 
7'ecevoir  le  résultat  de  certaines  opérations  arithmétiques  effeetuées^^ur 
des  nombres. 

Soit  proposée  cette  première  question  :  —  Partager^  un  nùmbre 
donné  a  ai  en  detcx  parties  >doni  le  produit  soit  le  plus  grand  possible , 

ou   un  MAXIMUM. 

Désignons  par  x  Tune  des  parties,  l'autre  sera  2a — x,ei  leur  pro- 
duit, x{2a  —  x). 

Si  Ton  donne  à  x  différentes  valeurs ,  ce  produit  passera  par  défé- 
rents états  de  grandeur;  et  il  s'agit  d'assigner  à  x  la  valeur  qui  dofi 
rendre  ce  produit  le  plm  grand  possible.  ' 

Désignons  par  y  ce  plus  grand  produit  dont  la  valeur  est  inconnue 
pour  le  moment;  on  aura,  d'après  l'énoncé,  l'équation 

x{2a — x)  =  y*  ,     , 

'  Regardant  y  comme  connu,^  et  tirant  de  cette  équation  la  valeur 

de  j;,  on  trouve  x  =  ait.  \Ja^  —  y.    -. 

Or  ce  résultat  fait  voir  que  x  ne  peut  être  réel  qu'autant  que  l'on 
aura  y  <a^,  ou,  tout  tu  plus,  y  =!<»'; 

D'où  l'on  ^eut  conclure  que  la  plus  grande  valeur  qu'on  puisse 
donner  à  y^  c'est-à-dire  au  produit  des  deux  parties,  esta*. 

Mais  si  Ton  fait  y=^a^,  il  en  résulte  j?  2=  «. 

Donc ,  pour  obtenir  le  plus  grand  produit,  il  faut  diviser  le  nombre 
donné  2  a  en  deux  parties  égales  ;  et  le  maximum  quon  obtient  ainsi  est 
le  carré  de  la  moitié  du  nombre  ;  • 

Résultat  que  Ton  a  déjà  trouvé  par  un  autre  moyen  (n"  100). 
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Solution  plui  simple.  —  Appelons  ^x  la  différence  qui  existe  entre 
les  deux  parties;  puisque  leur  somme  est  déjà  exprimée  par  a  a,  la 

plus  grande  de  ces  parties  sera  (n*  4)  représentée  par . 

oua-{-x,  là  plus- petite  para  —  x. 

Et  Ton  aura  pour  l'équation^      (a  +  x)  (a  —  ar)  =  y, 
ou ,  effectuant  les  calculs , 

'a' — a?*  ==  y;        d'où  '      a? = ±;  v  «* — y. 

Pour  que  cette  valeur  de  x  soit  réelle^  il  faut  que  y  soit  tout  au 
plus  égal  à  a^;  or,  en  faisant  y  =  a*,  on  obtient  jr=o. 

Ce  qui  prouve  que  les  deux  parties  doivent  être  égales. 

Ce  moyen  de  résolution  a  l'avantage  de  conduire  à  une  équation 
du  second  degré  à  deux  termes. 

108*  N.  B.  — Dans  les  équations 

ar(2a— a?)  =  y,      et      [a-\-x)(a — a?)  =  y, 

X  est  dite  une  variable,  et  ar(2a—  x)  ou  [a-^-x)  (a-^x)  une  cer- 
taine FONCTION  de  la  variable. 

Cette  fonction,  représentée  par  y,  est  elle-même  une  autre  va- 
Habtey  dont  la  valeur  dépend  de  celle  qu'on  attribue  à  la  première; 
et  c'est  pour  cela  que  les  analystes  désignent  quelquefois  celle-ci  sous 
le  nom  de  variable  indépendante^  tandis  que  la  seconde,  ou  y  y  reçoit 
des  valeurs  dépendantes  de  celles  qu'on  attribucNà  x. 

£n  résolvant,  par  rapport  à  a:,  les  deux  équations 

aî(2«  —  ar)=y,      et      {a  +  a?)(a — x)  =  y, 
cequi  donne      x  =  a±:^a^  —  y,    et    x=^àz\/a^—yy 

on  peut  regarder,  à  son  tour,  y  comme  une  variable  indépendante 
et  X  comme  une  certaine  fonction  de  cette  variable. 

109.  Froposons-Tious,.pour  seconde  question,  de 
Diviser  un  nombre  2  a  en  deux  parties  telles  y  que  la  somme  des  ra- 
cines carrées  de  ces  deux  parties  soit  un  maximum. 

Appelons  x^  Tune  des  parties;  2a  —  x'^  sera  l'autre  partie^  et  1« 
somme  de  leurs  racines  carrées  aura  pour  expression. 


^  x-\-^2a  —  X-  :    ' 

c'est  cette  expression  dont  il  fout  déterminée^  maximum^ 

,  ■  ■  ■ 

Posons  a:  +  V2«— ^*=y. 

Pour  résoudre  cette  équation,  il  faut  chasser  le  radical.  On  a  d'a- 
bord, en  transposant  le  terme  x  dans  le  >second  membre, 

yaa — a?'=y  —  x, 
d'où ,  élevant  au  carré ,  2  a  — ^  a?-  =  y*  —  2xy  -f- .«:- , 


X 
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OU ,  ordonnant  par  rapport  à  x ,  aa?*  —  a ary  i=  2a — y*, 

équation  tf où  l'on  tire    ar  =  ^  ±  v/^  +  ^^~^\ 

ou,  simplifiantj  ar  =  -  ±:  -  v^4«  —y** 

Pour  que  les  deux-  valeurs  de  x  ^ient  réelles,  il  faut  que  y*  soit 
tout  au  plus  égal  k  ô^a; 

Donc  ^\Ja  est  la  plm  grande  valeur  que  puisse  recevoir  y. 

Si  Ton  fait  y  =  a  v^,  il  en  résulte  x  7=.  si  a; 
D'où  Ton  déduit  or*  =  a,  et  a  ai  —  jr*  ==  <i. 
Ainsi,  /e  nom6r(?  efonne  aa  (/o<V  être  divisé  en  deux  partieê  é§ale$ 
pour  que  la  somme  des  racines  carrées  de  ces  deux  pœHies  soii  un 

MAXIMUM. 

ce  maximum  est  d'ailleurs  égal  à  a  y^. 
Soit,  par  exemple,  7a  le  nombre  proposé; 

on  a  72  =  36  +  56;    d'où  V36  +  \/36=?:ia. 

C'est  le  maximum  de  valeur  qu'on  puisse  obtenir  pour  la  somme 
des  racines  carrées  des  deux  parties  de  7a.  - 

Et,  en  eflfet,  décomposons  7a  en  64  +  8;  bn  a  v^64r=8,  et 
\/8  =  a  +  une  fract.;  d'où  v64  +  y^S  =  10  +  une  fract. 

Soit  encore      7a  =  49  +  a3  ;    on  a    ^69  =  7 , 

V^a3  =  4  +  une  fract.;  donc,  V49  +  V^=  »»  +  «"©  fr^c^ 

m^  x^  j«  ^* 
Considérons,   pour  3«  exemple,  r expression-. — 5 —    ^>  . ,  qu'il 

s^agit  de  rendre  un  miniicum  (m  étant  supposé  >  n). 

wi'x'  "4"  n^ 
Posons  r-z — -^-rr-==y>  d'où  ni^x*  —  (m* — n*)y.aî=:  —  n';  on 

[rrr  —  n*)x  - 

en  déduit    ar  =  i — ~,   ^^  ±:  — -,  )/im^  —  n«)  V  —  4w*n*.  Or, 

am-  am'       .  ' 

pour  que  les  deux  valeurs  de  x,  correspondant  à  une  valeur  de  y, 

soient  réelles,  il  faut  .évidemment  que  . 

(m*  — ^  n*)*-v'    soit  au  moins  égal  à    4  wi'n*, 
et ,  par  conséquent,  que  y  soi(  au  moins  égal  à  — ^ — ~. 

Ainsi,  — î ;  est  le  minimum  des  valeurs  qu'on  puisse  donner 


^y- 


zmn 
Si  l'on  fait  y  =  — r — r—,  dans  l'expression  de  a?,  le  radical  dîspa- 

m — n 
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^ 
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rail,  et  la  .valeur  de  z  devient 

fi 
Cette  valeur,  a?  =  —,  est  doûc  celle  qui  rend  rexprcssion  proposée 

un  minimum  f  lequel  est  égal  à  —r r. 

ffi*  —  n" 

* 

i  10.  Crs  exemples  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  la  marche  qu*il 
faut  suivre  dans  la  résolution  de  ces  sortes  de  questions* 

Après  avoir  formé  Vejcpré&sÎQn  algébrique  de  la  quantité  suscâpiiblt 
4e4^v€W*u^oi^  ^^  ifAjMMtii{«  mt  un  mmwvi,  on  régale  à  une  lettre 
9U$lw^ue^.  Si  Véquaiî^  qm  l'an  obtient  ainsi  e$t  du  second  degré 
en  X  [x  désignant  la. quantité  variable  qui  entre  dans  rex^ression 
algébrique],  on  la  résout  par,  rapport  à  x;  puis  on  égale  à  zéro  la 
quantité  soumise  au  radical ,  et  l'on  tire  de  cette  dernière  équation  une 
valeur  de  "^'qui  représente  alors  le  maximum  ou  te  minimum  cherché.  Sub- 
stituant enfin  cette  valeur  de  y  dûns  l'expression  de  x  y  on  obtient  la 
valeur  de  x,  propre  à  satisfaire  Hé^onoé. 

N.  B.  —  S'il  arrivait  que  la  quantité  sous  la  radical  restât  poshive, 
quelle  que  fût  la  valeur  de  y,  on  eu  conclurait  que  l'expre^ion  pro- 
posée peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur  possibles;  en  d'autres 
termes,  qu'elle  a,  en  «ombres  absolus,  l  infini  pour  maxii^um  et  o  povr 
minimum;  ou  ,  plus  généralement,  qu'elle  peut  passer  par  tous  les  états» 
depuis  V  infini  négatif'jixsqn'h  Y  infini  positif. 

"  •'  Ai/' -4*  A-oP  ^^"  5 

Soit,  pour  nouvel  exemple,  l'expression    "  ;   ■    . — ^ — . 

.  r      »  r  (,(2J?+l) 

On  demande  si  cette  expression  est  susceptible  d'un  maximtm,  ou 
d'un  minimum. 

àx^-^-^iX  —  3 

Posons  W   .      =y. 

ïl  en  résulte  réquatîon       4^;*— 4(3y— -  i)â?  =  6y  +  3, 
d'où  l'on  déduit,  ^  =  ^^^^  i  -  ^^^^^4, 

2  2 

Or,  quelque  valeur  qu'on  donne  à  y,  la  quantité  sous  le  radical 
sera  toujours  positive.  Ainsi,  y,  ou  l'expression  proposée,  peut  passer 
par  tous  les  états  de  grandeur  depuis  —  90  jusqu'à  +  00  . 

Dans  les  exemples  précédents,  la  quantité  soumise'au  radical  delà 
valeur  de  x  ne  renfermait  que  deux  parties,  Tune  affectée  de  y  ou 
de  y*,  l'autre  toute  connue  ;  et  il  a  été  facile  d'obtenir  le  maximumoo. 
le  minimum  dont  la  fonction  était  susceptible.  Mais  il  peut'arriver 
que  cette  quantité  soit  un  trinôme  du  second  degré  de  la  forme 
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Dans  ce  cas ,  la  question  devient  pflus  difficile  ;  et  pour  liiettre  en 
état  de  là  résoudre  complètement ,  il  est  néccessaire  de  démontrer 
plusieurs  propriétés  relatives  à  ces  trinômes»  '  // 

Propriétés  des  trinômes  du  second  degré, 

111«  On  appelle /rm^me  du  second  degré  toute  exprossio^  i^  It 
fornio  '    my*  +  '^y  +  P 

[m^  ne^p  étant  des  quantités  connues  de  signes  quelconques ,  ^  dé- 
signant d'ailleurs  une  variable,  c'est-à-dire  une  quantité  que  l'on  fait 
passer  par  différents  éiats  de  grandeur]. 

Ainsi    3y*  — 5y  +  7  — 9.y*  +  2y  +  5,    ou    — 6^*--5y-f  la 

sont  dits  des  trinômes  du  second  degré  en  y. 
Si  Ton  égale  à  o  te  trinôme  my*  -f  ny  +  ?>  ce  qui  donne 

mv*-\-ny-^p  =  o,    d'ou    y  —  —  --±-—^^n*'-^mp, 

on  peut  faire  trois  hypothèses  principales  par  rapport  à  la  nature  des 
valeurs  de  y  qu-oa  vient  d'ol^tenir  : 

les  deux  racines  sont  alors  réelles  et  inégales} 

2%  71*  —  4^i^  =  cJ 

auquel  cas  les  deux  rc^cines  sont  réelles  et  égales; 

S*.  w*  —  ^mp<o'y  ,    '    . 

les  debx  racines  sont^  dans  ce  cas ,  imaginaires. 
Cela  posé ,  voici  les  propriétés  relatives  à  ces  différents  cas  :  • 
Premièrement. — Toutes  les  fois  qu'un  trinôme  du  second  degré  est 
tel,  qu'en  IVgalant  à  o  et  résolvant  l'équation  qui  en  résulte,  on  obtient 
deux  racines rcW/es^^ïVie^dte  [de signesiquelconques]  toutequantité[pO' 
sitive  ou  négative]  comprise  entre  les  deux  rûcines ,  substituée  à  la  place 
dey  dans  le  trinôme,  donne  nécessairement  un  résultat  de  signe  contraire  à 
celui  dont  le  coefficient  de  y^^  est  affecté;  mais  toute  quantité  non  comprine 
entre  les  deux  racines  ^  et  différente  de  chacune  d'elles,  substituée  à  la 
place  de  y ,  donne  un  résultat  de  même  signe  fue  le  coefficient  de  y*. 

En  effet ,  soit  l'équation      my^  +  wy  +  i^  =^  o  ; 

et,  pour  fixer  les  idées,  représentons  par  y'  la  racine  qui  se  rapproche 
le  plus  de  Vinûni  négatifs  c'est-à-dire  la  plus  petite  racine  »  et  par  y" 
Vautre  racine,    ^ 

Cela  posé,  le  premier  nltembre  peut  (n®  97]  se  mettre  sous  la 
forme  m{y  —  y')  [y — y") ;  ainsi  l'on  a  l'identité 

^ly       my^  +  ny+p  =  m{y  —  y'){y'^y''); 
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ce  qui  signifie  {n*  44)  que  œtte  égalité  doit  exister,  quelque  valeur 

qu'on  donne  à  y. 
Soit  maintenant  a  une  quantité  comprise  entre  y'  et  y",  c'est-à-dire 

telle  que  l'on  ait  «>y',    mais    a<y''; 

il  en  résulte  a— y'>o,    mais    a— y''<o;. 

d'où  l'oft  voit  que  les  facteurs  a— y',  «— y%  sont  de  signes  con- 
traires :  ainsi  leur  produit  (a  —  y')  (a — y")  est  négatif. 

Donc  m(a  —  y')  (a  —  y"),  ou  wia*  +  «a*4-/>>cst  de  signe  con- 
traire à  celui  dont  m  est  affecté. 

Soit ,  au  contraire ,  a  < y '    et    d  fortiori  ^<y''i 

d'où  Ton  déduit  «  —  y'  <o  ^*    a  — y"  <o. 

Les  deux  facteurs  sont  de  même  signe;  donc  (« — y')  (»  —  y")  est 
^  positif;  par  conséquent , 

est  de  même  signe  que  m. 
Même  raisonnement  pour  le  cas  de  a  >  y",  et  à  fortiori  a  >  y'. 

C.  Q.  F.  D.  ' 

Secondement.  —  Si  les  deux  racines  sont  réelles  et  égales  ,  toute 
quantité  différente  de  celle  qui  réduit  le  irinâme  do,  substituée  dans  ce 
.   trinùme ,  donne  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient  de^i*^. 
En  effet,  puisque  les  deux  racines  sont  égales,  on  a  la  relation 


n« 


n*  —  àmp  =  Oy      d'où  Ton  tire     p  =  r — ; 
-     ^  '^       4^ 

àbs  lors  le  trinôme  my*  -{-^y-hP  ou  m  t  y*  -| — y  +  ~  )  devient 

Or  il  est  évident  que,  pour  toute  valeur  de  y  autre  que , 

la  quantité  (y  -] )    sera  positive. 

Ainsi ,m(y-\ 1    ou  my*  +  ny'\-p  aura  le  signe  de  nu 

C.  Q.  F.  D. 

Troisièmement.  —  Enfin,  si  leé  deux  racines  sont  imaginaires, 
toute  quantité  réelle ,  positive  ou  négative,  substituée  à  la  place  de  y, 
donnera  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient  de  y*. 

Car,  puisque  les  deux  racines  sont  imaginaires,  on  a  la  relation 

n*  —  ^mp<o,    d'où    4»2/>>n*, 


« 
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p        n* 
m       ^m 


ou  bien  (n*  105),  divisant  par  4w* ,      ^  >  y— ^. 


Soit  donc  ~  =  - — j  -^k*  [fc*  désignant  une  quantité  essentielle- 
meut  positive]  ;  il  en  résulte  • 

I  ' 

quantité  qui  restera  toujours  de  même  signe  que  m ,  quelque  valeur 
réelle  que  Ton  y  substitue  pour  y, 

112.  La  seconde  propriété  nous  conduit  naturellement  à  parier 
d'une  proposition  qui  est  d'un  fréquent  usage  dans  l'analyse. 

Toutes  les  fois  gunn  trinôme  du  â*  degrés  my*  -|-  ny-f*  ^^  est  un 
carré  parfait,  on  a  entre  ses  coefficients  la  relation 

n' — ^mprrzo. 

En  effet,  si  ce  trinôme. est  un  carré  parfait  et  de  la  forme  (m'y-f  n')*, 
les  deux  racines  de  l'équation  Twy  *  +  ny  + /=  o  doivent  être  égales. 
Or  y  pour  qu'elles  soient  égales ,  il  faut  (|ue  la  quantité  sous  le  radical, 
oun*— 4»!/),  %(ÀinuUe.  C.  Ç.  F\  D. 

Réciproquement. — Si  Ton  a  entre  les  coefficients  la  relation 
w  • — 4  ^/>  =^  <)  9 16  trinôme  est  un  carré  parfait]  car  on  déduit  dé  cette 


n* 


relation  />=- — ;  d'où 

l\m 

rny^  +  ny-\-p  =  my*  +  ny  +  —  =  (^y  y^  +  ^j  . 

113.  Voyons  actuellement  l'usage  de  ces  propriétés,  dans  la  réso- 
lution des  questions  sur  les  maximums  et  minimums. 
Soit  proposé  de  déterminer  si,  lorsqu'on  fait  varier  x,  la  fonction 

Posons  .  — ; — =y; 

Qx — 14         ^ 

d'où  X*  —  a(3y4-0^  =  —  ^i  —  i4y. 

Ilenrésulte  x=3y  +  i  div/gy* — Sy — ao.  • 

Pour  que  x  soit  réel,  il  faut  que  9 y* — 8 y  —  20. soit  positif.  Or, 
si  l'on  égaie  cette  quantité  à  o  ^  il  vient 

y* y =,0,    d'où    y=2    et    y=— — . 

Ces  deux  valeurs  de  y  étant  réelles ,  il  suit  de  la  première  des  pro- 
priétés ci-dessus,  que,  dès  qu'on  donnera  à  y  des^valéurs  comprises 
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entre et  2,  telles  que— 1,  o,  1,  la  valeur  du  trinôme  sera  n^ 

9 
gative,  puisque  le  coefficient;  de  y*  est  positif.  Mais  en  donnant  à  y 

10 
des  valeurs  non  comprises  entre  — ^ et  a ,  comme  —  2,  —  3, , 

9  - 

3,  4, ...,  on  obtiendra  un  résultat  posûi/. 

On  voit  donc  que  a  est  ^  ^  tiomores  absolue ,  le  minvuM  des  valeurs 

que  doit  recevoir  y,  pour  que  x  soit  réel  ;  et  si ,  dans  l'expression 

de  x  ci-dessus,  on  fait  ys^a^le  radical  disparaît,  et  Ton  trouve 

sc  =  y.  .     ■         ' 

X*  —  2a?+21 

fia  effet,  l'expresoon 


6x  — 14 


••* 


devient,  lorsqu'on  y  pose  ^==7,  ^  '  —  =  --  =  a. 

La  racine  y  = est,  en  nombres  néaaiifs,  le  maximum  des  valeurs 

9 
que  y  peut  recevoir;  et  U  valeur  de  x  correspondant  à  ce  maximum 

10  7 

est  a?=;3X hi=  —  i* 

9  3 

N.  B.  —  Lorsque,  x  étant  exprimé  en  y,  le  coefficient  de  y*  sous 
le  radical  est  négatif,  et  que  les  deux  valeurs  dey,  déduites  du  tri- 
nôme égalé  à  zéro,  sont,  Tune  positive,  l'autre  négative,  la  valeur 
positive  est  tm  maximum^  puisque  toute  valeur  plus  grande  donnerait 
un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient  de  y",  et,  par  consé- 
quent, négatif  j  la  valeur  négative  est  un  minimum  parmi  les  valeurs 
négatiyf  s  que  y  peut  recevoir. 

Nous  laissons  aux  élèves  le  soin  d'examiner  les  autres  circonstances 
qui  peuvent  se  présenter  :  par  exemple,  le  cas  où,  le  coefficient  de 
y*  étant  positif,  les  deux  valeurs  de  y  sont  positives;  celui  où,  ce 
même  coefficient  étant  positif,  les  deux  valeurs  sont  imalginaires.  Ils 
pourront  d'ailleurs  s'exercer  sur  les  questions  suivantes  : 

i".  Partager  un  nombre  donné  î^  a  m  deux  parties^  de  manière  que 
la  somme  des  quotients  qu'on  obtient  quand  on  divise  mutuellement  ces 
deux  parties  l'une  par  l'autre ,  soit  un  aimiMuM. 

(Rép.  Les  deux  parties  doivent  être  égales ,  et  le  minimum  est  a.) 

a".  Soient  a  et  b  deux  nombres  absolus;  on  demande  pour  x  une 

valeur  telle,  que  l  expression  i— — ! — 4-^ *i  sait  un  Uàxmxm^ 

X 

(  Réponse.       xâc-— ~^;  et  le  maximum  correspondant  est 


*        4«*     / 


pnoBLÈiois  w  noMD  i»e«i  i  vÊomints  iNCOviniEs. 


m 


S"",  Soient  sl  etb  deux  nombres  absolus;  on  demande  fma*  x  une 

I  '    .  11  n  '  ^  (a  +  x)  (b  +  x)     . 

valeur  telle,  que  lexpressiofi  - — ■ — -^ — ■ — ~  soit  un  MiMMtM, 


( 


Rép.  On  trouve  ici  deux  valeurs ,  savoir  :  ^ 

-,  I 

a?  =  +  ^âby  à  laquelle  correspond  un  minimum  y  =  (y^â  +  V^?)/  - 
et 

0?  =  —  /cÂ ,  à  laquelle  correspond  un  maximum  y  =r  (  y/â  —  V*)*.  )    /f 

S  IIÏ.  —  DES  ÉQUATÏQPS  ET  PROMiMES  DU  SECOND  DEÔRÉ  A  DECX  00  PLU- 
SIEURS  INCONNnES.— NOUVELLES  OPÉRATIONS  SUR  LES  RADICAUX  DU  SEOOM) 
DEGRÉ ,  RÉELS  OU  IMAGINAIRES. 

114.  Nous  ne  pouvons  donn^  ici  uiie  théorie  complète;  car  nous 
ferons  voir  bientôt  que  la  résolutioil  de  deux  équations  du  second 
degré ,  à  deux  inconnues ,  dépend ,  en  général ,  dç  la  résolution  d'une  . 
équation  du  quatrième  degré  à  une  seule  inconnue;  mais  nous  allons 
nous  proposer  quelques  questions  qui  ne  dépendent,  en  dernière 
analyse,  que  de  la  résolution  d'une  équation  du  second  degré  à  une 
inconnue. 

PREMiKHi  PROBLÈms.  —  Trouvef  deux  nombres  tels  y  que  la  somme  de 
leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  Sieth  soit  égale  à  2Syet  que 
leur  produit  soit  égal  à  p. 

Soient  x  eiy  les  deux  nombres  cherchés;  on  a  les(  équations 

ax  -^  by  =  2S, 
xy  =  p. 

De  la  première  où  tire  y  =  — ^ —  ; 

d*où;  substituant  dans  la  seconde  et  réduisant^ 

««c*  — a5a?  =  —  bp. 

Donc  x=  -  ±:  ^^s^-^^abp^ 


a 

s 


a 


et,  par  conséquent,  y  =.  t  =f  t  \s^  —  abp* 

Comme  a^  b,  ;}sont  supposés  ici  des  nombres  absolus,  le  pro- 
blème est  susceptible  de  deux  solutions  directes ,  car  s  est  évidem- 
ment >  \/«*  —  abp. 

Mais,  pour  qu'elles  soient  réelles ,  on  doit  avoir  s*  >  ou  saa^. 

Soit  a  =  6  =  1  ;  les  valeurs  de*  â?  et  de  ^  se  réduisent  à 

Xi=±s±^s^*^p   et    y=!:zszf^$*—p. 


réduisent,  dans  ce  cas  particulier,  à 


et  alors  la 
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D'où  Ton  voit  que  les  deuK  valeurs  de  y  sont  égales  à  celles  de  x 
prises  dans  un  ordre  inverse;  ce  qui  veut  dire  que,  si  «-|~V^** — P 

représente  la  valeur  de  x,s-c'^s* — p  représente  la  valeur  corres- 
pondante de  ^^  et  réciproquement. 

s    On  interprète  cette  circonstance  en  observant  que  les  équations  se 

xy  =  p; 

question  revient  à  Trouver  deux  nombres,  demi  la  somme  soit  as  rf 
dont  le  produit  soit  p;  ou,  en  d'antres  termes,  à  Partager  un  nom- 
bre as  en  deux  parties  dont  le  produit  soit  égal  à  un  nombre  donné  p. 
Or  on  a  vu  (n°  100)  que  les  deux  parties  sont  ^écessaii^ement  liées 
entre  elles  par  une  ihéme  équation  du  second  degré 

x^  —  35x4-^2  =  a, 

qui  a,  pour  eoeffieierU  du  second  terme,  la  somme  fus  prisé  en  signe 
contraire,  et  pour  dernier  terme,  le  produit  p  des  deux  parties, 

115.  Second  problème.' —  Trouver  quatre  mmbtes  en  proportion  géo- 
méinque,  connaissant  la  somme  as  des  extrêmes,  la  somme  as'  des 
moyens ,  et  la  somme  4c*  des  carrés. 

Désignons  par  w,  ar,  y,  z  les  quatre  termes  de  la  proportion  ;  on  a, 
pour  les  quatre  équations  du  problème ,  en  vertu  des  données  de  la 
propriété  fondamentale  des  proportions, 

x  +  y=2s', 
uz  =xyf 

w' + x' + y* + ^* = 4^*- 

Au  premier  abord  »  il  peut  paraître  difficile  de  trouver  les  valeurs 
dés  inconnues,  mais,  à  Faide  d'une  inconnue  auxiliaire,  on  p^vient 
à  les  délerininer  simplement. 

En  eifet,  soit  p  le  produit  inconnu  des  extrêmes  ou  des  moyens; 
on  a 

iw-{-2  =  as 
}  qyi  donnent 
UZ:=:p 

(voyez  le  problème  précédent); 

ix-\-y=2s'  .  i  ^ 

I  qui  donnent 
Xîf^p 


Wr=S  +.V^* — P 

z  =5  —  ys* — p 


=  S'  —  S/S'!r-'P 
y^s'—s/s'*—p 

On  voit  donc  déjà  que  la  détermination  des  quatre  inconnues  ne 
dépend  plus  que  de  celle  du  produit  p. 
Or,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  deUfX,y,z,  dans  la  dernière  des 
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équations  du  proUèsae,  il  vient 

ou 5  développant  et  faisant  les  réductions, 

4s'  +  4s'* — 4/>=;  4c*;    donc    j»  =  s*  +  «'* — ^'• 
Reportant  cette  valeur  de  jo  dans  les  expressions  deuyX,  y,  z, 

.  «     ,w  =  s-|-v^c* — s'S  x  =  8'  +  Jc*  —  s* 

on  trouve  enfin  ^  ^  ^  "^  ^ 


z  =  s  —  y/c*  —  s'  *>    y  =  s'  —  y/e*  —  «* 


Ces  quatre  nombres  constituent  évidemment  une  proportion;  car 
on  a 

UZ:^[s  +s/c^  —  s'*){s  —V^C«  — «'»)=«*  — c'+y% 

xy  =  (s'  +  Vc*  — »•  )(s'--v^c*— s*  )  =  «'«  — c*  +  «V.- 

N.  B.  —  Ce  problème,  que  nous  avons  extrait  de  V Algèbre  de  ' 
M.  Lhuilier,  est  propre  à  faire  voir  combien  Tintroduction  d'une  in^ 
connue  auxiliaire  dans  un  calcul  peut  faciliter  la  détermination  des 
jnconnues  principales.  On  trouve  ^  dans  Touvrage  que  nous  venons 
de  citer,  d'autres  problèm^^s  du  même  genre  qui  conduisent  à  des 
équations  d'un  degfé  supérieur  au  second,  et  que  néanmoins  ^d  . 
peut  résoudre  à  Taide  des  équations  du  premier  et  du  second  degré^. 
en  introduisant  des  iriccmnues  auxiliaires. 

ii6.  Considérons  maintenant  le  cas  où  un  problème  donnerait  lieu 
à  deux  équations  quelconques  du  second  degré  à  deux  inconnues. 

UuQ  équation  à  deux  inconnues  est  dite  du  second  degrés  lors- 
que étant  mise  sous  forme  entière,  elle  renferme  des  termes  dans  les- 
quels la  somme  des  exposants  des  deux  inconnues  est  égale  à  2 ,  e^  que , 
dans  aucun  terme ,  .cette  somme  ne  surpassé  pas  2  (*). 

Ainsi ,    5x*  -^  4a?  -t  y'  —  xy  —  5y  +  6  =  o ,  ^xy  —  4^  +  y  =^  o^ 

sont  des  équations  du  second  degré  C"). 
Il  suit  de  là  que  toute  équation  du  second  degré  à  deux  inconnues 

e&idelàtotme  ay*  -\-bjÊy-\'  cx^-^dy  +  fx  +  gsx^Oj 

[a,  bj  c,,..  représentant  des  quantités  connues^  soit  numériques,  soit 
algébriques]. 
Soient  donc  proposées  les  équations 

ay*  +bxy  +€x*  -\-dy  +/a?  +y  ==o> 
-     .  «y  +  b'xy  4-  c'x*  +  d'y  +  f'x  +  g':^ o. 

I  I         llll     II      .    I      !■     ■       !!■  Il       I  I  I  I  I    I       I         '  I      I       .,      É.. ■  .      ..1,  I      I     I        I  » .-     Il-    I. 

n  II  saflltt  au  surplus,  si  l'équation  a  des  dénominateurs,  que  x  et  y  n'entrent 
pas  dans  ces  AéDominateurs.  (roye;(»la  raaiaf<iue4u  n*"  st.) 


On  peut  ordonner  ces  deux  équations  par  rapport  à  x;  et  il  vient 

ex*  +[by  +f]x+ay*  +dy  +§'  =o, 
c'x'  +  (b'y  +  f')x  +  a'y*  +  d'y  +  g'  =  o. 

Cela  posé ,  si  les  deux  coefficients  de  x*  étaient  les  mêmes  dans  les 
deux  équations ,  on  obtiendrait^  en  retranchant  ces  deux  équations 
l'une  de  l'autre ,  une  équation  du  premier  degré  en  x  qut  pourrait 
être  substituée  à  l'une  des  équations  proposées;  de  cette  équation  Toa 
tirerait  la  valeur  de  x  en  y,  et  ^reportant,  cette  valeur  dans  une  des 
équations  proposées  ^  on  parviendrait  à  une  équation  qui  ne  renfer- 
merait plus  que  rinconnue  y. 

Or,  si  Ton  multiplie  la  première  équation  par  c'  et  la  seconde  par 
c ,  il  vient 

cc'x*  +  (by  -\-f)c'x  +  (ay*  +dy  +g)c'  =  Oy 
cc'x*  +  (b'y  +  r)cx  +{a'f  +  d'y  +  g')c  z^o, 

équations  iquî  peuvent  remplacer  les  précédentes^  et  dans  lesquelles 
le  coeflScient  de  ar*  est  le  mônif. 
En  soustrayant  la  seconde  de  la  première ,  on  trouve 

[(be*^€b')y^fc'^€f]x  +  (ac'^€a')y*  +  (dc'^cd')y 

'^gc<  — cg'  =  o, 

,      ,.  ..  {ca'  —  ac')y*  +  {cd'  —  dc')y  +  cg'—gc' 

équation  qm  donne  a?=xi- /^^   '.\  — ,    .  r   \' ^• 

;*  ,  {bc'—cb')y  +  fc—cf 

Gette  expression  de  x,  substituée  dans  l'une  des  équations  pro- 
posées, donnerait  une  équation  finale  en  y. 

Mais .  sans  effectuer  cette  substitution  qjii  conduirait  à  un  résultat 
assez  compliqué,  il  est  facile  de  reconnaître  que  réquation  en  y  doit 
être,  en  général,  du  quatrième  degré,  car  le  numérateur  de  l'ex- 
pression de  X  étant  de  la  forme my^  +  wy -f^ ,  son  carré,  ou  lex- 
pression  de  a?*,  est  du  quatriènfie  degpé  ;  or  ce  carré  forme  Tune  des 
parties  du  résultat  de  la  substitution. 

.  Donc ,  en  général ,  la  résolution  de  deux  équations  dû  second  degré 
à  deux  ineonnues  dépend  de  celle  d'une  équation  du  queUrième  degré  à 
une  seule  inâmnueB 

* 

417.  Il  est  un^  classe  d'éqtiations  du  quatrième  degrés  dont  on 
peut  ramener  la  résolution  à  celle  des  équations. du  second  degré  :  oe 
sont  les  équations  de  la  forme 

On  les  appelle  équations  trinômes  ou  bicarrées^  parce  qu'elles  ne  con- 
tiennent que  trois  espèces  de  termes  :  des  termes  eu  35*,  des  termes 
en  X*,  et  des  termes  tout  connus. 
Pour  résoudre  cette  équation ,  posons      âir  * = y  ; 

elle  devient  jr*  +py +^'=«0, 
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4'où  Ton  tire       -  yïs=  —  ^^^^V/T"-^* 
Mais  réqaation     «  *  =  j;    donne    a?  =  dzV  j^  ; 

donc  xi=t±:\/  —  ^rti  /—  "^*-         v 

On  !tC5tmnaît>  par  le  feîtmême  dé  ia  résolution  dé  l'équation,  quç 
linconnu^  a  quatre  valeurs  ^  puisque  chacun  dès  signes  -^  et  -^  qui 
aifeetent  h  premier  radical  peut  être  successivement  combiné  avec  . 
chacun  tles  deux  signes  qui  aifectent  le  second;  mais  ie$  valeurgsmi 

égales  et  désignes  contraires  deux  à  deux.    - 

Soit,  par  exemple,  réquation  ar*  — aS^u'nx— 144; 

si  Ton  pose  a?*'=y,  il  vient  y*  -*-  a5y  cza  ««H  144, 

d'où  l'on  tire  y  =16,^=9* 

Substituant  ces  valeurs  dans  Féquation    ar'âry^    on  obtient 

l^a?»35:lè^    d'où    œsszt^i    a^«»a=9,    d'où    Xiist±:i. 

Ainsi ,  les  quatre  valeurs  sont  -f-4>^ —  4, +5  et*—  5* 

• 

Soit  encore  l'équation  a?*  —  7^*  =  8. 

Posons  x*=zy;  l'équation  devient  y*  —  7^=8, 

d'où  ^       y  ===8    et    y  =^ — i. 

Donc  1**.    a?*  =  8,         et    j?  =  ±a/aj. 

a*.     j?*=  —  1,      et    ar  =  ±;y — 1; 

les  deux  dernières  valeurs  de  x  sont  imaginaires. 
Soit  l'équation  algébrique 

a;*  — (26d^+4a')  aî*  =— fe*e*. 

Posons  x^=y'y  l'équation  devient 

y*-^{afe  +  4«*)  y==  —  b*c*i 
d'où  l'on  déduit  y=        6e+aa*±:a«\/Ae  +  «*, 

et,  par  conséquent ,        a?=±vôc+aà*±:2a ^bc+M\ 

U8.  La  résolution  de  l'équation  trinôme  du  4*  degré  donne  nais- 
sance à  une  nouvelle  espèce  d'opération,  savoir  :  L*esèlraeiîoû  de  la 
racine  cannée  d'une  quantité  di  la  forme 

Ad:v/B,  '     ' 

A  et  B»  désignant  des  quantités  commensurables  de  signes  quel- 
conques. 

Soit  d'abord  à  former  le  carré  de  Texpression  5  ±:  y^S . 
Ott,a(ûM«)    (5=i=v^5)'=sft9±:Cv^5*h52sai4^6/î'r 


donc ,  réciproquement ,        Vi4:t:6V^5=3dz v^5 • 
De  même ,  * 

donci ,  réciproquement,        y  1 8  di  a  v/77  =  V'7  ±:  v^Tî . 

D*où  l'on  voit  qu'une  expression  telle  que  y  À  d=  /B  peut  quelque- 
fois être  ranienée  kla  forme  A'±  y'^',  ou  V^A'drv^B';  et  lorsque 
cette  transformation  est  possible ,  il  est  important  de  reffectuer, 
pui^u'on  n'a  plus  qu'une  ou  deux  racines  carrées  simples  à  extraire, 

tandis  que  l'expression  vA±:v^exige  qu'on  extraie  une  radm 
carrée  de  racine  carrée^ 
Nous  nous  proposerons  donc  cette  question  : 

Une  quantité  de  la  forme  k^>fè étant  donnée  (il  est  mutile  de 
considérer  ici  le  double  signe  d:,  parce  qu'il  est  implicitement  reD- 

fermé.  dans  Tindice  du  i:adical  v/) ,  reconnaître  si^  elle  est  le  carré 

d'une  autre  quantité  de  la  forme  A' -^^W,  ou  ^+\/w^  A,B,A',B' 
étant  rationnels;  et  déterminer  cette  dernière  quantité  lorsqu'elle 
existe. 

Cette  recherche  est  fondée  sur  un  principe  qui  trouvera  par  la 
suite  de  fréquentes  applications  :  c'est  que,  toutes  les  fois  que  l'on  a 
une  égalité  de  la  forme 

m,m',n,n'  étant  rationnels ,  on  doit  avoir  séparément 

»»r=m'    et     yn  =  y/iT'.  ' 
En  efi^t ,  on  déduit  de  l'égalité  hypothétique, 

^=:m'' — ?»+ v*^J 

d'où ,  élevant  au  carré , 

n^=^[m' — m)"  -|-«''+  ^(w*'  —  m)  s/n' , 

ou  bien,  n — n' — [m' — wi)'  =  a{m' — m)Àjn'. 

Or  le  premier  membre  de  cette  dernière  égalité  est  un  nombre 

commensurable  :  donc  il  doit  en  être  de  même  du  second;  mais  \'n 

étant,  par  hypothèse,  incommensurable,  2 (m' — m))/n'  est  aussi 
incommensurable.  Ainsi,*  pour  que  l'égalité  subsiste,  il  faut  que  cette 
irrationnelle  disparaisse,  ce  qui  exige  que  IJon  ait 

m' — m  =  o,    d'où    w?'=»a, 
et,  par  conséquent,  V^=\/«',  .ott    n=«'.         C.  Q,  F.  D. 
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Hcla  posé^  désignons  par/}  et  q  les  deux  parties  dont  se  compose 

racine  carrée  de  A  +  \/b  lorsqu'elle  existe;  jt^et  ^  sont  alors  deux 
mômes  irratimnels ,  ou  bien ,  l'un  une  qui^ntité  rationnelle ,  l'autre 
monônne  irrationnel  du  second  degré,,  en  sorte  que  p*  et  g*  sont 
cessairement  rationnels^  On  a  l'équation 

»ù ,  élevant  au  carré ,  . 

3  srcorid  membre  de  cette  dernière,  équation  étant  irrationnel,  fl. 
)it  en  être  de  même  du  premier.  Donc^  en  vertu  du  principe  dé« 
iontré  ci-dessus,  l'équation  précédente  se  partage dttnaf  ces deot^ei:' 

p'+q'  =  K  (2) 

2pq=S^  (3) 

n  pourrait  tirer  de  l'équation  (3)  la  valeur  de  q  et  la  substituer  dans 
équation  (a),  ce  qui  conduirait  h  une  équation  trinôme  du  4'ilègcé 
ti  p  qu'on  résoudrait  facilement;  et  Toii  parviendrait  ainsi  aux  vu- 
3urs  de  p  et  de  q.  Mais  il  est  plus  simple  d'opéra*  de  là  manière 
uivante  : 
Retranchons  (3)  de  (2)  membre  à  membre  ;  il  vient 

l'où  p—q=yJp,—  sjB, 

équation  qui ,  combinée  avec  (  1  )  par  voie  de  multiplication ,  donne 

p*  — y*=^V^A*— B. 
Ckî  résultat  nous  apprend  déjà  que  p'  —  y»  est  rationnel,  puisque 

p'  et  y'  le  sont  sépai'ément.  Par  conséquent,  A+  v^  ne  peut  être 
le  carré  d'une  expression  de  la  forme  indiquée  pa|r  l'éiioncé  de  la 
question,  qu'autant  que  la  quantité  A* — B  est  elle-même  un  carré 
PARFAIT.  Tel  est  le  caractère  auquel  on  reconnaît  la  possibilité  de  la 
simplification //roposée. 

A*— B  devant  être  un  carré  parfait,  désignons  p^  C  la  valeur  nu- 
mérique'de  sa  racine;  il  vient 

\       p'  —  q'  =  ±C.       ■  (4) 

Actuellement,  si  l'on  combine  les  équations  (a)  et  (4)  par  addition  et 
soustraction ,  Ton  obtient  successiveoAent 


,      AdrC        .,  ,  .   .   /AdEc 

p»  = ,     d'où 


?=±y^ 


» 


» 
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Béjà  Ifs  derniers  exemples  du  n^  i\9  prouvent  que  •  dans  le  cas 
où  la  condition  que  A*  —  B  soit  un  carré  parfait  est  satisfaite,  ces 
sortes  d'expressions  peuvent  être  ramenées  à  la  forme 

a'  et  y  étant  Iqs  quantités  réelles^  coromensurables  ou  incommen- 
surables. Or  je  dis  que  cela  a  lieu  lors  même  que  A^  —  B  n'est  pas 
un  carré  parfait. 
En  effet,  si  Ton  applique  la  formule  (5)  à  Texpression 


on  a 

A— a,    B  =— **;    d'où    A«— B  =  a«  +  **, 

ou,  posant  pour  plus  de  simplicité^  c=  v^^a*  -f  ^'i  qtiantîté  généra- 
lement irrationnelle  y  ums  nécessairement  réelle ,  positive  j  et  plus 
grande  que  9l^ 

donc 

On  obtiendra  pai^eiilement 


v/irT7^=:t  (y/^  -  y^  . /ITt)...  (N) 


Or  les  quantités  W  ,  i/ sont  essentiellement  réelles, 

quels  que  soient  a  et fr ,  puisque c^ ou  ^a*4*^S  ^^  numériquement 
plus  grand  que  a. 
Donc ,  enfin ,  toute  expression  de  la  forme 

yadszbs/ — i 
peut-être  ramenée  à  la  forme  ordinaire  des  imaginaires  du  second 

degré,  a'  àz  b\  sj —  i ,  a'  tXb'  étant  quantités  réelles  quelconques. 

Faisons  ressortir  par  un  nouvel  exemple  IHitillté  de  ces  sortes  de 
transformations. 

Soit  proposé  de  simplifier,  s'il  y  a  lieu ,  l'expression 


\ 


\ 
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En  appliquant  les  formules  (M)  et  (N)  ^  on  trouve 

a  =  5,    *==a;    d'où    e=Va*  +  é*= /Ï3; 


donc 


d'où,  ajoutant  et  observant  que  x  est  censé  représenter  ici  la  somme 
arithmétique  de  deux  radicaux , 


X 


==.^^^'  =  v/»(/r3+5). 


Cet  exemple  prouve,  ainsi  que  Tavant-demièr  ^u  n*  119^  que 
certaines  expressions  imaginaires,  combinées  entre  elles,  peuvent 
donner  lieu  à  des  résultats  réels;  et  ces  résultats  pourraient  même 
être  rationnels. 


CHAPITRE  IV. 

Al^ALTSE  INDÉTERMINÉE  DU  PREMIER  DEGRE. 


Introduétion,  —  Lorsque  Fénoncé  d'un  problème  fournit  4noins 
d'équations  qu'il  n'y  a  d'inconnues,  le  problème  est  dit  indéterminé, 
en  ce  sens  que  (a"*  55)  ses  équations  peuvent  être  satisfaites  par  une 
infinité  de  systèmes  de  valeurs  attribuées  aux  inconnues.  Mais  il  aiv 
rive  souvent  que  là  nature  de  la  question  exige  que  les  valeurs  des 
inconnues  soient  exprimées  en  nombres,  entiers  ;  dsLiïs  ce  cas,  Tune 
des  inconnues ,  à  laquelle  on  pouvait  d'abord  donner  une  valeur  tout 
à  fait  arbitraire,  ne  doit  plus  recevoir  que  des  valeurs  entières  et 
telles,  que  la  valeur  correspondante  de  l'autre  inconnue  ou  de^cha- 
cune  des  autres  inconnues,  soit  aussi  exprim.ee  en  nombres  entiers* 
Or  cette  condition  restreint  beaucoup  le  nombre  des  solutions ,  surtout 
si  l'on  ne  veut  tenir  compte  que  des  solutions  directes,  c'est-à-dire 
des  solutions  pour  lesquelles  les  valeurs  de  toutes  les  inconnues  sont 
positives  en  même  temps  qu'entières. 

L'objet  de  /'analyse  indéterminée  du  premier  degré  est  de  résoudre  en 
nombres  entiersles  questions  qui  conduisent  à  un  nombre  d'équations 
du  premier  degré,  moindre  que  celui  des  inconnues. 

Àlg,  B.,  !!•  éd.  .11 


g  I".  ÉQUATIONS  ET  PROBLÈMES  INDÉTËftMÎSÉâ  bU  PRMËR  DËaHÉ 

À  DEUX  INUONIfUES. 

i22.  Toute  équation  du  premier  degré  à  deux  inconnues  peiit 
.  (n?  67)  être  f amenée  à  la  fornûte 

ax-\-by  =c! 

a,  by  e  désirant  des  nombres  entiers,  positifs  Ou  négatifs* 
Cela  posé ,  remarquoûs  d'abord  que ,  si  les  Coefficients  o,  et  h  ont  m, 

facteur  h  ccmimun  qui  ne  divise  pas  le  second  membre  c,  VéqiAationm 

peut  être  satisfaite  pdf  des  nombres  entiers. 
Car  soit  à  =  ma',  h  =  mb' ;  Téquatiôn  devient 

c 

ma'  g;  -i-n^'y^^c:    d'où    a*x  +  6' w  =  —  ; 

et  celle-ci  ne  peut  êtr.e  satisfaite  par  aucun  système  de  valeur» 'entiim 
de  X  et  de  y,  tant  que  c  n^est  pas  divisible  par  m. 

Ainsi^  pour  que  Téquatlon  soit  possible  en  nombres  entiers,  t2 
faut  que  les  coeôicients  a  et  i  soient  premiers  entre  eux;  à  moins  que, 
s'ils  ont  un  facteur  commun^  ce  facteur  ne  divise  en  même  temps  c, 
auquel  cas  on  pourrait  le  supprimer. 

€ette  condition  est  d'ailleurs  suffisante^  ainsi  que  nous  le  démon- 
trerons au  n°  i^,  première  remarque. 

Nous  supposerons  donc,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  a  et* 
soient  praiiîers  entre  eux. 

123.  Pour  plus  de  clarté,  nous  traiterons  d'abord  des  équatioui 
particulières;  et  nous  généraliserons  ensuite. 

Premibrb  quëstiou.  Partager  lôg  en  deux  nombres  entiers  dont  fwn. 
soit  divisible  par  8  et  l'autre  par  i3. 

Désignons  par  xeiy  les  quotients  respectifs  de  la  divisicm  des  deux 
nombres  cherchés  par  8  et  par  i5;  il  est  clair  que  8  â?  ei  i5  ^  expii- 
mient  ces  deux  parties  J  et  l'on  a  l'équation 

8a?-f  ï$y^i5g,  (i 

qui,  d'après  l'énoncé,  doit  être  réi^oluè  en  nombres  entière  et  poeitifi 
pour  X  et  pour  y. 

On  déduit  d*abord  de  celte  équatloù,      a?  ^  ^  ^T^''^> 

o 

OU,  eflectuant  la  division,        a?  =  19  —  y  -| -— -. 

u 

Observons  maintenant  que  la  valeur  de  w  sera  entière  sî  Ton  donne 
k  y  une  valeur  entière  telle,  que  — - — -  soit  un  nombi-e  entier. 
D'ailleurs,  cette  condition  est  nécessaire 5  ainsi,  M  faut  et  il  suffit 


*    ' 
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que  ~  y  sok  igal  à  un  nombre  entiw  qoeI<)0JB»pi9.  floH  t  ce 
nombre  entier  [t  est  dit  une  indéterminée];  il  en  résulte 

'-~^=xt,   d'ob.   5y  +  8#  =  7,  '  (%) 

t 

et  la  valeur  dex  devient       â?  =a  iQ-^-^y  +  ^ . 

Toute  valeur  entière  de  i,  qui^  substituée  dani  Téquation  («)|  éti 
donnera  une  semblable  pour  y  y  satisfera  à  la  condition  qug  7.,,,,,^, 

soit  entier;  ainsi  ^  les  deux  valeurs  de  or  et  de  y  correspondantes 
seront  entières  et  satisferont  d'ailleurs  (  n"*  66)  à  l'équation  proposée, 
qui  résulte  évidemment  de  l'élimination  de  i  entre  les  deux  équa- 
tions 

^~^^  =  ^    x  =  i9—y  +  t. 

La  question  est  donc  ramenée  à  résoudre  en  nombres  entiers 
réquation  [2]^  dont  les  coefficients  sont  plus  simples  que  ceux  âè 
Véquatioii  (1). 


7  —  8^ 
On  tire  de  Téquation  (a)  y^  ■■'■■-■  ■■  » 

ou,  eflfeçtuaiit  la  division,  y  =tt  i  ^—  /  -|^  -_..^. 

^ Toute  valeur  entière  de  ^  qui  reiidra  a  —  8/  un  multîplô  (ft  5; 
donnera  aussi  pour  y  un  nombre  enller/ët  sera,  par  conséquent, 
convenable  :  d'ailleurs,  la  condition  que  ft»^5t  soit  un  multiple  4e 

5  est  nécessaire.  Ainsi  il  faut  poser — - —  =  t'  [^'  étant  une  se- 

5 

conde  indéterminée]  ;  ce  qui  donne 

3^ +  5^'=  a;  (S) 

et  la  valeur  de  y  se  réduit  à         y  =  i —t  +  t'. 

[L'équation  (a)  résulte  d^ailleurs  de  l'élimination  de  /'  entre  ces 
deux  demièfes.] 

Xa  question  est  encore  ramenée  à  tésoudrô  en  nombres  eûtle» , 
l'équation  (3) ,  de  laquelle  on  tire 

a  — 5^'  ./,   ^  —  ^i' 

r_  g  —  »      -r  g  . 

Posons    il^^az:*':    il  en  rtstilte    a<'  +  5f';s=a,  (4) 

3 

et,  par  conséqu^t,  t  = — t' -\- 1"., 


' 
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De  réquatlon  (4)  on  déduit       t'  = =  i  —  r ; 

et  posant  -  =  r,  on  en  tire       r=  ar,  (5) 

et,  par  conséquent,  <  •  =  i  —  i"  —  t"'.^ 

Gomme  dans  l'équation  (5)  le  coefficient  de  r  est  égal  à  Viinitéj 
il  s^ensuît  que  toute  valeur  entière  attribuée  à  t^  en  donnera  une  sem- 
blable pour'^'.  D'ailleurs,  les  deux  inconnues  principales  a:  et  y,  et 
les  indéterminées  t,  t',  V'  et  f"^  sont  liées  entre  elles  par  les  cinq 
équations 

y  =  i    -t  +t\ 

Ainsi,  en  donnant  à  t'"  une  valeur  entière  quelconque,  et  remontant 
de  la  dernière  de  ces  équations  aux  deux  premières ,  on  obtiendra 
pour  xei  y  des  valeurs  entières  correspondantes  qui  vérifieront  né- 
cessairement Téquation  proposée;  car,  d'après  les  raisoQnements 
qui  ont  été  faits  plus  haut,  cette  équation  résulte  de  Télimination  de 
t,  t\  t'\  t"'  entre  les  cinq  équations  jjue  1-on  vient  d'établir.  _ 

Afais,  afin  .de  n'attribuer  à  f"  que  des  valeurs  auxquelles  corres- 
pondent des  valeurs  entières  et  positives  pour  x  et  y,  il  convient  d'ex- 
primer j?  et  y  en  fonction  immédiate  (n^  108)  de  l'indéterminée  t",  à 
Taide  des  cinq  équations  ci-dessus. 

Or  l'expression  de  t'  devient,  lorsqu'on  remplace  ^''  par  sa  valeur 

en^",  r  =  i  — ar  — r'",       ou      t' =  i  —  '5t'"i 

remontant  à  Tçxpression  de    f,  /=  —  ^'+Y"= — i  +3^'^  +  ar; 
bu  réduisant,  t  = — f  +  5<''. 

On  trouvera  de  même        y  =  i  —  { —  i+^t"')'\-i  —  5/^", 
d'où  '  y  =  5— ,8^", 

Enfin, 

i=i9  — (3  — 8r'')  +  {— i  +  5^"')>    ou    ^=i5+i3r. 
Il  est  facile  de  vérifier  que  ces  deux  dernières  équations  repro- 
duisent l'équation  proposée,  par  l'élimination  de  f".  En  effet,  si  l'on 
multiplie  la  première  équation  par  i3,  la  seconde  par  8^  et  qu'on 
ajoute  les  résultats ,  il  vient  '  j 

l5y-^-8a?=  159.  I 

Faisons  successivement  ^'''  =  0,  1,  a,  5...,  ou  bien  t^=i  —  1, 
—  a ,  — 3...;  les  formules  précédentes  donneront  toutes  les  valeurs 
de  X  et  de  y  en  nombres  entiers ,  soit  positifs ,  soit  négdtifs ,  propres  ' 
à  vérifier  la  proposée  ;  mais  si ,  comme  l'exige  l'énoncé ,  on  ne  doit 


PREMIÈRE  MÉTHODE.  165 

tenir  compte  que  des  solutions  entières  et  positives,  t"'  ne  peut  recevoir  - 
que  des  valeurs  qui  rendent  3  —  St'"  et  i5  -{-  iZt"'  positifs.  Or  il  n'y 
a  évidemment  que  f'  =  o  et  <""  =  —  i  qui  satisfassent  à  cette  con- 
dition :  car  toute  valeur  positive  de  t"'  rend  y  négatif,  et  toute  valeur 
négative,  numériquement  plus  grande  que  i,  rend  x  négatif. 

Si  Ton  fait  successivement      ^'*'  =  o,      ^'"  =  —  i, 

il  en  résulte      {  ^ïj  ),     puis      {^="}. 

Donc      a?=i5    et    y  =  3,      a;  =  a    et    y=ii,  , 

sont  les  seuls  couples  de  nombres  positifs  qui  vérifient  Téquation 

Quant  à  la  question  dont  cette  équation  est  la  traduction  algé- 
brique, puisque  Sj?  et  i5^  représentent  les  deux  parties  cherchée», 
il  s'ensuit  que  8X  i5  ou  120,  et  i3x3  ou  39,  forment i4iie  pre^ 
mière  solution;  que  8X  a  ou  16,  et  i3x  u  ou  i43,  fbrment  une 
seconde  solution;  c'est-à-dire  que  i5g  peut  être  partagé,  soit  en  lao 
-j- 39,  soit  en  16+ 143.  ^ 

i24.  Soit ,  pour  second  exemple ,  Téquation  , 

i7;r  — 49y  =  — 8.  (1) 

On  en  déduit  d'abord     x  =  ^^^~    =  ay  4-     ^~    . 

Pour 'qu'à  une  valeur  entière  de  y  il  corresponde  une  valeur  en- 
tière de  X,  il  faut  et  il  suffit  que  i5y  —  8  soit  un  multiple  de  17. 

Soit  donc  — ^ ='^ ,  t  étant  une  indéterminée  ; 

il  ef  résulte  i5y  — 17^  =  8,  (2) 

et  x=z2y  -{-t, 

[L'élimination  de  t  entre  ces  deux  équations  reproduirait  l'équa"^ 
tion(i).] 

On  déduit  de  l'équation  (2),      y  =  "    =  t  -j-'———  ; 

et  la  nouvelle  expression,  — ^~ — ,  doit  être  un  nonibre  entier  (c'est 
d'ailleurs  une  condition  suffisante). 

JPosant      ■  "\     =t'      on  obtient     2t—i5t'  =  —  S,    (5) 
et ,  par  conséquent ,  yz=zt  -\-t', 

y  équation  (3)  donne  '  t  = ^^^  =  7^'  ~  4  +  ^ 

2 


i 
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t' 

et  si  Ton  pose         -=r^%    tfoù    ^'fl=ar, 

ontronve  -f  =i7f'-r-4  4-r. 

Maintenant  9  pour  exprimer  x^t  y  eu  foiu^tioA  d^  rincJéteroiiQée 
t'^,  rapprochons  les  quatre  équations 

x  =  2y  +  t, 

et  rê»mitePs  de  la  derbRfe  aux  préeédentea. 

On  a  d'abord  r=7.  a^''— 4  +  ^%  ou  ^=15^*"  — 4; 

reiponiafii  k  la  seconde  y  yt=i5r — 4  +  a^%  oayŒi9^*'-«4; 
puis  k  la  pronière,         «c2s(i7/"***-4)  4«  i5/''*-^4^ 
on  bieo,  ara=49f''  —  ia. 

Les  deq;c  formules   |     _  ^ir  ^  .   }  reproduisent  l'équation 

proposée,  par  l'élimination  de  V*\  car,  si  Ton  multiplie  la  première 
par  49 ,  la  seconde  par  17,  êi  qu'on  r^aucbe  la»  deux  réwUata  Tua 
de  l'autre^  il  vient 

17X  — 49y=:— ^04  +  196  =  — 8. 

On  voit  d'ailleurs  qu'en  donnant  à  f  *"  des  valeurs  positives  quel- 
conques, on  obtiendra  pour  ce  eXy  des  valeurs  positives;  mais  ou  ne 
peut  supposer  t"  négatif. 

Soit  f'=  I,    2,     5,     4^«-*; 

on  trouve  ^^^^t^,  3o,    47,    64,..., 

â?  =  37,  86,  i55,  1849*  •••. 

Le  nombre  des  systèmes  de  solutions  entières  et  positives  de  Téqua- 
tion  proposée  est  donc  infini  ;  et  le  plus  petit  système  est 

X  =  37,      y  =  i3. 

Ce  eouple  de  valeurs  vérifie  Téquation^  car  on  a 

17X37— 49X13  =  629  — 637=  — 8. 

Nous  nous  sommes  dispensé^  dans  cet  exemple ,  de  reprendre  tous 
les  raisonnements  qui  avaient  été  faits  dans  le  premier,  pour  readre 
.cx)mpte  de  toutes  les  opérations  ;  onds  il  est  fadfe  {ux  eomoasnçants 
de  les  reproduire  «  en  suivant  pas  à  pas  les  transformations. 

125.  On  peut  résumer  ainsi  la  méthode  précédente. 

Soit  (i)ax-|-Ay  =  créquation  qu'il  s'agit  de  résoudre.  THrezie 
cette  équatiofi  la  valeur  de  l'inconnue  qui  a  le  plus  petit  coefficient , 
de  X  par  exemple ,  9t  effectuez  la  division  autant  que  possible;  vous 
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bt^nes  nrn  expression  de  ^  ea  ^,  composée  d*ime  papti^  entière  et 
'une  partie  de  forma  fractionnaire  qn'il  hni  iàchf^v  de  rendre  entière. 
igaleg  cette  smoHfi^  pctriie  à  une  première  indéterminée  U  il  en  résulte 
ne  nouvelle  iquntim  en  y  et  U  que  Ton  peut  nommer  Téquation  (a), 
t  dont  les  coefficients  sont  plus  simples  que  ceux  de  l'équation  {%), 
La  valeur  de  x  se  trouve  d'ailleurs  exprimée  en  fonction  entière  ds  y. 
't  in  et  V4guati(m  proposée  résulte  dç  l'éliminatim  4^  t  ^ntr^  V^qua- 
'ion  (îi)  et  réquaficn  qui  donne  la  valeur  de  \  en  y  et  t,        . 

Tirez  de  r équation^ [a)  ta  valeur  de  y,  et  effeduç^  Iq  division  autant 
que  possible.  Égalez  Içl  pc^rtie  fractionnaire  à  une  second 3  indéter- 
minée t'  ;  d'où  il  résulte  un^  équation  (3)  eni  et  f,  plus  simple  qu^  fcs 
équations  (i)et(2),  La  valeur  de  y  se  trouve  ainsi  exprimée  en  fonction 
entière  de  t  et  i'\  et  la  proj)o:ée  résulte  de  Vélimination  de  t  et  t' entre 
r équation  (3)  et  les  deux  équations  qui  donnent  x,  en  fonétion  entière 
de  y  et  iy  puis  y  efi  fonction  entièrq  de  tet  t'. 

Opérez  sur  Téquation  (5)  comme  sur  les  équûthns  [\)  et  (t),  et  conti^ 
nuez  cette  série  d^ opérations  jusqi^à  ce  qu^enfin  vous  parveniez  à  une 
dernière  équation  entre  deu^  indéterminées  dont  l'une  ait  pour  coeffi- 
cient /'unité. 

'Remontez  ensuite  de  cette  demihe  équaJtion  aux  précédentes;  et  cher- 
chez ,  par  des  substitutions  successives^  à  exprimer  net  y  en  fonction  de 
la  dernière  indéterminée? 

Vous  obtenez  ainsi  deux  formules  à  Taîde  desquelles,  en  donnant 
à  riadétfifminée  refilante  d^s  valèuris  «otières  quôleonqti^fi^  vo^m» 
trouvez  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  j' tant  positives  que  néga- 
tives p-  propres  à  vérifier  l'équation ax^by=^c. 

Si  Ton  ne  veut  que  des 'valeurs  entières  et  posWyes  potir  â?  et  y,  les 
deux  formules  indiquent,  parleur  composition,  entre  quelles  limites 
doivent  être  comprises  les  valeurs  de  la  dernière  indéterminée ,  pour 
que  cette  condition  soit  remplie. 

PKKKiàas  bEMAR^ui.  ««r-  Le  procédé  qui  vient  d'être  indiqujé  doit 
toujoiifseondiiire  à  une  demièra  équatba  dans  laquelle  le  eoefficieni 
d'une  de^  indéterminée^  e^t  égal  à  Vunitç, 

En  effet,  dans  la  premièire  opération,  on  est  amené  à  diviser  le 
plus  grand  coefiicient  des  deux  inconnues  par  le  plus  petit  ;  dans  la 
seconde,  le  plus  petit  coefficient  par  le  reste  de  leur  division;  dans 
la  troisième,  le  premier  feete  par  le  seeond  reste,  et  ainsi  de  «uite, 
c'est-à-dire  que  Ton  appljqiia  aux  deux  coefficients  le  procédé  du  plus 
grand  commun  diviseur.  Donc,  puisque,  par  hypothèse,  les  deux 
coefticiept^  sont  premiers  entre  eux  (n**  422),  on  parviendra  finalement 
à  un  re^te  é^ai  à  i ,  <|isi  servira  de  eoeflkiant  à  i'ftviaotHi««?oiè|pe  4m 
indéterminées  introduites  dans  le  cours  du  calcul. 

On  peut  eonchive  de  là^  que  t'équation  ax-\Tby:sr:c 

admet  toujours  un  nombre  infini  de  solutions  entières  [positives  ou 
négatives]  tant  que  a  et  b  sont  premiers  entre  eux. 
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Sbgohdb  RciiARQim. —  Lorsqu'on  applique  le  procédé  à  une  équatîoa 
dans  laquelle  les  coefficients  des  deux  inconnues  admettent  un  fiicteor 
commun  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  second  membre  [auquel  cas 
l'équation  eât  impossible  en  nombres  entiers] ,  la  suite  des  calculs 
&it  reconnaître  cette  impossibilité ,  si  on  ne  Tavait  pas  aperçue 
d'abord. 

Soit ,  par  exemple ,  l'équation  49  x  —  35  y  =  1 1 . 

(Le  facteur  7  est  commun  aux  coefficients  de  x  et  y,  et  n'entre  pas 
dans  le  second  membre.  ] 

Onendédmt         y  =  -Î2-^-- =  x-\ — 2-_ — . 

Posant  ~   ^•=:t,    d'où  yz^^x-^-t, 

35 

35^+ii_^^  ,    7<+ii 

Jf= =  a»  H ; — - 

14  14 


ona 
Posant 


^^+"=^,    d'où   a:  =  2^  +  ^, 

7  7 


on  trouve 

Cette  dernière  équation  est  évidemment  impossible  en  nombres  entiers 

pour  i  et  t'^  puisque  -  est  essentiellement  une  fraction.  Donc  aussi  k 

7       '  *         , 

proposée  est  impossible  en  nombres  entiers  pour  x  et  y. 

N.  B.  — Le  dénominateur  7  de  la  fraction  à  laquelle  on  parvient 
est  précisément  le  facteur  commun  aux  deux  coefficients  de  la  pro- 
posée; ce  qui  résulte  nécessairement  de  la  nature  de  la  méthode 
employée. 

126.  Au  reste  ^  le  procédé  ci-dessus  est  susceptible  de  plusieurs 
simplifications  qu^il  est  important  d*introduire  dans  la  pratique. 

Reprenons  Téquation  déjà  traitée ,         '17a:  —  49!/  =  —  S;- 
on  en  déduit  d'abord  x = ^^ . 

Observons  actuellement  que.  49  est  égal  à  i7Xa+i5^  ou  bien 

,    - ,                        *             4ov               2v 
encore,  égal  a    17x3  —  2:    donc,     -î^^=3y -i 

17  17 

ainsi  la  valeur  de  x  prend  la  forme        a?= 5y  —     ^    — -  ; 

et  la  question  est  ramenée  à  trouver,  pour  y,  un  nombre. entier  qui 
rende  entière  l'expression  .  Or  cette  expression  revient  à 
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;  mais  les  deux  nombres  17  et  2  sont  premiers  entre  eux. 

2[y  4-4) 
\.insi^  pour  que    ^^      ^  soit  entier,  il  faut  et  il  suffit  [Arithméti- 

jtte,  29*  édition,  n*  138)  que  y  +  4  soit  divisible  par  17. 

Posons  donc =  ^,  ^  étant  un  nombre  entier  tout  à  fait  arbi- 

17 

traire  ;  il  en  résulte  y  =  1  ;j  < — 4 , 

et  la  valeur  de  :zr  devient  ar  =  3y  —  a^, 

ou,  remettant  pour  y  sa  valeur  en  ^,  x  =  49^  —  1  a. 

Ces  formules  donnent  également  toutes  leà  solutions  entières  de  la 
proposée;  car  l'élimination  de  t  entre  ces  deux  équations  reproduit 
réquation  170:  —  49y  =  —  8. 

En  faisant  ^  =  1,  a,  3, 4?  •  •  •  ^  on  trouverait  dés  valeurs  entières  et 
positives  p'our  x  eiy;  mais  on  ne  peut  supposer  t  négatif  ou  égal  à  o  : 
autrement ,  x  ei^y  seraient  négatifs. 

On  doit  sentir  de  quelle  importance  sont  les  modifications  précé- 
dentes, puisque,  par  leur  moyen,  on  n'a  introduit  qu'une  seule  indé* 
terminée  dans  le  cours  du  calcul. 

Ces  modifications  se  rencontrent  dans  presque  tous  les  exemples, 
mais  on  ne  peut  les  expliquer  facilement  que  sur  des  équations  parti- 
culières^ c'est  pourquoi  nous  traiterons  encore  Jes  questions  sui- 
vantes : 

127.  Seconde  question.  —  Payer  78  /r.  avec  des  pièces  de  5  fr,  et 
de  3  /r.,  sans  aucune  autre  monnaie.  » 

Soient  x  lé  nombre  de  pièces  de  5  fr.,  et  y  celui  des  pièces  de  3  fr.; 
on  a  l'équation  5X'-\'Zy=:yS,  qxxî  n'admet  que  des  valeucs  entières 
et  positives  comme  solution  de  la  question. 

Cette  équation,  résolue  par  rapport  à  y ,  donne       y  =  — — — , 

2X 

ou ,  en  effectuant  la  division ,  y=:a6  —  x --, 

X 

ou  bien  encore ,  '  '  y=a6  —  2X+-. 

o 

En  considérant  la  première  formé  de  la  valeur  de  y,  on  voit  que 
la  valeur  de  y,  correspondant  à  une  valeur  entière  de  x,  ne  peut  être 

2X 

elle-même  entière  qu'autant  que  Ton  aura  —  égal  à  un  nombre  en- 

o  " 

fier;  et  comme  a  est  premier  avec  3,  il  faut  et  il  suffit  {Arithmétique, 
n*  428)  que  x  soit  divisible  par  3. 

Soit  donc  "  x=  3t: 

il  e»  résulta         y  =  26—x—^2t,       ou  bien,         y  =  a6— 5/. 
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Si  Ton  considère  la  seconde  valeur,  on  voit  tout  de  suite  qye  x 

doit  être  un  mulliple  de  5 ,  ce  qui  doqne  x  =  5t; 

d'où  résulte  encore      y=26 — a»T  +  ^,  ou  t/  =  ^6 — 5^ 

Ces  deux  expressions  de  â:  et  de  y  montrent  que  t  doit  être  positif 

ad  i 

et  ne  peut  avoir  une  valeur  plus  grande  quç  ---  ^  ou  5  - ,  si  Fon  veut 

obtenir  des  solutions  positives  pour  x  et  y, 

}  Soit  donc      tzz:s  o,      i,      a,      3,      4^  ,5; 

il  en  résulte      x^z:  o,      3,      6,      9,     la,  i5; 

yss26,     ai,     16,     11,      6,  I. 

Ainsi ,  l'on  peut  satisfaire  à  la  question  de  ^ix  manières  diffi^fttes, 
savoir,  ave^  aG  pièca«  de  3  fr.,  (uui«  aucune  pièce  de  5  fr.;  avec 
ai  pièces  de  3  fr.  et  3  pièces  de  5  fr,;  avec  16  pièces  d^  3  fr,  ât 
6  pièces  da  5  fr»  ; ,. .  et  ainsi  de  «uit^. 

JV,  i?.— Soit  fait  dans  l^sdeux  formules,  r=6;  il  vient  a?=^i8, 
y = — ^;  et  cela  voudrait  dire  que  si,  d'une  pai't,  on  donne  18  pièces 
de  5  fr. ,  il  faut  qu'on  reçoive  en  échange  4  pièces  de  3  fr«  f  pour 
que  le  payement  ^it  éffsctué  av^c  ces  deu^  sortes  de  pièces* 

On  trouve,  en  eflfet,  -    5X  18  — 5X4=90'^ian3y§. 

Ainsi,  des  valeurs  positives  pour  x,  et  des  valeurs  négatives  pour  y, 
ou  réciproquement,  donneraient  encore  des  solutions  de  la  question, 
en  ce  3ens  que  le  payement  aurait  lieu,  moyennant  un  échange  de 
pièces  de  5  fr.  et  de  pièces  de  3  fr. 

Troisième  PROBLàflfB.  —  Trouver  vn  nombre  qm,  étant  éipiuéparfg, 
donné  le  reste  id^et  divisé  par  56,  donne  le  reste  97. 

SoitK  le  nombre  dierché.  Appelons  d'ailleurs  x  eiy  ]m  quotients 
entiers  de  N  divisé  suecpssivement  par  59  et  par  56.  Oa  a  î^s  d^ai 
équations 

N  =  395?+i6    et    N=56y  +  a7; 

ce  qui  donne  39:r  +*i6  =  56y  -j"  ^7  » 

ou ,  réduisant,  3gx  —  56y=ii.  (1) 

La  question  est  donc  ramenée  à  résoudre  cette  équation  en  nom- 
bres entiers. 

r^         j'j  -^  56y+ii  ,    i7y+ii 

On  en  déduit      x= — V ==y+  -^-^r^ î 

59  ^V         39 

ou  bien  encore,    ar=ay —  ^t — ^- ^  csay >  *  .  J^.*.  .«*^ 

(On  prend  ici  le  quotient  par  excès ,  parce  qu'on  s'aperçoit  que 
le  facteur  1  >  peut  être  mis  ep  évidence  d^ns  te  numérateur  de  la 
fraction.) 

Comme,  dans  ^'expression  — —^ -y  le  facteur  11  est  premier 
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vec  59 .  pour  que  cette  expression  soit  un  nombre  ^entier ,  il  faut 
t  il  suffit  que  3^— ^  1  soit  divisible  par  59. 


Pos<Miftdane 
l  en  résulte 

3t ,  par  conséquent , 

L'éqnatioû  (a)  donne 

^4-1 


^,  in       «  ^^^^«^ 


39 


=  t. 


x=2y — iit\ 

y  =  — I —  =*=  *9«  i — r~  > 


(2) 


posant 
et 


^' ,  on  obtient  Téquation  ^  ==  a/'—  1, 
y=i9^  +  ;f',    d'où    y^Sg^— 19. 


En  reportant  cette  valeur  de  y  et  celle  de  i  dans  TexpressioQ 
de  X,  on  trouverait  â? ss  56  f  '  «^  37.  Mais  cette  substitution  est  mutile  ; 
car  puisque  N  est  l'inconnue  principale  du  problème  (j?  et  y  ne  sont  id 
que  des  inconnnen  auxiliaires)^  et  que  Ton  a  N=^  5Cy  +  27,  il  suffit 
de  remplacer^  dans  cette  équation^  y  par  sa  valeur;  ce  qui  doone 

N  =  56 (39  ^'—19)4-37*    ou,  en  réduisant,    N:;7  3i84^''***io37t 

On  reconnaît,  à  Tinspection  de  cette  formule,  que  t' peut  avoir  une 
valeur  positive  quelconque,  mais  ne  saurait  être  négatif,  si  Von  verft 
que  N  soit-positif. 

Soit  /'  =  j  ;  il  en  résulte  N  =;  3184  —  io37  =^  »  t47« 

Ce  nombre  1 147  est  le  plus  petit  de  tous  les  nombres  entiers  posi* 
tifs  susceptibles  de  satisfaire  à  l'énoncé. 

Observons  d'ailleurs  que,  du  moment  où  Ton  a  reconnu  que  1 147 
satisfait  à  Ténoncé,  on  est  certain  que  toutes  les  autres  valeurs  de  N 
correspondant  à/' =  3,  3,  4-.  y  satisfont  également.  En  effet,  dans 
la  formule  N==3i84^'-^  loS^,  lenombre3i84  étant  égal  à  59X56, 
les  hypotbèses  ^'  =  3,  3,  4»  •  •  •  donneront  pour  N  des  multiples  de 
3184,  ou  de  39  et  de  56  ,  augmentés  de  1 1^7;  d'où  il  suit  que  cçs 
valeurs  de  N,  divisées  respectivement  par  30  ?t  56,  doivetjt  donner  {es 

mêmes  restes  que  1 147» 

N,  Bt —  Les  artitices  de  calcul  auquel?  nous  avons  eu  recours 
dans  h  résolution  j^s  questions  précédentes  abrègent  beaucoup 
la  détermination  des  valeurs  de  x  et  de  j/;  mais  ils  supposent  de 
l'habitude  :  c'est  pourquoi  nous  ne  saurions  trop  en  recommander 
l'usage. 

128.  Si  l'on  Compare  les  formules  propres  à  donner  tous  les  sys- 
tèmes de  valeurs  de  x  et  de  y,  dans  les  diverses  questions  que  nous 
avons  traitais  jusqu'à  présent,  aux  équations  de  ces  problèmes,  on 
peut  facilement  reoonnaUre  qu'elles  jouissent  de  cette  propriété  con»-' 
mune  ;  Les  cœ/j^cients  de  V indéterminée  qui  «ntpent  dans  ces  formules 
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sont  réciproquement  les  mêmes  (au  signe  près  pour  l'un  des  deaij 
que  les  coefficients  dont  les  inconnues  xet  y  sont  affectées  dans  Véqwt 
tion  proposée;  c'est-à-dire  que,  dans  la  valeur  de  x,  le  tx)efficient  de 
rindéterroinée  est  égal  au  coefficient  dont  y  est  affecté  dans  Inéquation; 
et  dans  la  valeur  de  y,  le  coefficient  de  rindéterminéeest  é%dl  au  coef- 
ficient de  X  dans  l'équation*  pris  en  signe  contraire;  ou  réciproque- 
ment (quant  aux  signes  des  deux  coefficients). 

Pour  donner  de  celte  propriété  une  démonstration  tout  à  fait  indé- 
pendante de  la  méthode  qu'on  a  suivie^  reprenons  réquation  gé- 
nérale ax-\-by=c,  (i. 
et  supposons  que,  par  un  moyen  quelconque^  on  ait  trouvé 

pour  une  première  solution  en  nombres  entiers  (positifs  ou  négatifs  : 
je  dis  que  toutes  les  autres  solutions  sont  comprises  dans  les  deoi 
formules 

r.  ?        ou  bien;      {  ^         .  ^  ' 
x  =  a — bt  )  {  x  =  oi'{-bt; 

t  désignant  un  nombre  entier  tout  à  fait  arbitraire. 

En  effets  puisque  a  et  6  forment  un  premier  système  de  valeurs  dex 
et  de  y,  en  nombres  entiers^  on  a  l'égalité 

Retranchant  cette  égalité,  membre  à  membre,  de  réqiiàtion  (i , 
ce  qui  revient  à  mettre  pour  c  sa  valeur  a  a  -)-  &  6  =  c,  on  obtient 

a\x  —  cL)  +  b{y  —  ^)  =  o,  (3 

équation  qui  peut  remphcer  identiquement  la  proposée  (*). 
Or  l'équation  (3)  revient  à  celle-ci  : 

*(y  — 6) 
X  —  a  = ^-^ i  ; 

et  pour  que  la  valeur  de  x  correspondant  à  une  valeur  entière  de  y 
soit  elle-même  entière,  il  faut  et  il  suffit  que  ô(y  —  6)  soit  divisible 
par  a;  mais  on  sait  (n»  122)  que  les  coefficients  o  et  6  sont  premiers 
entre  eux  (autrement  Téquation  ne  serait  pas  résoluble  en  nombres 
entiers)  ;  donc ,  en  vertu  du  principe  établi  en  Arithmétique  (n*  128|, 
il  faut  et  il  suffit  que  y  —  6  soit  un  multiple  de  a. 

Posons  donc  y  —  ^z=zat^ 

il  en  résulte  x — «  =  —  bt\ 


(*)  Nous  entendons  ici,  par  le  mot  identiquement^  que  tout  système  de  valeurs 
de  a;  et  de  y  susceptible  de  vérifier  i*équaUon  (3)  doit  aussi  vérifier  l'équation  (1), 
et  réciproquement;  ce  qui  est  évident,  puisque  la  transformation  précédente  re« 
vient  à  remplacer  c  par  sa  valear  aa  +  2>6* 
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et  de  ces  deux  équations  on  déduit  évidenimetit  - 

Comme  le  signe  de  /  est  tout  à  fait  indéterminé ,  on  peut  changer  t 
en  — t  dans  ces  formules ,  ce  qui  donne  encore 

Il  est  aisé  de  vérifier  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  ^^  en  nom* 
bres  entiers ,  les  valeurs yz^^-^at,  x  =  a  —  bt,  satisfont  à  la  pro- 
posée/ 

En  effet,  si  on  les  substitue  dans  cette  équation,  on  trouve 

a(a  —  *^)  +  *(^  +  û^)  =  <?,    ou  réduisant,    aa  +  i6  =  e, 

égalité  vérifiée,  puisque  a  et  6  forment^  par  hypothèse,  une  solution 
de  la  proposée. 

129.  Conséquence.  —  Si^,  dans  les  formules 

y:s=^^-\-  at,      x  =  a  —  bt , 
on  fait  successivement 

/  =  o,i,a,3,...,      et      t=z — 1, — ■*a,— 5,4>»*»> 
elles  deviennent  # 

y=:6,6-|-a,6  +  aa,  64-3»,...)     ,   (y==^ — ^>  ^ — ;»«>  ^ — 3a,.,., 
x=a,a — b,a — ai,  a  —  3ô,...  j         \x=a-{-b,  a-|-aô,  a  +  3ô,.... 

D'où  Ton  voit  que  toutes  les  solutions  entières ,  positives  ou  néga- 
tives ,  de  la  proposée ,  forment»  deux  progressions  par  différence , 
dont  la  raison  est ,  pour  les  valeurs  de  x ,  le  coefficient  dont  y  est 
affecté  dans  l'équation ,  et  pour  les  valeurs  de  y,  le  coefficient  dont  x  est 
affecté  dans  la  même  équation. 

130.  Autre  MÉTHODE  pour  résoudre  réquation 

ax  -{-by=:^€. 

D'aprèç  ce  qui  a  été  démontré  au  n°  129,  toute  la  difficulté,  pour 
résoudre  complètement  cette  équation,  consiste  à  trouver  une  pre- 
mière solution,  puisqu'on  obtient  ensuite  touteSv les  autres  au  moyen 
des  formules 

y=i&r{-  at,      ar  =  ot — bt. 

Or  on  peut  toujours  obtenir  une  première  solution  en  s'appuyant 
sur  les  propriétés  élémentaires  des  fractions  continues. 
'  En  effet,  supposons  d'abord  que  l'équation  soit 

ax  —  by  =  c,  (i)    . 

a  ei  b  étant  deux  nombres  absolus ,  mais  c^ouvant  être  positif  ou 
négatif. 
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A 

Convertissons  en  fraction  continue  là  fraction  -,  qui  doit  être  îrre- 

ductible  (n^  122) ,  et  formons  les  réduites  consécutives. 

La  dernière  sera  ^^  et  si  Ton  nonune  --7  raTant^^larmàrey  on  a«it. 

d'uprès  les  propriétés  connues ,  la  relation 

fl  X  m' —  6  X  wt  =  ±  I  j 


savoir  :  4- 1  si  1^  réduite  -  est  de  rang  pair^  et  —  1  si  cette  rédoilc 

est  de  rang  impair. 
Admettons^  pour  un instàût^  qa^eUe  soit  de  rang  pair;  il  en  résulte 

^  inégalité  vérifiée  c^X  m'  —6x  m  sa  4*  1. 

Multiplions  ses  deux  membres  par  c^ 

ilvient  aXm'c  —  bXmc=zc, 

résultat  qui  ne  diffère  de  l'équation  ax  — by=c 

qu'en  ce  que  xeiy  Sont  remplacés  par  mV  et  m^; 

donc        x  =  m'c^      y=:mc      forment  une  solution  de  l'équatioflL 

CL 

Si  la  réduite  -  est  de  rang  impair,  on  a  axm' — éx*h  =  — i; 

d'où,  multipliant  par  — c,aX[  —  m'c)  —  iX(  —  mc)=c. 

Comparant  cette  égalité  vérifiée  avec  Téquation  ax^ —  by=:c,  on  en 
conclut  x=-  —  m'c ,  y  =  —  me ,  pour  solution. 

Si  réquation  est  de  la  forme  aX'\-byiszc, 
c'est-à-dire  si  les  deux  coeffi- 
cients «  et  ô  sont  de  même 
signe ,  on  peut  la  modifier  et 

.    récrire  ainsi  :  ax — éX(-*-y)  =  c^ 
Dès  lors,  en  formant,  comme 

ci-dessus ,  régalité  aXm'c  —  bXmc  =  Cy 

ou  bien  celle-ci,  ax( — m'c)  —  ôx( — mc)=c, 

on  pourra  conclure  que  x:=-m*c,    y  1=1 -^  me  y 

ou  x  =  *^m'c^    y:^mCy 

forment  une  solution  de  l'équation. 

Ainsi,  quelle  que  soit  Téquation  proposée,  on  peut  toujours,  au 
moyen  des  fractions  continues,   obtenir  une  première  solution  de 

cette  équation  ;  et  les  formules      y:=6-|-af,      a?2iî«  —  6f, 
donnent  ensuite  toutes  les  autres. 

'    13i.  Appliquons  cette  méthode  à  l'équation  suivante  : 

290:  -|-  i7y  =  25o. 

La  fraction  -^,  convertie  en  fraction  continue,  donne,  pour  les 
17 
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réduite*  consécutives  ^ 


2    6 


12 


'3'  7:17' 


D'où  résulte  Végatiié  vérifiée    29  X7  —  17X12  =  —  1, 

20 
(  Ici  la  réduite  ^  est  dû  rang  impair.  ) 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  paf  —  a5ô  J  il  Vient 

29  X  (—  1750)  —  17  X  {— Sooo  )  =  25o  j 

miiis  la  proposée  peut  être  écrite  ainsi  : 

29X^— i7X(— y)  =  25o; 
d'où  Fou  voit  que  x=s  — 1760 ,  y  —  Sooo, 

forment  une  solution. 

y  =      3ooo-|-  ûgtf 

x  =  — 1760  —  17^,     , 

Si  l'on  ne  veut  tenir  compte  que  des  solutions  en  nombres  entiers 
et  positifs^  il  faut  supposer  i  négatif  :  ainsi,  changeant  le  signe  de 
^ ,  on  a  y  ==: Sooo  —  29?,  x=:  —  1750  +  i7r;  et  il  est  évident  que 
les  valeurs  de  x  et  de  y  ne  setoflt  positivés  qu'autant  que  l'on  aura 

1750 

t?^>  1780,  j,_,_  J  '  "  "17"' 

29^  <  Sooo, 


Les  formules  deviennent  alors 


{ 


d'où 


Sooo 
t  -^  •        f 

29 


ou ,  effectuant  les  divisions  ^ 


16  ^  i3 

t  >  102  — y     mais    <  loS  — . 

17  29 


Donc  ^  =  loS  est  la  seule  valeur  de  l'indéterminée  qui  rende  x  et 
y  positifs. 

Pour  <  =  loS ,  on  trouve  a:  =  1,  y  =  i3 ,  valeurs  qui,  substituées 
dans  rèquation,  donnent 

'  29X  1  +  17X  i5=:  29.4- aai  =  25o. 

On  voit  avec  quelle  précision  la  méthode  précédente  donne  toutes 
les  solutions  de  l'équation.  ^  ^ 

432.  Dans  quelques  circonstances,  t)n  peut  obtenir  h  première 
solution  sans  être  obligé  de  convertir  -  en  fraction  continue. 

1*.  Si  l'un  des  deux  coefflcienis  o  et  è  est  un  sous-multiple  exact 
de  la  quantité  toute  connue  c ,  l'équation  donne  sur-le-champ  cette 
solnlion.    * 

Soit,  par  exemple ,  l'équation  5a:  +  Sy  =  78  3  le  coefficient  3  di- 
vise ;8 ,  et  donne  pour  quotient  26. 

Donc,  si  l'on  pose  ar=o  et  y  ==26,  l'équation  est  satisfaite;  car 

elle  devient'       '   5xo  +  SX26  =  78. 
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Î2* ^/ 
6— 5f 
n 

Soit  encore  l'équation  i  a  ar  +  35  y  =  1 56. 

Comme  i56  est  divisible  par  la  et  donne  i3  pour  quotient,  il  s'en- 
suit que  y  =  o,  ar=i3  forment  une  première  soltdion;  et  Ton  a, 
pour  les  formules  relatives  à  Téquation  proposée, 

ic=i3 — 35f,     y=ia^. 

a'.  Toutes  les  fois  qu'à  Finspection  de  l'équation ,  on  reconnaît  que 
la  somme  ou  la  diflférence  des  coeflSeients  a  et  6 ,  multipliés  respec- 
tivement par  deux  nombres  entiers  convenables,  donne  un  soos- 
multiple  du  second  membre ,  la  première  solution  s'obtient  enooie 
sur-le-champ. 

Soit,  par  exemple,  l'équation        a55? —  i6y=:  la. 

Comme ,  en  faisant  a!:  =  a,    y=3, 

on  trouve  aSXa  —  i6x3  =  a,      ' 

multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  vérifiée  par  6,  quo- 
tient de  la  par  a;  il  vient  a5Xia — i6Xi8=ia; 
ce  qui  prouve  que    j?=ia,    y=ci8.  satisfont  à  laproposée; 
d'où  les  deux  formules    a?=:ia4-i6^,    y=i8  +  25^. 

Soit  encore  l'équation  i3a? — 47y=o; 

elle  est  évidemment  satisfaite  par  ar  =  o ,     y  =  o. 

Ainsi ,  les  formules  générales  sont  a: = 47  ^  ,,y  =  >5/. 

Au  reste,  ces  moyens  de  trouver  une  première  solution  ne  sont  que 
des  moyens  particuliers  à  certaines  équations,  tandis  que  la  conver- 
sion en  fraction  continue  est  un  moyen4oujours  certain  po.ur  y  pa^ 
venir. 

Nous  engageons  les  commençants  à  s'exercer  également  sur  les 
deux  méthodes  que  nous  avons  exposées,  et  qui  sont  les  plus  simples 
des  méthodes  connues. 

133.  A  la  seule  inspection  dés  signes  de  l'équation 

ax+by  =  c, 

on  reconnaît  si  le  nombre  des  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs 
est  limité  ou  infint. 

1**.  Lorsque  6  est  positif  (a  peut  toujours  être  supposé  tel), le 
nombre  des  solutions  est  limité. 

C'~-~'  hti 

En  efiFet,  de  la  proposée  on  déduit  x= -. 

Or,  si  c  est  négatif,  quelque  valeur  positive  que  Ton  donne  à  y, 
la  valeur  de  x  correspondante  sera  négative;  ainsi,  dans  ce  cas, 
Véc^2X\ox\n^ admet  aucune  solution. 


I 


' 
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Si  c  est  positif  9  on  ne  peu^  donner  à  y  des  valeurs  positives  plus 

c  ' 

grandes  que^  :  autrement  x  serait  négatif;  d'ailleurs,  à  la  plus 

çrande  valeur  de  y  correspond  la  plus  petite  pour  x,  et  réciproque-  > 
Tient  :  donc,  etc. 

2''.  Lorsque  b  est  négatif  ^  quel  que  soit  le  signe  de  e^  le  nombre 
des  solutions  est  illimité. 

En  effet,  les  formules  ar=a — W,    y=:6-|-a^. 

deviennent^  le  signe  de  b  étant  mis  en  évidence,  / 

Îx  =  (t-\-bt  ^ 
yz=6-\-at. 

Or  ^  dans  le  cas  le  plus  défavorable ,  celui  où  a  et  6  sont  deux  nom- 
bres négatifs,  il  suffit,  pour  que  x  ei  y  soient  positifs^  de  supposer 
"à  t  des  valeurs  positives ,  numériquement  plus  grandes  que  celles  de 

1  et  -.  Ainsi ,  l'on  peut  donner  à  t  des  valeurs  entières  quelconques 

au-dessus  de  ces  deux  quotients. 

134.  Dans  l'hypothèse  oixa,  b,  c  sont  positifs  à  la  fois,  on  peut 
toujours  fixer  les  limites  entre  lesquelles  doivent  être  comprises  les 
valeurs  de  l'indéterminée. 

Pour  cela,  dans  les  deux  formules^  qui  sont  alors 

y==6-|-a^,    a?  =  a  —  bt, 
il  suffit  de  poser  les  inégalités       64-at>o,    a  —  i/>o, 

g  a 

d'où  l'on  déduit  (n°  105)  ^  > ,  mais    ^  <  r. 

a  0 

Lorsque  ces  deux  inégalités  ne  s'accordent  pas,  c'est  une  preuve 

•  que  l'équation  n'admet  aucune  solution  en  tumbres  entiers  et  positifs; 

mais  si  elles  s'accordent,  le  nombre  des  valeurs  entières  qu'on  peut 

attribuer  à  t  entre  le^  deux  limites et  x ,  exprime  le   nombne 

a     d 

total  des  solutions. 

oc 

iV.  B.  —  Comme  la  différence  entre  la  limite  supérieure  -  et  la 

u 

6  Qd  -f~  b^  C 

limite  inférieure ,  est  — ^7 —  ou  -r  (à  cause  de  la  relation 

a  ab  ab 

c 
aa  -f  b^  =  c)y  il  s'ensuit  que  -r,  ou  y  +  *  [9  exprimant  la  partie 

au  -  . 

entière  du  quotient  de  c  par  ab),  est  le  maximum  du  nombre  total  des 
solntioDs.  ' 

Alg.  B.,  11*  éd.  12 


.,».■■— ^^ 


deux  formules 
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I  II.  —  DIS  ÉQUATIOKS  E¥  FR0BLÈM1SS  INDÉTERMINÉS  Â  TROIS 
OU  UN  PLUS  GRAND  NOMBRE  D'INCONNUES. 

135.  ConsidëroQS  d'abord  le  caï  de  cUux  équations  à  troU  Vih 
connues. 
Soit  j  pour  premier  exemple^  le  système  des  deux  équations 

•  5ar*+4y4-    2  =  272,  (i 

8ar  +  9y  +  3«  =  C56,  (2 

dans  l'une  desquelles  l'inconnue  z  est  affectée  d'uni  coefficient  «gd  ï 
Tunité.  —  Commençons  par  éliminer  z. 

A  cet  effet,  multiplions  la  première  équation  par  3,  et  retranchons 
la  seconde  du  résultat;  il  vient 

équation  qui  peut  remplacer  l'équation  (a). 
Appliquant  à  Téquation  (5)  la  première  métiiode,  on  trouve  les 

Îa7=    1 
y  =  5i  4-7t 

*   Reportant  ces  deux  expressions  de  or  let  de  y  dans  la  première 
équation ,  on  obtient 

5(1— 50  +  4(5i  +70  +  «  =  27a, 
ou  réduisant,    ^  2  =  63  —  iZt, 

Les  trois  inconnues  se  trouvent  actuellement  exprimées  en  fmctm 
entière  de  l'indéterminée  t.  Ainsi,  en  donnant  à  i  des  valeurs  en- 
tières quelconques,  on  en  obtiendra  de  semblables  pour  x,  y,  2,  et 
ces  valeurs  satisferont  aux  deux  équations  proposées;  car,  d'après  ce 
qui  vient  d'être  dit,  le  système  des  trois  formules  équivaut  aux  dm 
équations. 

Si  Ton  demande  des  valeurs  entières  et  positives  pour  a:,  y,:, 
il  est  évident  que  t  ne  peut  être  positif,  car  x  serait  négatif;  mais 

5i 

on  peut  supposer  f=:o,  —  1,  —  a,*..,  jusqu'à  /  = on 

7 

—  7  -,  c'est-à-dire  —  7,  puisque  t  doit  être  entier. 

7 
V    Faisant  donc 

/  =  o,  — 1,-2,  — 3,  — 4,— 5,— '6, —  7, 

I^=  ï>  4^  7j  10,  i3,  16,  19,  aa; 
y  =  5i,44,  37,  3o,  à3,  16,  9,  a; 
z  =63,  76,  89,  102,  ii5,  laSj  141  >  i54: 

d'où  l'jûn  voit  Que  le  problème  est  susceptible  de  huit  solutm 
différentes* 
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♦ 

Soiapt  9  pduF'nottvdl  exemple ,  \%ê  équation» 

iia?-j-^y  —  62=145.  (2) 

Pour  éliminer  z  entre  ces  deux  équations ,  multiplions  la  première 
par  3  et  la  seconde  par  a ,  puis  ajoutons  les  résultats  membre  à  mem- 
bre ;  il  vient 

4oâ?  +  57y  =  656,  (5) 

équation  pour  laquelle  oa  trouve  »  d'après  la  première  métbode , 

i  x  =  5yt+  9    ^ 
(  y=  8  —40/  j' 
Reportant  ces  valeurs  dans  Téquation  (1)  ^  on  obtient 

6(3?^ +  9) +  7(8  —  400 +  4^  =  *aa» 
ou  rédimant }  ^  ' 

%z  —  29/ =  6.  (4) 

Ici  rinconnue  z  n^est  pas,  comme  les  deux  autres 9  (c  et  y,  ex* 
priaiée  en  fonction  entière  de  Tiiidétenninée  t.  Ainsi ,  il  faut  encore 
appliquer  à  Téquation  [4)  l'une  des  deux  méthodes  connues. 

On  a^  d'après  la  1'°  remarque  du  aM32  ^  pour  les  formules,  rela- 
tives à  cette  équation , 

Gomme ,  d'aillew^s ,  toute  valeur  entière  de  t,  substituée  dans  les 
expressions  de  x  et  de  y,  en  donnera  de  semblables  pour  ces  incon- 
nues ,  il  s'ensuit  que^  si  Ton  y  met  a^'  à  la  place  de  ^,  on  obtiendra 

les  trois  fohnules 

.      •     .  x=ry^t'  +  g, 

y=   8    —80^', 

z  =  29^'  +  3/ 

qui  comprendront  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  de  x,  y,  z, 
propres  à  vérifier  les  équations  proposées. 

Si  l'on  ne  veut  que  des  solutions  directes  ^  il*  est  visible  que  t' ne 
peut  être  positif,  puisque  alors  y  serait  négatif,  et  t' ne  peut  être  né- 
gatif, puisque  z  et  x  seraient  négatifs.  '  . 

iiais rhypoihè«»      t'=s;o    donne    xi^g,    y  =  8,    z=:3; 

donc  ce  système  est  le  seul  qui  satisfasse  aux  deux  équations. 

136.  En  résumant  la  marche  précédente ,  on  en  conclut  cette  règle 
générale  :  —  1°.  Éliminez  l'une  des  inconnues  entre  les  équatiom  prù' 
posées ,  et  cherchez  pour  l'équation  résultant  de  cette  élimination ,  les 
foi^mules  qui  donnent  les  deux  inconnues  qui  y  entrent ,  en  fonction 
EKTÂRi  d'une  indéterminée  t.  —  aV  Substituez  ces  expressions  dans 
Fme  des  équations  proposées  ^  ce  gui  donne  une  nouvelle  équation  ne 
renfemant.plus  que  t  *et  l'inconnue  que  l^on  avait  d^ abord  éliminée, — 
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Z"*,  Déterminez,  pour  cette  nouvelle  équation,  les  deux  formules  qui 
donnent  les  expressions  des  deux  inconnues  qui  y  entrent ,  en  fokctioh 
KNTiÈRB  d'une  seconde  indéterminée  V.  —  4**»  Substituez  enfin  l'expres- 
sion de  t  dans  celles  des  deux  premières  inconnues.  ^ 

Les  valeurs  des  trois  inconnues  se  trouvent  ainsi  exprimées  en 
fonction  entière  de  t';  et  il  ne  s'agit  plus ,  après  cela ,  que  de  déter- 
miner pour  t' les  limites  entre  lesquelles  ces  valeurs  doivent  se  trouver 
pour  que  celles  des  inconnues  principales  soient  entières  et  positives. 

N.  B.  —  Toutes  les  fois  que  Tune  des  inconnues  a  pour  coefficient 
Tunité  dans  Tune  des  équations^  il  est  plus  simple  d'éliminer  cette 
inconnue ,  parce  qu'après  avoir  exprimé  les  deux  autres  en  fonction 
entière  d'une  mênje  indéterminée ,  si  Ton  reporte  ces  valeurs  dans 
réquatioû  où  lâ  troisième  inconnue  est  affectée  d'un  coefficient  égal 
à  l'unité,  on  obtient  immédiatement  cette  troisième  inconuue  en 
fonction  entière  de  la  même  indéterminée  ;  ainsi ,  dans  ce  cas ,  une 
seule  opération  est  suffisante.  Les  deux  équations  du  n"*  135  en  ont 
offert  un  exemple.  ,       »      ' 

i37.  Voici  la  marche  qu'il  faut  suivre  pour  trois  équations  à  quatre 
inconnues  :  Après  avoir  éliminé  V une  des  inconnues^  on  exprimera 
l'aide  des  deu/X  équations  résultantes ,  et  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 
les  trois  autres  inconnues  en  fonction  entière  dhine  même  indéterminée; 
et  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'une  des  équations  proposées»  Si, 
dans  la  nouvelle  équation ,  les  coefficients  des  deux  inconnues  gui  y 
entrent  sont  différents  de  l'unité ,  on  établit  deux  formules  qui  donnent 
ces  inconnues  en  fonction  entière  d^une  seconde  indéterminée;  puis  on 
remplace ,  dans  les  expressions  des  trois  premières  inconnues  f  la  valeur 
de  la  première  indéterminée  en  fonction  de  la  seconde ,  et  l'on  obtient 
ainsi^  les  quatre  inconnues  primitives  en  fonction  entière  de  la  seconde 
indéterminée.    . 

Même  raisonnement  pour  quatre  équations  à  cinq  inconnues,  etc. 

138.  Nous  proposerons»  pour  exercice,  les  questions  suivantes  : 
I  Première  question.  —  Un  monnayeur  a  trois  sortes  d'argerd»  Sur 

1  kilogramme,  la  première  contient  -  d'argent,  la  seconde -^^et  la  troi- 

8  lo 

N 

sième-^.  Il  veut  faire  un  alliage  de  3o  kilogrammes  pesant  qui,  sur 

5 
pi  kilogramme,  contienne  -  d'argent.  Combien  {en  nombres  entiers) 

doit -il  prendre  de  kilogrammes  de  chaque  sorte? 

f  txt=io,     12,     i4,     i6,     i8, 

l         Réponse.)  y  z=z-LO,    i5,    lo,      5,      o, 
]  (  z=   0,      3,      ^,      9,     12, 

I  c'est-à-dire  cinq  solutions,  en  admettant  o  pour  valeurs  de  y  et 

\  de  z. 
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Seconds  question.  —  Trouver  trois  nombres  entiers  tels  que  la  sàinme 
de  leurs  produits  respectifs  par  les  nombres  Z^  5,  7,  soit  égale  à  060, 
et  que  la  somme  de  leurs  produits  par  les,  carrés  9,  a5,  49?  *o«V  égale 
à  2920. 

/  .a?=  i5,  5o,   j  ^       . 

Réponse.    \  y  =  82 ,  40 ^   \y  c'est-à-dire  deux  solutions. 
'       (  z=i$,  3o,   ) 

TROisiàiiE  QUESTION.  —  Ttouvct  un  nombre  entier  N  qui,  étant  divisé 
^  par  11,  donne  le  restée',  divisé  par  19,  donne  le  reste  5  y  et  divisé  par 
29,  donne  le  reste  10. 

Réponse,  N  =  4128  +  6o6it,  t  étant  entier;  en  sorte  que 
4128  est  le  plus  petit  nombre  entier  absolu  qui  satisfait  à 
renoncé. 

Quatrième  question.  —  Trouver  pour  x  un  nombre  tel,  que  les  ex- 

5x — 10     iix  +  S     i6a;-^i         .    ^  ,  . 

pressions ,  ,  — r- — ,  soient  des  nombres  entiers, 

7       '        17  5 

(Réponse.  j?  =  211 +6951/.) 

139.  Remarque  importante.  ^—  Si,  dans  la  dernière  question,  on 

...                       ^      -           ...   3x — 10     iia?  +  8     i6x—i 
désigne  par  y,  z  et  v,  les  quotients ,  r , 2 — , 

on  a  pour  les  équations  du  problème, 

5x — io  =  7y,     iiar  +  8=i7z,     i6x — i  =  5v; 
ou  bien...  Zx  —  7t/=rio,  11a;  —  172  =  — .8,   16a?  —  5v  =  i. 

II  faudrait  donc  leur  appliquer  la  marche  indiquée  dans  le  numéro 
précédent  pour  trois  équations, à  quatre  inconnues.  Mais  nous  allons 
développer  un  moyen  beaucoup  plus  simple  de  déterminer  la  valeur 
de^,  qui  est  ici  linconnue  principale.  Ce  moyen  est  d'ailleurs  appli- 
cable à  toutes  les  questions  du  même  genre. 

163?^—  I 

D'abord ,  si  nous  considérons  Ta  troisième  expression , 

5 

dont  le  dénominateur  est  le  plus  simple,  elle  revient  à 

ainsi»  pour  qu'elle  soit  entière^  il  faut  et  il  sufiSt  que  x —  1  soit  un 

multiple  de  5. 

x^  i    . 
Posons  donc — - — =  t;  il  en  résulte  ic=  1  -|-  5^ 

5  ,  .        .■ 

Toute  valeur  entière  de  /,  substituée  dans  cette  dernière  équation, 

donnera  pour  or  un  nombre  qui  satisfera  à  la  troisième  condition  de 

l'énoncé. 
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Substituons  dans  la  première  expression  9 ^  la  valeur  de  x 

qu'on  vient  d*ob(enir;  elle  se  change  en 

,     ou  réduisant,     a  ^  —  i  +  - . 

7  7 

On  voit  que  celle-ci  sera  entière  si  Ton  suppose  t=yt'',  d'ailleurs 
cette  condition  est  nécessaire.  Ainsi  ^  pour  que  la  première  et  la  troi- 
sième des  expressions  proposées  soient  entières ,  il  faut  et  il  suffit  que 

Ton  ait  x=  i  +5/, 

t  étant  de  la  forme  ^  =  7  f'^  ce  qui  donne      a?  =  1  +  35  ^'. 

Portons  dans  la  seconde  expression ^^^  cette  nouvelle  valeur 

de  â?;  il  vient 

^«^^'+'«     ou  •..?*•  +  >  +  ='(• -5'')* 


■  A. 


«7  •        •  17  . 

Or  2  est  premier  avec  17;  donc^  pour  que  la  seconde  expression 
soit  un  nombre  entier ,  il  faut  et  il  suffit  que  1  —  ^t'  soit  divisible 
par  17. 

Posant =  r ,  on  en  tire    i  =  '  '„  —  * 

.     17  5 

f  +  I 
ou ,  effectuant  la  division ,  t'  =  —  6^'  -| ^ — ^, 

Soit  ^-i  =  r,  on  obtient        f '  =  3^  —  1  j 

d'où  <'==  — e(3f*'— i)+r,   ou   f'  =  — i7^*  +  6. 

Reportant  cette  valeur  dans  l'expression  x  =:=  1  -|-  35  f  5  on  obti^l , 
toute  réduction  faite, 

x  =  2n — 5Q5r, 

Telle  est  la  formule  propre  à  donner  toutes  les  valeurs  de  x  sus- 
ceptibles de  satisfaire  à  renoncé. 

Soit  r  =  o,  on  trouve  ar=saii  :  c'est  la  plus  petit  datons  les 
nombres  cherchés. 

En  supposant  à  t'"  des  valeurs  négatives  quelconques^  on  obtien- 
drait les  autres  solutions  [en  nombres  positifs] . 

/V«  ^.  "--  Nous  remarquerons  que  595 r  coefficient  de  t'^  dans  la  foi^ 
mule^  est  le  produit  7  x  17  X  5  des  dénominateurs  des  trois  expres- 
sions proposées.  Il  serait  aisé  de  se  rendre  compte  de  cette  propriété, 
qui  se  modifie  lorsque  les  dénominateurs  ne  sont  pas  premiers  entre 
eux  ;  car,  dans  ce  cas^  le  coefficient  est  égal  au  multiple  le  plus  simple 
des  dénominateurs*     ' 

140.  U  nous  reste  encore  à  parler  des  problèmes  dits  pluê  p^m* 
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iétertninés,  c'eât-à-dire  de  ceux  pour  lesquels  le  nombre  des  équa- 
ions  est  moindre  de  deux  ou  de  plusieurs  unités  que  le  nombre  des 
inconnues. 

Soit  d'abord  Téquation  à  ttois  inconnues,  hX'^by-\-cz=.d^  Si  Ton 
fait  passer  le  terme  cz  dans  le  second  membre,  il  tient 

,' tfdP  +  éystrf  —  cz   ou    ax'\-by=€' 

{if  désignant  la  quantité  rf  —  cz,  qu'on  regarde  pour  le  moment 
<5omme  oonnue)» 

Gela  posé ,  Ton  itaUit  pour  réquation  ix-\-hy  =  c', 

les  deux  formuler  x  =  a — bt ,      y  ==  6  -|-  at. 

Après  quoi ,  Von  remplace  dans  tiet6,c'  par  sa  valeur  d-*^  cz  ;  alors  x 
et  y  se  trouvent  exprima ^en  fonction  entière  d^  l'indéterminée  i y  et  de 
la  troisième  inconnue  z. 

Soit  proposé,  par  exemple,  de  payer  187  francs  avec  des  pièces  de 
5  francs^  6  francs  et  20  francs,  sans  aucune  autre  monnaie*   ' 

Désignons  par  x,  y,  z  les  trois  nombres  de  pièces  qu'il  faut  donner 
de  chaque  sorte;  On  a  l'équation 

5a?-j-6y  +  aoj5  =  187, 

qui  revient  à  5a?  +  6y=  187  —  20  z  =  c'. 

Tirant  4e  cette  équation  la  valeur  dex, 

c'  —  Qy 
on  a  '  a?=  — ^— ^, 

c'— v 
ou  bien,  a?  =  —  y  + 


C  — V 

Posant  — ç*^  =w/,on  m  déduit       y  =  & — 5^ 


5 


d'où  d?  =  — c'  +  6^ 

Bamplaçaot»  .dans  ce»  4^x  formules,  r'  par  M  valeur  \%*/  —  ^p  «, 

û  /  y=      187  —  202-^5^, 

on  trouve  enfin. .  .  .  •  » <  '^  o     -,  ,  ^/ 

\x  =  — i87  +  ^o24-6^- 

Tant  que  l'on  Admettra  pour  x  et  yd^s  nombre3  entji^r^y  ppsitifd 
ou  négatifs^  on  pourra  donner  à  z  et  à  ^  des  valeurs  tout  à  fait  arbi- 
traires; aws  si  l'oa  veut  «atisfj^ir^  directer^pi  à  Ténoncé,  la  forme 
même  de  l'équation  proposée,  5  j?  +  6y  +  20Z  =  187,  prouve  que  z 

ne  doit  pas  recevoir  de  valeurs  au-dessus  de  —  ou  g  — ;  car,  autre- 
^  ao       ^  ao 

ment,  1;  ou  y  serait  néfiUf» 

Poflons  donc  èuocessivdEDeot  K  sn  o^  1^  a,  9,  • .  4 ,  6, 9. 

Si  Von  fait  I  r:  4»,  lis  vsl^iiri  de  Ji?  st  de  y 


devienneDl. 


f 
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187  187 

formules  qui  prouvent  que  t  d<Mt  être  >  —,  mais  <  -— ,    ou 

>  3i.-,  ipais  <  37  -.  Donc  t  peut  recevoir  six  valeurs,  savoir  : 
6  5 

5a,  33^  34,  ZSf  36  et  37. 

I/=3a,  33,  34,  35,  36,  37, 
x=  5,  11,  17,  23,  20,  35, 
y  =  a7,  22,  17,  12,    7,     a. 

I  ar  =  — 167  +  6^ 
Soit  z=i,  on  trouve;. j  ^^      167-5^- 

d où  t  >  -^  ou  27  -,vmais  <  — ^  ou  33  -;  ce  qui  donne  encore 
00  5  5 

les  six  valeurs  28,  2g,  3o,  3i,  32  et  33. 

^=28,  29,  5o,  3i,  3a,  35, 

Ainsi,  pour  «=  1,  on  à. \x=   1,   7^  i3>  ^9»  ^5,  3i, 

y  =27,  22,  17/12,    7,    a. 

^=25,  26,  27,28,  29, 
Pour  z=2,  on  trouverait {  x=  3,   9,  i5,  21,  27, 

y=aa,  17,  12,    7,    2. 

t  =  aa,  a3,  a4,  a5. 
Pour  z  =  3 {  x=  5,  11,  17,  a5, 

y=  175 12,    7,    a. 


* 


Pour  z=  8,  les  formules  seraient.  .  . .  i  .,  / 

\y=       a7— 5^- 

a7  1  a7  a 

d'où  ^  >  ~  ou  4  -,  maïs  <  -~  ou  5  - .  Alors  t  ne  peut  recevoir 
5  a  5  5^ 

que  la  valeur  /=  5  ;  ce  qui  donne  a:  =  3,  y  =  a. 

Enfin,  à  l'hypothèse  z  =  9  il  ne  correspond  aucune  solution;  car  les 

formules  deviennent  x  =  —  y  -\-6jt,      y  =  7  —  5^; 

71  7  a 

d'où  ^  >  s  ou  1  - ,  ïnaîs  if  <  ^r  ou  1  -:  ;  résultats  contradictoires  en 
00  5  5 

tant  que  Ton  exige  des  solutions  entières. 

i4i.  On  voit  assez  ce  qu'il  faudrait  faire  pour  deux  équations  à 
quatre  inconnues,  trois  équations  à  cinq  inconnues.  Cependant,  nous 
donnerons  encore  la  résolution  complète  d'une  question  de  ce  genre, 
pour  faire  voir  comment ,  à  Taide  de  quelques  considérations  parti- 
culières ,  on  parvient  souvent  à  simplifier  les  calculs.  • 

CiNQUiinE  QUESTÎoif .  —  Un  fet^mier  çxhète  100  pièces  de  bétail  pour 
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lo  louis ,  savoir  :  des  bosufs  à  lo  louis  la  pièce  y  des  vaches  à  5  Itnjiis, 
?s  veaux  à  a  louis ,  et  des  moutons  à  un  derm^huis,  —  Combien  a^t-U 
2h€té  d'animaux  de  chaque  espèce  ? 
Soient  x^y^ZjU  les  nombres  cherchés;  on  a  les  équations 

^+    y+    ^+    w=iooJ  i      a?+      y+    2  +  w  =  ioo, 

I    *r      I  1    *  J    0"    I 

oa:  +  5f/+-az4--«*=  loo  l  J  ,  .    ,     , 

a  )  f  aoa?+ ^oy  +  4^  +  ^  =  ^o<>• 

£n  retranchant  la  première  équation 
ie  la  seconde ,  on  obtient  19a?  +  gy  +  3z  =  100, 

équation  qu^il  faudrait  traiter  comme  dans  le  numéro  précédent. 
Mais  5  avant  tout,  observons  qu'il  est  préférable  d'exprimet  y  et  zen 
fonction  entière  de  x,  1**  parce  quil  est  évident  que  x  ne  doit  pas 

avoir  de  valeurs  au-dessus  de  — =•  ou  5  —  ;  a®  parce  que  les  coeflS- 

cients  de  y  et  de  z  ont  un  facteur  commun  ;  ce  qui  entraînera  néces- 
sairement une  condition  propre  à  déterminer  les  valeurs  conve- 
nables de  X, 

D'après  ces  considérations ,  transposons  le  terme  igâ?;  il  vient 

i\                                   U-'          «     1          100  —  190? 
9y  +  3z=ioo — 19a?,      oabien,      5y  +  J8= = — 2-.. 

Or^  puisque  l'on  demande  pour  Xj  y^  z,  u^  des  nombres  entiers 

et  positifs ,  il  faut  que ^    soit  entier  et  positif^  mais  il  n'y  a 

évidemment  que  a?=i  et  x=z^,  qui  puissent  satisfaire  à  cette 
double  condition. 
Donc,  déjà,  x  ne  peut  avoir  pour  valeurs  que  x=i  et  3?  =  4* 

Soit    j?  =  i,    il  en  résulte    3y  +  ^=^^    ^^    z  =  a7  —  3y. 

-    Substituant  ces  vpJeurs  de  or  et  de  z  dans  la  première  des  équa- 
tions proposées ,  on  trouve    .  «  =  7a  +  ay. 

La  première  de  ces  deux  formules  montre  que  y  ne  peut  pas  être 
>  9,  ainsi, 

/  y=  o?    V    ^'   ^'   *'    ^'    ^>   ^'   ^'   ^' 
pourjr=i,  ona     |  z  =  37,  a4r  21,  18,  i5,  la,  9,    6,    3,    o; 

V  «  =  7^1  74?  76,  78,  80,  8a,  «4,  86,  88,  90. 

Soit     ar  =  4î    il  vient    5y-^z  =  S,    d'où    z=  8 — 3y; 
et  w  =  88-f-2y. 

L'expression  de  z  prouve  que  y  ne  peut  pas  être  >  a  ;  ainsi ,  pour 


X  =  4 ,  on  trouve 


(  y=  09    i>   a; 

j  z=  8,    5,    a; 
\  w  =  88,  90,  9a. 
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D'où  Ton  voit  que  la  question  proposée  n'est  susceptible  qae  de 
treite  solutions ,  et  de  dùc^  si  l'on  excepte  les  solutions  o. 

N.  B.  — Le  moyen  de  simplification  qui  vleint  d'être  indiqué  devient 
quelquefois  une  modification  indispensable  à  la  méthode  exposée 

C'est  ce  qui  aurait  lieu  y  par  exemple^  pour  Téquation 

dans  laquelle  les  trois  coei&cienli  de  d?»  y$  A|  oonsidéréi  à»\kx  à  dôux^ 
ont  un  facteur  commua. 

44i.  Le  but  de  YAnalyn  iniitmimnée  du  second  degré  est^  ootnroe 
œile  du  premier  degré,  de  résoudre  en  nombres  entiers  les  pro- 
Uèmes  qui  donnent  lieu  à  un  nombre  d'équHtions  moindre  que  celui 

des  inconnues.  IVIais  comme ,  en  général ,  une  équation  du  second 
degré  à  deux  inconnues  donne  Puue  d'elles  en  fonction  irrationnelle 
de  l'autre,  il  s'ensuit  que  la  question  consiste /i°  à  déternûudr,  pour 
Tune  des  inconnues ,  des  valeurs  rationnelles  qui  aient  la  propriété 
d'en  donner  de  semblables  pour  la  seconde;  a°  à  choisir  paimi  les 
valeurs  de  la  première  inconnue  les  valeurs  entières  qui  en  donnent 
de  semblables  pour  la  seconde.  On  conçoit,  d'après  cela,  que  l'Ana- 
lyse indéterminée  du  second  degré  doit  offrir  de  plus  grandes  diffi- 
cultés que  celle  du  premier  degré.  C'est,  en  effet,  une  des  théories 
les  plus  difficiles  de  l'Analyse  algébrique  )  et  elle  sort  tout  à  bit  des 
éléments.  Nous  renvoyons ,  pour  cet  objet ,  à  la  Théorie  des  nombres 
de  Legendre  et  à  VAlgèbre  de  M.  Lhuîllier,  ouvrage  dans  lequel  nous 
avons  déjà  puisé  les  énoncés  d'un  grand  nombre  de  problème«»  et 
où  se  trouve  traitée  une  série  de  questions  du  second  degré  à  deuji 
inconnues,  dont  les  équations  ne  renferment  que  le  produit  des  in- 
connues. 
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CHAPITRE  V. 

FORMATION  PES  PUISSANCES  ET  EXTRACTION  DES  RACINES 
>  b'UN  DEGRÉ  QUELCONQUE. 


Introductim. — De  même  que  ta  résolution  des  équations  du  second 
degré  suppose  connus  les  procédés  de  l'extraction  de  Ja  racine  carrée, 

de  même  k  résolution  des  équations  du  troisième  ^  du  quatrièrtie 

degré ,  exige  qu'on  sache  eximirç  la  racine  troisième ,  quatrième 

d'une  quantité >  soit  numérique,  isoit  algébrique»  (  Vbt/ez  le  n"*  !2,  pour 
la  définition  dss  mots  puiêsemce  et  racine.  ] 


FORMATION  DES  PUISSANCES.  ^  t8^ 

L'élévation  aux  puîssanoer»  rextfa<îtioîl  des  fftcines  de  degré  quel- 
mque  ,  et  le  calcul  des  radicaux,  feront  Tobjet  principal  de  ce  nou- 
îau  chapilre,  qui,  avec  le  premier  et  une  '|)artie  du  troisième, 
institue  l'ensemble  des  opérations  que  Ton  peut  avoir  à  effectaer 
ir  des  nombres  exprimés  algébriquement.  . 
Qnoiqu^uïie  puissance  quelconque  d'un  nombre  puisse  s'obtenir 
après  les  règles  de  la  multiplication,  soit  arithmétique,  soît  algé- 
rique,  cepé^ndant  la  formation  de  cette  puissance  est  assujettie  à  une 
>i  qu'il  faut  connaître  lorsqu'on  veut  revenir  de  la  puissance  à  la  ra- 
ne.  Or,  comme  la  loi  de  composition  du  carré  d'une  quantité  nu- 
lérique  ou  algébrique  est  fonaée  (n*  86)  sur  l'expression  du  carré 
'un  binôme ,  de  même  la  loi  relative  à  une  puissance  de  degré  quel- 
onque  se  déduit  de  l'expression  d'une  puissance  de  mên)e  degré 
.'un  binôme.  C'est  donc  par  la  détermination  du  développement  d^une 
missance  quelconque  d'un  binôme  que  nous  devons  commencer  cette 
louvelle  théorie. 

g  I".  —  BINOME  DE  NEWTON,  ET  CONSÉQtJENCES  QUI  EN  DÊRIVEÎ^P.' 

d43.  Introduction.  -^Si  l'on  fait  le  produit  de  plusieurs  binômes 
5gaux  à  a?  +  û ,  on  parvient  aux  résultats  suivants  : 

[X'\-aY  =.x  -{-tty 
[x-{-af  =^x^-\-%ax  -^a^i 

[x  4-  af  =  a?'*  4*  3aa?'  +  ^  ^«*^  +  «% 

(a;  +  û)*  =  ^*  +  4^^'+   6a' a?*  +   ^a^x  +«*, 

(ar  +  a)*=a?*'  +  5«a?*+  ioa'»'+  ioa^a?*-f  5a*a?  +  «*. 

En  jetant  leâ  yeux  sur  ces  différents  développements,  on  reconnaît 
aisément  une  loi  suivant  laquelle  ils  procèdent ,  quant  aux  exposants 
de  X  et  de  a;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  coefficients.  Cepen- 
dant Newton  est  parvenu  à  en  découvrir  urte  au  ftioyen  de  laquelle, 
le  degré  d'une  puissance  d'Un  binôme  étant  donné ,  on  peut  former 
cette  puissance  sans  être  obligé  de  passer  d'abord  par  toutes  les  puis- 
sances inférieures.  Il  n'a  laissé  aucune  trace  des  ralsonnenientë  qui 
avaient  pu  l'y  conduire;  mais  depuis,  on  a  constaté  d'une  manière 
rigoureuse  Texisténce  de  cette  loi.  De  toutes  tes  dëmorislràtioUs  con- 
nues, la  plus  élémentaire  est  celle  qui  èe  trouve  fondée  sur  la  Théorie 
des  comèinaiBOfa.  Toutefois  <,  eomma  déi^  4én)otistrâtion  <M  encore 
asseï  compliquée ,  nous  commencerons,  pour  en  Simplifier  l'expo* 
sition ,  par  résoudre  <|uelques  problèmes  ^relatifs  aux  eombinaisons  ; 
d'où  il  sera  facile  ensuite  de  déduire  ie  développement  d'une  puis- 
sance quelconque  d'un  bintoie,  qu,  êR  d'autres  t&mm ,  ia  formule 
du  binôme^ 
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144.  On  sait  déjà  que  le  ppodnit  d'un  nombre  n  de  factem 
ayh^c^dy...  ne  change  pas,  dans  quelque  ordre  qu'on  effectue le3 
multiplication.  Or  supposons  que  Ton  veuille  déterminer  le  nmt^ 
total  des  manières  dont  ces  différentes  lettres  peuvent  être  disposât 
les  unes  à  la  suite  des  autres.  Les  résultats  qui  corresponde^  i 
chaque  disposition  que  Ton  fait  subir  à  ces  lettres  se  nomment /r 
mutations. 

C'est  ainsi  que  deux  lettres^  a  et  h,  donnent  un  produit  uniques; 
mais  fournissent  les  deux  permutations  ab  et  ba. 

De  même,  les  trois  lettres  a,  6,  c  donnent  un  produit  unique/?^ 
mais  fournissent  les  six  permutations  abc^  acb,  cab,  bac,  bca^ck 
et  ainsi  de  suite. 

Soit  maintenant  un  nombre  m  de  lettres  a,  b,  c,  d,  e,...;à:n 
les  dispose  les  unes  à  la  suite  des  autres^  aà2,5à3^4à  4i-i 
dans  tous  les  ordres  possibles,  de  manière,  toutefois,  que^  <k5 
chaque  résultat,  le  nombre  des  lettres  soit  moindre  que  celui  (k 
lettres  données,  on  peut  demander  l'expression  du  nombre  totale 
résultats  que  Ton  obtient  ainsi.  Ces  résultats  sont  ce  qu'on  appeik 
|des  arrangements.  ' . 

Ainsi,  aby  ac,  ad,.. ..,  ba^  bc,  bd,. .,,,  ca^  cb , cd,  ...  sont  dâ 
arrangements  2  à  a  des  m  lettres. 

De  même  aie,  abd,...,  bacybadj ..,,  acb,  acdj ...  sont  des  tr- 
rangements  5  à  3. . . .  '       " 

,  Enfin,  lorsqu^on  dispose  ainsi  les  lettres  2à2,3à3,4à4«  •• 
on  peut  exiger  que  deux  quelconques  des  résultats  que  Ton  forme 
ne  soient  pas  composés  des  mêmes  letti*es,  c'est-à-dire  qu'ils diff»^ 
rent  entre  eux  au  moins  par  Tune  des  lettres;  et  Ton  peut  demanda 
alors  le  nombre  total  des  résultats  qu'on  obtient  ainsi.  Dans  ce  cas. 
les  résultats  prennent  le  nom  de  combinaisons. 

Ainsi ,ab,ac,bc,,..,ad,  bd, ...  sont  des  combinaisons  2  à  s. 
tputes  distinctes  les  unes  des  autres,  puisque  deux  quelconques (b 
résultats  diffèrent  au  moins  par  Tuncdes  lettres. 

De  même,  abc,  abd^..:,  acd^bcd,,..  sont  des  combinaisoDs 
o  a  o.  •  •  • 

Il  existe  donc  une  différence  essentielle  dans  la  signification  des 
mots  permutation^  arrangement  et  combinaison. 

On  nomme  V.  Permutations,  les  résultats  quon  obtient  en  dispo- 
sant les  unes  à  la  suite  des  autres ,  et  dans  tous  les  ordres  possibles ,  un 
ruombre  déterminé  de  lettres ,  de  manière  que  toutes  les  lettres  entreal 
dans  chaque  résultat ,  et  que  chqcune  d^ elles  n'y  entre  qiCune  fois. 

%".  Arrangements,  les  résultats  quon  obtient  en  disposant  les  unesi 
la  suite  des  autres,  et  dans  tous  les  ordres  possibles,  2  à  2,  3 à 3, 


^ 
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/ih  Ji,  »  .,^nkn,\in  nombre  m  de  lettres ,  m  étant  >  n  [chaque  ré- 
sultai ne  devant  renfermer  la  même  lettre  qu'une  seule  fois)'. 

On  peut  toutefois  supposer  n  =  m;  auquel  cas  les  arrangements 
w  à  n  deviennent  de  simples  permutations. 

3**.  Enfin,  Combinaisons,  les  groupes  d^ arrangements  dont  deux 
quelconques  diffèrent  entre  eux  au  moins  par  l'une  des  lettres  qui  y 
entrent, 

.  Il  est  important  que  les  élèves  se  pénètrent  Bien  de  ces  définitions , 
pour  entendre  la  résolution  des  problèmes  suivants. 

145.  Premier  problème. — Déterminer  le  nombre  P„  des  fermotation» 
dont  n  lettres  sont  susceptibles. 

D'abord ,  deux  lettres  «  et  6  donnent  évidemment  les  deux  permu- 
tations ab  et  ba.  Ainsi ,  le  nombre  Pj  des  permittations  de  deux  lettres 
est  2 ,  02*  1  X  a. 

Donc  P,  =  1  X  a. 

Soient  actuellement  3  lettres,  a^  b,  c.  Mettons  à  part  une  quel- 
conque de  ces  lettres,  c  par  exemple,  et  écrivons  à  la  droite  des 
deux  arrangements  ab  et  ba  que  donnent  les  deux  autres,  la  lettre  c; 
il  en  résulte  les  deux  permutations  de  trois  lettres,  abc^  bac.  Or; 
comme  on  peut  ainsi  mettre 'à  part  chacune  des  trois  lettres,  il  s'en- 
suit que  le  nombre  Pj  des  permutations  de  trois  lettres  est  égal  à  2X5, 
ou     1X2X3  (*). 

Ainsi,  Pj  =  iX2X3. 

En  général,  soit  un  nombre  n  de  lettres ,  a,  6 ,  c ,  d, . . . ,  et  sup- 
posons déjà  connu  le  nombre  P^_j  des  permutations  de  (n — i) 
lettres. 

Ck)nsidérons  à  part  une  des  n  lettres,. et  écrivons  cette  lettre  à  la 
droite  de  chacune  des  permutations  que  donnent  les  (n —  i  )  autres 
lettres;  il  en  résulte  P^_i  permutations  de  n  lettres,  terminées  par  la 
lettre  qu'on  avait  d'abord  isolée.  Or.  comme  on  peut  ainsi  mettre  à 
part  chacune  des  n  lettres,  il  s'ensuit  que  le  nombre  tstal  des  permu^ 
tations  de  n  lettres  est  égal  à  P^.^  Xn.  ^ 

En  termes  abrégés ,  P^  =  P^,^  X  w. 

Soit  n  •=  2  ;  P^-i  désigne  alors  le  nombre  des  permutations  qu^une 
seule  lettre  peut  donner  ;  donc  Pn-i=  ^i  =  i  j  et  Ton  a 

Pj  =  PjX2  =  iXa. 


/ 


<^ 


{*)  La  place  que  nous  avdns  assignée  à  la  lettre  c  par  rapport  aux  arrange- 
ments ah,  ha  y  est  dépure  convention,  ^ous  aurions  pu  également  nonvenir  de 
faire  occuper  à  la  lettre  c  la  première  place  à  gauche ,  ou  riicme  de  l'écrire  entre 
les  lettres  a  et  b  ou  b  et  a;  mais  cette  place  une  fois  assignée,  elle  doit  rester 
invariahle  pour  toutes  les  permutations  à  exécuter  :  sans  quoi  il  en  résulterait 
des  répétitions. 
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Soit  n=3;  P,^  exprime  le  nombre  des  permulaiioDS  de  (3  —  i  , 
ou  de  3  lettres^  et  e^t  égal  à  i  X  9.  Ainsi, 

P,  =  P,X3=iXaX3, 

Soit  encore  n = 4  ;  P..^  désigiiânl,  dans  e«  cm ,  le  nombre  des  per- 
mutationsde  5  lettres,  est  égal  à  iXaX5.  D'oà 

.   P,  =  PjX4««><sX5X4. 
On  voit  donc  que  la  formule  P,=P^_,  xn  renferme  tous  les  cas 
particuliers  du  problème  proposé.  Amsi,  rien  n*empécberait  de  trai- 
ter tout  d'abord  le  cas  général^  sauf  ensuite  à  teire  successivement 

446.  Sbcond PROBLàn.  —  Un  nombre  m  de  lettrée  9l,  b,  c,  H^... 
étant  donné ,  déterminer  te  nombre  A,  de$  iRftiiiiGniiirrs  b  à  n,  que 
Fen  peut  former  ewee  «w  m  lettres,  m  étant  iuppoêé  plue  grand  que  n. 

Pour  résoudre  sur-le-champ  cette  question  générrie»  supposons 
déjà  connu  le  nombre  A«-i  des  arrangements  (n —  1)  à  (n —  1  )  que 
Fon  peut  bire  avec  les  m  lettres. 

Considérant  un  quelconque  de  ces  arrangements^  écrivons  à  sa 
droite  chacune  des  lettres  qui  n'y  entrent  pas  éL  dont  le  nombre  est 
nécessairement  m  —  (n — 1)  ou  (m — n-^i);  il  est  évident  que 
Ton  formera  ainsi  un  nombre  (m— n+i)  d'arrangements  de  n 
lettres,  différant  tous  entre  eux  par  la  dernière  lettre. 

Ck>nsidérons  un  nouvel  arrangement  de  (n —  1]  lettres ^  et  écri- 
vons à  sa  droite  les  (m — n  + 1  )  lettres  qui  n'en  font  pas  partie;  nous 
obtiendrons  encore  un  nombre  (m — «+  1)  d'arrangements  de  n 
lettres,  différant  tous  entre  eux  et  diffcrant  des  précédents,  au  moins 
par  la  disposition  d'une  des  (n —  1  )  premières  lettres.  Comme  d'ail- 
leurs on  peut  considérer  à  part  chacun  des  A^_^  arrangements  (n —  1) 
à  (n  —  1  ),  et  écrire  successivement  à  sa  droile  les  (m — w  -j-  1  )  let- 
tres qui  n'y  entrent  pas,  il  s'ensuit  que  le  nombre  total  des  arrange- 
ments de  m  lettres  n  à  n  est  exprimé  par 

.     '  A^=A^Jm  — n-hi). 

Veut-on  maintenant  trouver,  comme  cas  particuliers ^  les  nombres 
d'arrangements  de  m  lettres  2  à  ?,  3  à  3,  ^k^^.,.. 

Faisons  «  =  2 ,  d'où  m — n  -f- 1  =;w  —  i  ;  A^_,  exprime ,  dans  ce 
cas,  le  nombre  total  des  arrangements  (2 —  1  )  à  (2  —  1  ),  ou  i  à  1^ 
et  est ,  par  conséquent ,  égal  à*  m  ; 

donc  la  formule  devient         A2  =  Ai{m— i)  =  m(7w  —  1). 

Soitn=3,  d'où  m — «-f-i=m  —  2;  il  en  résulte 

A,  =  A,  (m  —  2)=m  {m  —  i)  (m  —  2). 

Soit  encore  n=  4,  d'où  m — n  -)- 1  =  m — 3;  on  obtient 

A4  =  A,  (m— 3)  =  m  (m  — i)  (w  — a)  (w^-3). 

Et  ainsi  de  suite. 
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iV,  B.  ^  D'après  la  manière  dont  les  cas  partioaliers  ont  ét^  dé- 
duits Ae  la  formiile  générale^  on  peid  conclure  que  cette  formule 
développée  revient  à 

A„  =  wi(m — i)  [m  —  a)  (W'— 5) ...  (m — n+  i); 

c'est-à-dire  que  A^est  égal  au  produit  des  n  nombres  consécutifs^  dé- 
croissant depuis  m  inclusivement  jusqu'à  m  —  (n  —  i)ou{m — n-|-i), 
atéssi  inclusivement. 

n  est  d'ailleurs  fadle  de  déduire  de  cette  formule  développée  celle 
du  numéro  précédent,  c'est-à-dire  la  valeur  de  P^,  aussi  développée, 
^n  effet,  on  a  vu  (n*144)  que  les  arrangements  deviennent  des 
permutations  lorsqu'on  suppose  le  nombre  des  lettres  qui  entrent* 
dans  chaque  arrangement  égal  au  nombre  total  des  lettres  consi- 
dérées. 

Ainsi  I  pour  passer  du  nombre  total  des  arrangements  de  m  lettres 
n  à  n,  au  nombre  de  permutations  de  n  lettres,  il  n*y  a  qu'à  faire ^ 
tians  le  développement  ci-dessus»  m  =  n;  ce  qui  donne  .    . 

n(n— iy{n — 2)(n  —  3). ..  i. 

Renversant  Tordre  des  facteurs ,  et  observant  que  le  dernier  (licteur 
étant  1 ,  Tavant-deamier  est  a,  le  précédent  5, . . .,  on  obtient,  pour 
le  développement  de  P^, 

P^=:i.a.3.4 (n  —  a)  (n — i)n, 

expression  dont  les  facteurs  ne  sont  autre  chose  que  les  n&mbres  en" 
tiers  consécutifs  compris  depuis  i  inclusivement  jusquà  n  irtclusive- 
ment. 

147.  TaotsièME  PROBLÈME.  —  Déterminer  le  nombre  total  C„  des  com- 
binaisons différentes  que  l'on  peut  former  avec  m  lettres  prises  n  à  n. 

II  est  évident  que ,  pour  obtenir  tous  les  arrangements  possibles 
de  m  lettres  n  à  n,  il  suffirait  de  faire  subir  aux  n  lettres  de  chacune 
des  C„  combinaisons  toutes  les  pernmtations  dont  ces  le^^es  sont  sus- 
ceptibles. Or  une  seule  combinaison  de  n  lettres  donne,  comme  on 
Ta  vu,  P^  permutations;  donc  C„  combinaisons  de  n  lettres  doivent 
donner  G^xP»  arrangements  n  à  n.  Et,  comme  on  a  d'ailleurs  dési- 
gné par  A^  le  nombre  total  des  arrangements ,  il  s'ensuit  que  les  trois  ' 
quantités  A^ ,  P„ ,  C,^  sont  liées  entre  elles  par  la  relation  A^ = C„  X  Pn  ; 

d'où  Ton  déduit  C^  =  ^. 

Mais  <)a  a  trouvé  (n*  146) 

A,r=A«_,X(m— n+i), 
et(nM48)  P,=  P,_,Xn. 

P„.,Xn  ?„_,  n. 


\ 


\> 


\ 
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Gomme  A«-|  exprime  le  nombre  total  des  airaDgements  (n  —  i  )  à 
(n — i);  que  P».|  exprime  le  pombre  total  des  permutations  de 

(n —  i]  lettres^  il  s'ensuit  que  -r^  exprime  le  nombre  des  coinbinai- 

sons  différentes  de  m  lettres  (n — i)  à  (n — i).  .    - 

D'après  cela,  soient  demandés^  comme  cas  particuliers,  les  nom- 
bres des  combinaisons  2  à  a,  5  àS,  4  à49***- 

A 
Faisons  n  =  a,  auquel  cas  ^^,  exprimant  le  nombre  des  corn- 

binaisons  (a  —  1)  ^  (^  —  1],  ou  1  à  1 ,  est  égal  à  m;  la  formule  ci- 

_    .    ^         ^  m — 1  m(m — 1) 

dessus  devient        C,  =  wi  x ou    . 

a  1  .a 

Faisons  n  =  3 ,  auquel  cas  :^^  exprime  le  nombre  des  combinai- 

#    1  V              fn{m —  i)  # 

sons  a  à  2^  ou  est-égal  à  [ — ,  ^, 

,    -        ,    -    ;          ^        mlm — i)(m  —  a) 
la  formule  devient    G,  =  — -^ \ 

•  1 ,2.3 

^   A  •..  j       *         ^        '"(m — i)(m  —  a)  (m  —  3) 

On  trouverait  de  même    C.  =  — ^ '-^ — = — f-^ pour 

*  1 .2.3 .4  ^ 

le  nombre  des  combinaisons  4^4»  ^^^m  ^^9  ^^^  général,  pour  le 
nombre  des  combinaisons  n  à  n  ^  on  a 

fn{m  —  i)  (fn  —  2)  (m  —  3). ..(m  —  n+i) 

*  1  .2.3.4*5  ...  (n — i)n 

•    - ,.            .                  A-,-,  (m — »4-i)  ,,    ,       , 

c'est  l'expression  '' ■ — -         développée. 

iV.  B,  — Cette  dernière: expression  n'a  aucune  signification  lors- 
qu'on y  suppose  n  =  I  ;  et  cela  tient  à  ce  qu'elle  ne  donne  un  certain 
nombre  de  combinaisons  inconnu  qu'en  fonction  d'un  autre  nombre 
de  combinaisons  déjà  déterminé.  Or  les  combinaisons  les  plus  simples 
sont  les  combinaisons  une  à  une  dont  le  nombre  est  m.  —  Ce  n'est 
donc  qu'à  partir  de  n=  2  que  la  formule  est  applicable.  ^ 

DEMONSTRATION   DE  LA  FORMULE  DU   BINÔME. 

148.  Pour  découvrir  plus  aisément  la  loi  du  développement  de  la* 
puissance  m'*^"**  du  binôme  ar  +  «,  nous  commencerons  par  observer 
la  loi  dii  produit  de  plusieurs  binômes  x-^a^x-^byX-^-c.x-^d,,.,, 
ayant  un  premier  terme  commun ,  et  dont  les  seconds  termes  sont 
'  différents.  (Cet  artifice  a  pour  but  d'empêcher  la  réduction  des  termes 
semblables.) 
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1*'  produit. .  •  • 


kDie 


a?'  +  a 

x+ab 

h 

X  -j-c 

, 

or»  H 

-a 

x*  +  ab  1 

'b 

— 

-ac 

-c 

- 

hôc 

x'-^abc 


X  -|-d 


:me 


a?'  +  «fr 

—  ac 

—  ad 
'-bc 

—  bd 
--cd 


x^-\^abc 
-{-abd 
-^-acd 
4-bcd 


x-^abcd 


Ces  multiplications  étant  effectuées  d'après  les  règles  ordinaires  de 
la  multiplication  algébrique',  on  reconnaît  sur  les  troi$  produits  qui 
précèdent,  la  loi  suivante  : 

r.  Par  rapport  aux  exposants,  Texposant  de  x  est  d'abord  égal  au 
nombre  des  binômes  multipliés.  Cet  exposant  diminue  ensuite  d'une 
unité  d'un  terme  au  suivant,  jusqu'au  dernier  terme  ^  où  il  est  égal  à 
zéro. 

2°.  Par  rapport  aux  coefficients  des  diverses  puissances  de  x,  le 
coefficient  du  premier  terme,  est  Funité;  le  coefficient  du  second  terme 
est  égal  à  la  somme  des  seconds  termes  des  binômes;  le  coefficient 
du  troirième  terme  est  égal  à  la  somme  des  produits  différents  de  ces 
mêmes  seconds  termes,  multipliés  deux  à  deux;  le  X50efficient  du  qua- 
trième terme  est  égal  à  la  somme  des  produits  différents  trois  à  trois. 
En  nous  laissant  conduire  par  V analogie  y  nous  pouvons  dire  que  le 
coefficient  d'un  terme  qui  en  a  n  avant  lui  est  égal  à  la  somme  des 
produits  différents  n  à  w  des  seconds  termes  des  binômes.  Enfin,  le 
dernier  terme  est  égal  au  produit  des  seconds  termes  des  binômes. 

Pour  nous  assurer  si  cette  loi  de  composition  est  générale^  suppo- 
sons qu'elle  soit  déjà  reconnue  vraie  pour  le  produit  d'un  nombre  m 
de  binômes,  et  voyons  si  elle  a  encore  lieu  quand  on  introduit  un  nou- 
veau facteur  dans  le  produit.         ,  . 

Soit  donc  ' 

le  produit  des  m  facteurs  binômes  (  Na;*""**  représentant  un  terme 
qui  en  a  n  avant  lui,  et  Ma?*^""**^*  celui  qui  le  précède  immédia- 
tement). 

^Ig,  «.,  11'  éd.  13 
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Soit  d'ailleurs  x  -{-l  le  nouveau  facteuir  introduit;  on  a  pour  le 
produit  ordonné. 


A/ 


X"-*  +  C 

M-B/ 


+  M/ 


•V  I       •   •    •   • 


Déjà  la  loi  des  exposants  est  évidemment  la  même. 
yf  Quant  aux  coefficients,  i*.  celui  du  premier  terme  est  Vuntté; 

cf  a".  A  +  /,  ou  le  coefficient  de  4:*,  est  aussi  la  somme  des  seconds 

termes  des  (m  +  i)  binâmes; 

5'.  Best,  par  hypothèse,  égal  à  la  somme  des  produits  diffé- 
rents 2  à  a  des  seconds  termes  des  m  premiers  binômes;  Al  exprime 
'  la  somme  des^produits  de  chacun  des  seconds  termes  des  m  premiers 
binômes,  multiplié  par  le  nouveau  second  terme/;  donc,  B  -|-  A/  est 
encore  la  somme  des  produits  différents  deux  à  deux  des  seconds  termes 
des  (m  +  0  binômes 

Et ,  en  général ,  puisque  N  exprime  la  somme  des  produits  «an 
des  seconds  termes  de=s  m  premiers  binômes,  et  que  M/  représente  la 
somme  des  produits  (n-^  i)  à  [n —  i)  de  ces  seconds  termes  multi- 
pliés par  le  nouveau  second  terme  1 ,  il  s'ensuit  que  N  +  M/,  ou  le  coeffi- 
cient qui,  dans  le  polynôme  de  degré  (m  -f  i],  en  a  n  avant  lui,  est 
égal  à  la  somme  des  produits  différents  nd  n  des  seconds  termes  des 
(m  + 1)  binômes.  Le  dernier  terme  VI  est  d'ailleurs  égal  au  produit 
des  (wt-f  i)  seconds  termes. 

Ainsi  la  loi  de  composition,  supposée  vraie  pour  le  produit  d'un 
'  nombre  m  de  binômes,  Fest  aussi  pour  un  nombre  (m  +  0  5  donc  elle 
est  générale* 

Goticevons  actueUement  que,  dans  le  produit  effectué  de  m  fadeurs 

binômes  3;  +  a,    x-\-by    x-}-c,    x-^dy , 

on  fasse  û  =  à  =  c=^c?.....; 

l'expression  de  ce  produit  (ar  +  a)  (a:  +  i)  (4?  +  ^) 

se  change  en  (a:  +  «)•*. 

Quant  à  son  développement,  les  coefficients  étant 

1*.  Le  coefficient  dé  «**•*  devient       a-f-a  +  a^-..., 

c'est-à-dire  a  pris  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  lettres  a,  5,  c, ... ,  et  ae 
réduit,  par  conséquent,  à  ma. 

a°.  Le  coefficient  de  a?"*~*  se  réduit  à  a'  -f-  a*  -f  a* ...  ou  |;)ien  à  au- 
tant de  fois  a\  que  Ton  peut  former  de 'Combinaisons  dififérentes  avec 
m  lettres  multipliées  a  à  a ,  ou  bien  enfin  (n^  147) ,  à 

m —  1    , 

m . a". 

a 

5^  Le  coefficient  de  x*^'  se  réduit  au  produit  de  a'  multiplié  par 
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e  nombre  de  combinaisons  diflPérentes  de  m  lettres  prises  5  à  3,  ou 
Hen/  à  '  m>  —  .  — - —  a} 


En  général,  si  Ton  désigne  par  Na:**-**  le  terme  qui  en  a'un  nombre 
%  avant  lui,  le  coefficient  N  qui,  dans  Thypothèse  où  les  Seconds  termes 
ies  bîiflimes  sont  diflférents,  est  égal  à  la  somme  de  leurs  produits  n 
kn  y  se  réduit,  lorsqu'on  les  SLuppose  tous  égaux ,  à  a*  multiplié  par 
le  nombre  des  combinaisons  différentes  que  peuvent  donner  m  lettres 
prises  nhn,  ^  .  '         , 

Ainsi  (n^  147)  N  =  An>>^n+i)  ^^^ 

DonC;  enfin,  on  a  la  formule 

a 

149.  Pour  peu  que  l'on  jette  les  yeux  sur  les  différents  termes  de 
ce  développement  9  on  reconnaît  une  /ot  simple  d'après  laquelle  ud 
coefficient  de  rang^uelconque  se  forme  au  moyen  du  coeffici^it  {»ré« 
cèdent. 

Xe  coefficient  d'un  terme  de  rang  queléonqwe  $e  forme  en  multipliant 
le  coefficient  du  terme  précédent  par  f  exposant  de  x  dan»  ce  terme,  ei 
dimsaru  le  produit  par  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  eeltd  que 
Von  considère. 

'  En  effet,  prenons  le  terme  général,  ■      ^    ^î— ^  {jH^of^  (on 

rappelle  terme  général^  parce  qtfen  faisant  successivement  »l=±:3, 
5)4, ,  on  peut  en  déduire  tous  les  autres).  Le  terme  qui  le  pré- 

À  _  A  « 

cède  d'un  rang  est  évidemment  ^^  a**"*  x'^'^S  car  ~-^  exprime  le 

*  n-i  '  *  n— 1 

nombre  des  combinaisons  (n —  i)  à  (n —  i).  Or  on  voit  que  le  coeffi- 
cient   ""^i^       — ^î—  est  égal  au  coefficient  ^^  qui  le  précède , 

^  multiplié  par  {m  —  n-f  i)j  exposant  de  a  dans  ce  terme,  et  divisé 
par  n,  nombre  des  termes  qui  précèdent  celui  que  Ton  con3idère. 
test  dans  cette  loi,  due  à  Newton,  que  consiste  priiyiipalement  la 
formule  du  binôme.  Elle  sert  à  développer  une  puissance  particulière, 

.,  sans  qu'on  soit  obligé  d'avoir  recours  à  la  formule  générale. 

,  Soit,  par  exemple,  [woposé  de  développer  (x  +  a)'.  On  trouvera, 
d'après  cette  loi. 
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Ajprès  avoir  formé  les  deux  premiers  termes,  ce  qui  n'offre  aucuD^ 
diflSculté,  d'après  les  termes  de  la  formule  générale  ar"» -|-  »i€MC*"*  -f ..., 
on  multiplie  6,  coeflScient  du  second  terme,  par  5,  exposant  de  i 
dans  ce  terme,  puis  on  divise  le  produit  par  a ,  ce  qui  donne  i5  pour 
coefficient  du  troisième  terme.  Pour  obtenir  celui  du  quatrième,  on 
multiplie  i5  pai*  4,  exposant  de  x  dans  le  troisième  terme,  et  Fou 
divise  le  produit  par  5,  nombre  des  termes  qui  précèdent  le  quatrième, 
ce  qui  donne  ao  ;  et  ainsi  de  suite  pour  tous  les  autres  termes. 

On  trouverait  pareillement 

(ar  +  a)**^  =  ar*^  +  loox® +45a*a?®  +  laoa'x''  +aioa*a?* 
'     +  aSaa'x'  +  aioa'x*  -|-  lada'^z?'  +  45a*^*  +  ioa*a;  +  a**. 

Nous  réviendrons  plus  loin  sur  la  manière  de  dévelopi^r  les  puis- 
i^hces  des  expressions  algébriques. 

CONSÉQUENCES  DE  LA  FORMULE  DU  BINOME  ET  DE  LÀ  THÉORIE 

DES  COMBINAISONS. 

480.  Première  conséquence,  —  L^expression  (ar  +  a)"*  étant  com- 
posée de  la  même  manière  en  a  et  en  x,  il  doit  en  être  ainsi  pour  soc 
développement;  donc,  si  ee  développement  renferme  un  terme  dek 
ferme  Ka'^ar"»^,  il  en  a  nécessairement  un  autre  égal  à  Kafta^^m 
Ka"^^x**.  Ces  deux  termes  y  sont  évidemment  à  égale  distance  des 
deux  extrêmes,  car  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  un  tenne 
quelconque  étant  marqué  par  Texposant  de  a  dans  ce  terme,  il  s'en- 
suit que  le  terme  K  (tsf"^  en  a  n  avant  lai ,  et  que  le  terme  Ka*-*  j* 
en  {i  m — n  avant  lui,  par  conséquent  n  après  lui  (puisque  le  nooibre 
total  des  termes  est  m  +  i  ) .  ^ 

kvû&iidœas  le  développement  de  toute  puissance  d'un  binôme,  les 
coefficients  des  termes  également  distants  des  deux  extrêmes  sont  égavx 
entre  eux. 

.  N.  B.  Dans  les  termes  Ka^a;*^*,  Ka**-*aj**,  les  deux  coefficients 
expriment  les  nombres  de  combinaisons  différentes  n  à  n  et  (m  —  ji 
à  (m  —  n),  que  Ton  peut  former  avec  m  quantités;  ainsi. on  peut 
encore  conclure  que  le  nombre  des  cotnbinaisons  différentes  de  m  qum-  \ 
tités  n  a  n  es^  égal  au  nombre  de  combinaisons  {m -^u)  de  ces  mênm  \ 
quantités.  '  I 

Par  exemple,  douze  quantités  combinées  5  à  5  donnent  le  menu 
nombre  de  combinaisons  que  ces  douze  quantités  combinées  (  la — 5 
à  (ia-^5),  ou  7  à  7. 

Cinq  quantités,  combinées  2  à  a,  donnent  le  même  nombre  qoe 
cinq  quantités  combinées  (5  —  2)à(5  —  a),  ou  3  à  5. 

151.  Seconde  conséquence.  — Si,  dans  la  formule  générale 

m  *-"  1  ' 

(x  +  <*)**  =  ^"*  +  niax"^^  +  ^ a*a?*^*  +  etc. , 
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on  suppose    x=  i, .  a  =  i /  elle  devient 

(i  +  1  r  oua*^±=:.i  +m4-m = — [-m  -^ — . — h  etc.; 

-2.  2  5 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  coefficients  des  différents  termes  4e  la 
fomiule  du  binôme  est  égale  à  une  puissance  de  2 ,  d^un  degré  marqué 
par  m.  ' 

Ainsi^  dans  la  formule  particulière 

(a?-f-a)'  =  x'  +  5^^*+  10a' a?' +  ioa*a?* -|-5a*â?-f-<ï*^ 

la  somme  ?  -h-5  -fio-|-  io-|-5-|-i  des  coeflScients  est  égale  à  2* 
ou  52.  -        . 

Dans  la  dixième  puissance  (n°  149),  la  i^omme  équiyaut  à  2*^  pu 
1024. 

152.  Troisième  conséquence.  —  Le  produit  de  p  nombres  entiers 
consécutifs,  compris  depuis  (m  —  p+ 1)  jusqu'à  m  inclusivement,  est 
divisible  par  le  produit  de  tous  les  nombres  entiers  depuis  i  jusquàp-, 
c'est-à-dire  que  l'on  a  ,       '  ' 

m  [m —  i)(m  —  2)  (m  —  5) .  . .  (m — jo-f  1) 

I.  M      .1  .  I  I  II  , 

1    .2.0   •£!•••.  ..•••29 

égal  à  un  nombre  entier.  En  effets  il  résulte  de  ce  qui  a  éié  dit«u 
n*"  147,  que  cette  expression  rep^ésente  le  nombre  des  combinaisons 
difiérentes  p  à  p,  qu'on  peut  former  avec  m  lettres.  Or  ce  nombre  de 
combinaisons  doit  être,  par  sa  nature,  un  nombre  entier;  donc  l'ex- 
pression ci-dessus  est  nécessairement  un  nombre  entier. 

Nous  engageons  les  élèves  à  rechercher,  de  cette  propriété,  une 
démonstration  indépendante  de  la  Théorie  des  combinaisons  ou  de 
la  formule  du  binôme,  en  les  prévenant  toutefois  que  la  question, 
assez -facile  à  traiter  pour  les  premières  expressicgns 

m  (m — 1)  m  [m — i)(m  —  2) 

\  l*^'.  1.2.5  ' 

offre  plus  de  diflSculté  dans  le  cas  général. 

S  II.  —  EXTRACTION  DES  RACINES  DES  NOMBRES  PARTICULIERS. 

V  - 

Les  procédés  particuliers  de  Textraction  de  la  racine  carrée  et  de 
la  racine  cubique  d'un  nombre  ayant  été  exposés  avec  détail  dans 
notre  Arithmétique,  nous  nous  contenterons  dedévelppper  ici  le  pro- 
cédé de  l'extraction  des  racines  en  général,  procédé  qu'il  sera  ensuite 
fadle  d'appliquer  aux  cas  particuliers  de  l'extraction  de  la  racine 

4*,  5  , .  .  . 

153.  Procédé  de  la  racine  n*^^  d'un  nombre  entier  (*). 

'  ,  '"  I  .  I  ■  .  .  ■      y 

{*)  Pour  bien  comprendre  ce  procécté^  11  fnut  s'être  déjà  rendu  compte  de» 
procédés  d'extraction  de  la  racine  carrée  et  de  la  racine  cubique. 
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'  Désignons  par  N  un  nombre  entier  quelconque  \  et  par  n  le  degié 
de  la  racine  qu'on  veut  en  extraire. 

D'abordf,  comme  la  n*^"*  puissance  de  lo,  ou  lo*^  &si  exprimée 
par  Tunité  suivie  de  n  zéros  et  représente  le  plus  petit  nombre  de 
n  -f- 1  chiffres^  il  s'ensuit  que^  si  N  n'a  pas  plus,  de  n  chiffres,  sa  ra- 
cine n'a  qu'wn  sçul  chiffre  ;  et  pour  Tobtenir,  il  suffit  de  former  k 
n'^"**' puissances  des  e/zj: premiers  nombres  j,  a,  5,  ...,9,  io;Jep]oi 
petit  des  deux  nombres  dont  les  n^^  puissances  comprendront  n 
sera  la  racine  demandée.     ^ 

Mais  lorsque  N  e&t  composé  de  plus  de  n  chiffres,  sa  racine  a  pliH 
d'un  chiffre  et  peut  alors  être  regardée  comme  ne  renfermant  que  des 
dizaines  et  des  unités.  Or,  en  représentant  par  a  les  dizaines  et  pari 
les  unités,  on  a  (n°  148)     ' 

2  • 

c'est-à-dire  que  le  nombre  proposé  contient  la  n*^^^  puissance  dei  èi- 
zaines^  plus  r^fois  le  produit  de  la  (n —  i)^^^^ pwsance  des  diwM 
par  les  wneV&^plus  une  suite  d'autres  parties  qu'il  est  inutile  d'éira- 
mérer. 

'  Cela  posé,  la  w*^^  puissance  des  dizaines  ne  pouvant  donner  d'à- 
nités  d'un  ordre  inférieur  à  l'unité  suivie  de  n  zàrog,  lès  n  deroieis 
chiffres  à  droite  n'en  peuvent  faire^^artie;  il  faut  donc  les  séparer,  d 
extraire  la  racine  de  la  pdus  grande  n*^^  puissance  eontanue  dassh 
partie  à  gauche  :  cette  racine  exprime  les  bizaiicks  de  la  racine  éa- 
chée(*). 

Si  cette  partie  à  gauche  renfermait  eneore  plus  de  it  chiffre»;  on 
serait  conduit  à  en  séparer  les  n  derniers  chiffres  ^  droite^  et  à  extnirt 
la  racine,  de  la  plus  grande  n^^^  puissance  contenue  dans  la  nouveUe 
partie  à  gauche;  et  ainsi  de  suite. 

Règle  généraxb,  —  Après  avoir  partagé  ainsi  le  nombre  N  en  tron- 
ches de  n  chiffres  [la  tranche  le  plus  à  gauche  pouvant  cepeudant 
avoir  moins  de  n  chiffres],  on  extrait  la  racine  de  la  plus  granii 
^ième  puissance  contenue  dans  cette  première  tranche  à  gauche;  te^ 
donne  le  chiffre  dés  unités  de  l'ordre  le  plus  élevé  de  la  racine  totale, 
ou  le  chiffre  des  dizaines  de  la  racine  du  nombre  formé  par  Jes  k\& 
premières  tranches  à  gauche.  Beiranchant  h  n^^^  puissmce  de  ci 
chiffre^  de  la  première  tranche  à  gauche ,  on  obtient  un  reste  qui>smn 
de  la  seconde  tranche^  contient  eneture  »  fois  le  produit  de  la  (»— i/** 
puissance  du  chiffre  trouvé  (lequel  est  censé  exprimer  des  dizaines 
par  le  chiffre  suivant,  plus  une  suite  d'autres  produits.  Xlais  ce  pre- 
mier produit  ne  peut  évidemment  donner  d'unités  d'un  ordre  inférieur 
à  10**'^  ;  ainsi  les  (n — i)  derniers  chiffres  de  la  seconde  tranche  n'en 

«  _ 

— — --  ■  *- 

r  '  - 

{*)  f^ù^f  la  dé(iu>D8tration  de  ce  priQQl]>e,  PQur  U  tmut  earrée  et  U  ndsi 
cu&iqiie  [Àrith^^  ii^»*  11[8.  Wt2^'  édition)}  YOU& gà»éridiMr9ii  oaftalto. 


/ 


saviraient  faire  partie*  I)  suffit  donc  d'aiamer  àcôté  du  re$te  cwreipa^^ 

d<wt  à  la  première  tranche  le  premier  chiffre  de  la  seconde;  et  si,  après 

avoir  formé  n  fois  la  (n  —  ly^me  puissance  du  premier  chiffre  du  la, 

racine^  on  divise  par  ce  résultat  le  re^te  stUm  du  premier  chiffre  de  la 

seconde  tranche,  le  quotient  exprimera  le  second  chiffre  de  la  racine , 

ou  un  nombre  plus  grand.  Pour  éprouver  ce  chiffre,  on  l'écrira  à  la 

droite  du  premier ,  puis  on  élèvera  V ensemble  de  ces  deux  chiffre»  à  /«' 

Yiième  puissance^  et  l'(m  retranchera^  si  cela  est  possible,  la  puissance 

obtenue^  de  r ensemble  des  deux  pxemière^ranches  (*),  ce  qui  donnera 

un  nouveau  reste  à  côté  duquel  on  abaissera  le  premier  chiffre  de  la 

troisième  tranche;  puis  cm  divisera^  le  nombre  ainsi  formé  par  n  foi^  là 

(n  — ^  y^éîM  puissance  de  l*ensemble  des  deux  Qhiffres  déjà  trouvés  à  la 

raeiAe,  ce  qui  donnera  le  troîsîèriie  chiffré  de  la  racine. 

On  continuera  cette  série  d'opération»  jusqu'à  ce  qu'on  ait  abaissé 
toutes  les  tranches. 

154.  Soit, proposé  y  pour  exemple^  (feflS^miVe  la  racine  pinywî^Ç  (jl^ 
550731776. 

5607.81776  ij^ 

Sia5  f  5ia5 

23823  V 

Après  avoûr  séparé  Ie9  oiaq- derniers  chiffres  ^  di:ûi^ej^  du  nomlpre 
proposé,  on  reconnaît  que  (5)^  ou  3i25,  et  (6)%  ou  7776,  com- 
prennent 5507;  donc  5  exprime  les  dizaines  de  la  racine  cherchée. 
Retran^ant  3ia5  de  ^07,  on  obtient  te  iKMfahre  ^lii  pour  resia, 
^  côté  duquel  on  abaisse  le^ chiffre  3  de  la  première  tranche  à  droite, 
ce  qui  donne  238g[3^  oombii'e  que  Ton  divise  par  5  fois  la  4*  pui^s^qc^^ 
de  5,  ou  par  3i25.  Le  quotient  est  7;  mais  en  élevant  57  à  la  §*  puis- 
sance, on  obtient  601692057,  ttoftibre  plus  fort  que  le  nombre  pro- 
posé. Essayant  56,  on  trouve 

(56)»  =2: 550731776; 

ainsi,  56  est  la  racine  demandée. 
On  obtiendrait  pareilleçfi^nt 

V^209o455  =  18,  avec  le  reste  200887; 
^  y^  11167913618807  =;=  407  exactement; 

V  949^  1 877 1 53*t=  37  exacten^ent. 
155.  Remarque.  --«  Toutes  les  foia  que  la  degré  de  la  racine  à  ex- 

(*)  Noui  n*avooi  pas  hesotn  de  dire  que,  sU|»oii£traet|on  ne  peut  se  faire, 
c'est  que  le  sacovd  chiifre  trouvé  à  la  r^cina|k]:op  fort  ;  et  alors  on  le  dim- 
pie  4'ién«  tm  de  plusiewi  unitést  ii^^fli;'^  i;e  flV soustraction  puisse  ^'cffcçtiief . 
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traire  est  un  nombre  multiple  de  dejix  ou  de  plusieurs  autres,  coidik 

4,  6. . . ,  /a  racine  peut  s'odtenir  par  une  suite  d* extractions  de  ratxm 

de  degrés  plus  simples. 

Pour  nous  rendre  compte  de  ces  modifications,  observons  que 

(a»)  »  =  a»  X  a'  X  a'  X  a'  =f  «s+'+îh-s  _  ^sx*  =  a", 

et  qu'en  général, 

(a"')*  =  a«*X«"»Xa"*Xa**...=a"»X"(n"  16)* 

.   Donc,  la  n***^  puissance  ae  la  m'^*~  puissance  d^un  nombre  estégak 
à  la  mn*^*  puissance  de  ce  nombre. 

Réciproquement,  la  racine  mn**"**  d'un  nombre  est  égale  à  la  racim 
^ame  ^Q  Iq  racine  m*^*  de  ce  nombre,  ou,  algébriquement^  je  dis  que 


Foû  a  y  a  =  y  y  «. 

Eneflfet,  soit  \  \a  =  a^; 

élevons  les  deui  membres  à  la  n*^"*^  puissance,  il  vient 

\Ja  =  a^'' 

[car,  d'après  la  définition  d'une  racine,  on  a(v^A;r  =  A]. 
Élevant  de  nouveau  les  deux  membres  à  la  m**^  puissance,  on 

obtient  «  =  (  a"*  )"*  =  a'*""  ; 

d'où,  extrayant  la  racine  mn*^^  des  deux  membres,  y  a  =  a';  nais 

ny II; 

bn  a  déjà  y  ya=za';    donc     y  a  ==  y  y  a. 

N.  B.  —  Comme  (a™)**  et  (a**)"*  donnent  également  a****,  on  peutec 

conclure  que  y  yâ  =  y  yô. 

On  trouvera,  d'après  ce  principe, 

V'a985984  =  S/  v/2985984  =  v'^  =  1  s  ; 
V/i77i56i  =  y  v^i77i56i  =  1 1  ; 

V^i6796i6:=  y  y^^i6796i6==v/v^T296==v^  =  6. 

N.  B,  —  Quoique  les  racines  successives  puissent  s'extraire  àm 
un  ordre  quelconque,  il  estpréférable  d'extraire  d'abord  la  racine  du 
degré  le  plus  faible,  par<:j|wators  l'extraction  de  la  racine  du  degré 
le  plus  fort,  qui  est  une^pération  plus  compliquée,  porte  sur  un 
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nombre  ayant  beaucoup  moins  de  chiffres  que-  le  nombre  proposé^ 
C'est  ce  que  nous  avons  fait  dans  le  second  et  le  troisième  des  exem- 
ples ci-dessus.  [Voyez,  d'ailleurs,  le  premier  N.  B.  de  ce  numéro^) 

Extraction  des  racines  par  approximation,  ^ 

456.  Lorsque  le  nombre  entier  dont  on  demande  la  racine  n**»*n!est 
pas  une  puissance  parfaite,  le  procédé  du  n**  i53  ne  donne  que  la 
partie  entière  de  la  racine,  ou  la  racine  à  une  unité  près.  Quant  à  la 
fraction  qui  doit  compléter  la  racine,  elle  ne  peut  être  obtenue  exac- 
tement; car  on  sait  (Arithmétique,  n*  i30}  que,  a  eib  désignant  les 

deux  termes  d'une  fraction  irréductible  t  ,  a"  et  é*"  sont  aussi  premiers 

/a\  **        û** 
entre  eux.  Ainsi  l-rj  ^  ou  7^,  ne  peut  produire  un  nombre  entier  N^ 

c'est-à-dire  que  yN  ne  saurait  être  exprimée  par  un  nombre  frac- 

a  4 

tionnaire  exact  - .  Mais  on  peut  déterminer  la  racme  avec  tel  degré 

d'approximation  que  Ton  veut. 
Soit,  en  général,  proposé  d'extraire  la  racine  w'^*  d'un  nombre 

quelconque,  entier  ou  fractionnaire,  a,  à  une  fraction  près,  -  ;  c'est- 
à-dire  de  manière  que  l'erreur  commise  soit  moindre  que  - . 

dbservons  que  a  peut  se  mettre  sous  la  forme  — —--.  Si  l'on  dé- 
signe par  r  la  racine  de  ap""  obtenue  à  une  unité  près,  le  nombre 
— ^,  ou  a,  est  alors  compns  entre  ~  et  ^ — V"^^  donc,  aussi, 

V  a  est  compris  entre  les  racines  de  ces  deux  derniers  noûibres ,  c'est- 

p  y»  -L.  1  p 

à-dire  entre  -  et  — ■ — .  Donc,  enfin,  -  est  la  racine  demandée  à 
p         p  p 

1 
rine  fraction  près,  - . 

p  '     ■  '  ' 

RÈGLE  GÉNÉRALE.  —  Pour  extraire  la  racine  n***^  d'un  nombre  quel" 

conque  à  une  fraction  près  -,  multipliez  le  nombre  par  p";  extrayez 

.  P    *  .  * 

du  produit  la  racine  n'*^*  à  une  unité  près,  puis  divisez  le  résultat 

par  p.  , 

Nous  renvoyons,  pour^  le»  applications  de.  cette  règle  générale, 
à  notre  Arithmétique ,  où  nous  avons  exposé  avec  tous  les  détails  con- 
venables les  différents  inodes  d'approximation ,  tant  pour  la  racine 
carrée  que  pour  la  i^acine  cubique. 
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Mais  il  nous  parait  utile  de  donner  ici  cpidques  développements  sur 
lamanièred'évâluer  en  décimales  les  expressions  renfermant  des  signes 

radicaux  qui  se  recouvrent,  tels  que  y  V^>  V  ^  +  V  ^^  etc. 

457.  Soit  d'abord  proposé  A^ extraire  la  racine  sixième  de  23,"  à 
0,01  près. 

En  appliquant  à  cet  exemple  la  règle  du  n""  456,  il  faut  multipliar 
a3  par  (  ioo)%  ou  écrire  douj^e  zéros  à  la  droite  de  H^  puis  extraire  la 
racine  sixième  du  nombre  résultant,  à  une  unité  près,  et  diviser  cette 
racine  par  loo,  ou  séparer  deux  chiffres  décimaux  sur  la  droite. 

Mais  on  a  (n*  456),'  V^23x(ioo)«=»  y  v^23x(ioo)«.  Ainsi ,  après 
avoir  extrait  la  racine  carrée  de  23x(ioo)^  à  une  unité  près,  on  ex- 
traira la  racine  cubique  du  r&uhat  ;  puis  on  divisera  le  nouveau  ré« 
sultat  par  loo,  ou  Ton  séparera  deux  chiffres  décimaux  sur  la 
droite. 

On  obtiendra  ainsi  V25 3=  1,6g  à  0^01  près. 

Prenons,  pour  second  exemple,  TexpressionV  99,4^7  ou  V  v/»9*45^> 
dont  on  demande  la  valeur  à  0,001  près, 

Comme,  d'après  la  règle  du  n"*  456,  on  doit  multiplier  29,437  par 
(1000)*,  cela  revient  à  supprimer  d'abord  la  virgule,  puis  h  écrire 
neuf  zéros  à  la  droite,  ce  qui  donne  29437000000000. 

Extrayant  maintenant  la  racine  carrée  de  ce  résultat  à  une  unité 
près,  on  trouve  54a5587,  nombre  dont  il  faut  extraire  de  nouveau  la 
racine  carrée)  et  Ton  obtient  sSag. 

Donc,  enfin,  V î>9»437  =  a,5a9  à  0,001  près. 

Autrement.  —  Extrayons  d'abord  la  racine  carrée  de  29,457  à 
0,000001  près;  il  vient  5425887. 
Extrayant  encore  la  racine  carrée  de  ce  résultat,  on  obtient  2,329; 

donc  V  29,457  =  2,329  à  0,001  près  (*). 

Soit  maintenant  proposé  d'évaluer  y  5  +  3  v^  à  1,01-  près. 

On  pourrait,  1°  muhipHer  5  +  3  v/2  par  (  loo)';  2*  évaluer  le  pro- 
duit à  une  unité  près  (n'*'91)  ;  3°  extraire  la  racine  cubique  du  résultat 
à  une  unité  près;  [1°  enfin,  diviser  ce  nouveau  résultat  par  100. 

Mais  il  est  plus  simple  d'opérer  de  la  manière  suivante  : 

D'abord  ^  v'»!  ou  /Î8  évalué  en  décimales  et  à  p,oooooi  près, 

donne  pour  résultat  4,242640  ; 

"   '      "  *^   ''Il    )iiii       ,ii  I        ji    .111    iiiiip..»i...,^.ii  III 

.  (*)  Nous  avons  exposé,  dans  les  dernières  éditions  de  notre  Arithmétique ,  une 
méthode  plus  abrégée,  pour  effectuer  des  eitractiops  approchées  de  racines  earréM 
successives. 
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t  ,  '  ^ 

*otl  5  +  5  v^2  =  9,242640. 

Maia  V^M»4a64o==F  2,09^ 

lonc,  enfin^    • 

Y  5  +.3  V^a  =  a,09  h  0,01  près. 
Prenons  pour  dernier  exemple  Texpression  ^  /    ^  ^  ^^  dont  on 
Jemande  la  valeur  à  0,1  près.  - 

^   D'abord     -^^  revient  (n^  91)  à  "^/^  +  ^  ^?. . 

4-^Va  14 

Or,    1**»    20\/3,  ou  v^i2Qo^34Mt  à  0,001  près; 
a**.      Syfi,  ou  V  i5o    ===  12,247  ^  0,001  près. 

-,  .,  2ov/3  +  5v/6      46,888      ^^ 

Ce  qui  donne  — - — i — i—  z^  ■  ■"    .»  «»  3,34p. 

14  14       .      ^^ 


Donc        4  /  — 1—,  =  y^3^54^j^  ^^(^  ji  p^,  p^ès.  -      * 

(La  valeui^  eat  ici  approchée  en  plus.  )  ///  ^  "  ^  o  / 

S  III.  — rORMATTON  DES  PUISSANCES  ET  EXTRACTION  DEfRAdÎNE^^ 
DES  QUANTITÉS  AIGEBRIQUÉS.  ^  CALCUL  DES  RADICAUX.  / 

Considérons  d'abord  les  quantités  monômes.    - 

158.  Soit  à  former  la  cinquième  puissance  de  aa'6*;  on  a  (n**  2) 

(3a^6»)»  =  2a»6«X2a«6*X2a^6*X2a'd»Xaa'A^ 

d'où  Ton  voit,  1*  que  le  coefficient  2  doit  être  5  fois  facteur  dans  le 
produit,  ou  doit  y  être  élevé  à  la. 5*  puissance;  2°  que  chacun  des 
exposants  des  lettres  doit  être  répété  5  fols,  ou  multiplié  par  5* 

Donc,  enfin,        (2a»*»)»  =  2».a«x»A*x*    =32a**^*\ 
De  même,    '       '(8a**«c)*=  8>.a»x**»XV=  5i2<r«*»c«. 

Ainsi,  pour  élever  un  monôme  à  une  pui$saoçe  d'un  degré  donné, 

il  faut  élever  le  coefficient  à  cette  puissance  y  pui$  multiplier  l'exposant 
de  chaque  lettre  par  V exposant  de  la  puissance. 

Donc,  réciprdquement/ pour  extraire  une  racine  de  degré  quel- 
conque d'une  quantité  mmiôrne,  il  faut,  i""  extraire  la  ra,cine  du  coeffi- 
cient; q!*^ diviser  V exposant  de  chaque  lettre  par  rindice  de  la  racine:^     * 

Ainsi,        V^64âw"w4a«lk?S       sfl^^^ëû^^^aH^o.  -. 
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On  voit,  d'après  cette  règle,  que^  pour  qu^un  monôme  soit  m 
puissance  parfaite  du  degré  dé  la  racine  à  extraire  ^  il  faut  que  sol 
coeflScient  soit  ilne  puissance  parfaite  de  ce  degré,  et  que  les  expo- 
sants  des  lettres  soient  divisibles  par  l'exposant,  ou  l'indice  de  l 
racine  à  extraire.  Nous  verrons  plus  loin  cornaient  on  simpM: 
l'expression  de  la  racine  d'une  quantité  qui  n'est  pas  une  puissance 
parfaite. 

159.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  pas  eu  égard  au  signe  doi 
peut  être  affecté"  le  monôme^  mais  si  l'on  observe  que  le  carré  d'\s 
monôme  est  toujours  positif  y  quel  que  soit  le  signe  de  ce  monôme,  t: 
que  toute  puissance  de  degré  pair  2n  peut  être  regardée  comme  égaie 
à  la  n*^^  puissance  du  carré,  c'est-à-dire  que  a'*  =  («*)",  on  paît 
conclure  que  toute  puissance  de  degré  pair  d'une  quantité ,  soiipositm, 
soit  négative^  est  essentiellement  positive. 

Ainsi,  (±  2a'ô»c)*  =  +  i6û^6"c». 

Comme  d'ailleurs  une  puissance  de  dçgré  impair  (aw.-j-  >)  estb 
.produit  d'une  puissance  de  degré  pair  2n  par  la  première  puissaDoe, 
il  s'ensuit  que  toute  puissance  de  degré  impair  d'un  monôme  est  affectk 
du  même  signe  que  le  monôme. 

Donc    (  +  4a'»ô)«  =  +  64a«i%    (  — 4a'6)'»  =  — 64a*ô*. 

Il  est  évident,  d'après  cela,  i**.  que  toute  racine  de  degré  impair 
d'une  quantité  monôme  doit  être  affectée  du  même  signe  que  k 
qiuiniité. 

Ainsi  V^+8a*=+2a,  ^— 8a»=-^2a,  y^— 32a\«ô«  =— aa-*. 

2®.  Que  toute  racine  de  degré  pair  d'un  monôme  positif  peut  ètr. 
affectée  indifféremment  du  signe  +  ou  du  signe  — . 

Ainsi,        \/Sia''b'^=àz5ab\        v/^4a^«  =  ±2a». 

3^-  Que  toute  racine  de  degré  pair  d'un  monôme  négatif  est  une  n* 
cine  impossible;  car  il  n'existe  aucune  quantité  qui,  élevée  à  uq£ 
puissance  de  degré  pair ,  puisse  donner  un  résultat  négatif.  Ainsi. 

y  —  a  y  ^ — b,  y  —  c,  sont  des  symboles  d'opérations  inexécutables. 

ce  sont  des  expressions  imaginaires  comme  v^ —  a,  y —  ô. . .  (  Vop 
n**85.)  .       " 

Considérons  actuellement  les  polynômes. 

160.  Nous  avons  déjà  vu  comment  on  élève  un  binôme  ar+aà 
une  puissance  de  degré  quelconque;  mais  il  peut  arriver  que  les 
termes  du  binôme  soient  affectés  de  coefficients  et  d'exposants. 

Soit  proposé,  pour  exemple,  de  développer  (2a*  +  Soi)';  posoni 
pour  le  moment  2a^  =^x ,  hab  =  y  */\\  vient 


n 
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*  » 

Remettant  actuellement'aa*  et  3â^  au  lieu  de  :zr  et  de  ^ ,  on  a  - 

ou ,  effectuant  les  calculs  d'après  les  règles  du  n"  1^  et  de  la  mul- 
tiplication des  monômes^ 

('aa»  +  3a6)'  =  8a*  +  36a*6  +  54at6*  +  a7a»6». 
On  trouvera  de  même 

(4a'6 — 3a6e)*=(a?+y)*=iï?*4-4^'y+^'y*+4^'+y* 

t=Î4a»6)*  +  4(4a*ô)»(  — 3û6c)+6(4a*6)'(  — 3aèc)^ 

+  4(4a*6)(— 5aéc)»-|-(  — 3aéc)* 

=  256a«é*  — 768«'6*c'+  864d«é*c*— 43aa»*V  +  8ia***c\       ' 

(Les  signes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs.) 
Soit   maintenant   à   développer    (^  +  y  +  ^)';  posons  d'abord 
x  +  y  =  «;ilvient 

OU ,  remplaçant  n  par  sa  valeur  a?  +  y  ^ 

ou^  développant  de  nouveau  les  calculs  indiqués, 

4-3arz*  +  3yz*--f-^'' 

Cette  expression  se  compose  des  cubes  des  trois  termes,  plus  des 
triples  produits  des  carrés  de  chaque  terme  par  les  premières  puiS" 
sances  des  deux  autres,  plus  du  sextuple  produit  des  trois  termes^ 
Cette  loi  serait  (n*  86)  facile  à  vérifier  pour  un  polynôme  de  plus  de- 
trois  termes. 

Pour  appliquer  la  formule  précédente  au  développement  du  coSe 
d'un  trinôme  dont  les  termes  auraient  des  coeflScients  et  dès  expo- 
sants,  il  faudrait,  comme  pour  les  binômes,  désigner  chaque  terme 
par  une  seule  lettre ,  développer,  puis  remplacer  par  leurs  valeurs  les 
lettres  introduites ,  et  effectuer  tous  les  calculs  indiqués. 

On  trouvera  par  ce  moyen ,  tout  calcul  fait,  ^    . 

(aa*— .4a*  +  3ô*f=8««— 48a'6+i32a*ô*  — ao8^i»J»  +  i98a*ô* 

On  développerait  par  des  procédés  analogues  la  puissance  qua- 
trième, cinquième,  etc.,  d'un  polynôme  quelconque. 

161.  Passons  à  Vextraction  des  racines  de  degré  quelconque  des 
polynômes. 

Appelons  P  le  polynôme  proposé ,  m  le  degré  de  là  racJhe  à  ex- 
traire; et  concevons  ce  polynôme  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances descendantes  d'une  même  lettre  a.  Désignons  d'ailleurs  par 
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X  +  y-f  JS+ ...  la  racine  cbeichée,  que  l'on  peut  également  suppose 
ordonnée  par  rapport  à  a. 

En  élevant  x  +  y  +  z-^  .. .  à  la  tw'***  puissance ,  et  regardin 
pour  le  moment,  y  +  «  +  . . .  comme  ne  formant  qu'ua  aeul  terea 
on  aura 

P   ou     (»  +  y  +  3  +  ...h  — ^  +  *waf^^(y  +  2  +  -'0 

+  m     ~    x^*(y  +  z  +  ..,f 
a  ~ 

"Y"    «    .    .    4   . 

Or  il  eat  bien  évident  d'abord  ^  d'après  les  principas  de  hmér 
plication  algébrique,  que  le  terme  a;"*  du  second  membre  decetr 
égalité  doit  renfermer  un  exposant  de  a  supérieur  à  celui  d'auci 
des  autres  termes  de  ce  second  membre ,  et  ne  peut  se  réduire  aw 
ceux-ci.  Donc  x"^  est  égal  au  terme  de  P,  affecté  du  plus  fort  expo- 
sant de  la  lettre  a  ;  donc,  si  Ton  extrait  la  racine  m*^^  du  preniic 
terme  de  P,  on  obtiendra  nécessairement  le  premier  terme  J?*i« 
racine. 

Retran<5hant  x'^  de  P,  et  appelant  R  le  reste ,  on  trouve 

R    ou    P  — ^  57*"  =  ma?**-*  (y  -f-  js  + 1<  -f- .  . .  ) 

+  .*... 

+  . 

nouvelle  égalité  dans  le  second  membre  de  laquelle  le  tenue  nw^'l 
ne  pourra  subir  de  réduction  avec  les  autres. 

En  effet,  les  termes  y,  y*,  y', , . .,  qui  font  partie  des  expressioit 
affectées  de  parenthèses,  renfermant  respectivemeut  un  exposant  ii« 
la  lettre  a  plus  fort  que  les  autres  termes  des  expressions  correspoE- 
dantes ,  il  suffit  de  faire  voir  que  le  terme  mx'^^y  contient  un  expo- 
sant plus  fort  de  la  lettre  a  que  le  terme  général  a?"'-^^'^  (doflti'^ 
d'ailleurs  inutile  de  considérer  ici  le  coefficient). 

Mais  en  comparant  leis  deux  quantités 

que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

af^^y^Q^y      et     af^^y  .tf^^^ 

on  voit  qu'elles  ont  un  facteur  commun,  et  que  des  deux  facteurs 
non  communs,  a?*^*,  y^*,  le  premier  contient  a  avec  un  pta^^ 
eîqwsant  que  le  second.  Donc  le  terme  maf^^y  ne  peut  se  réduire 
avec  le  terme,  en  â?*^'*y**,  et,  à  plus  forte  raiscMi,  avec  \es  «fl^ 
termes* 


gàlcdi,  des  radigadx. 
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Ainsi ,  le  terme  wm?**-*  y  est  égal ,  sani  réduction ,  au  ternie  de  R 
affecté  du. plus  fort  exposant  de  la  lettre  «;  et  si  l'on, divise  le  premier 
terme  dé  R  par  »?a?*^S  ^on  anrâ  néces$airéraent  pour  quotient  le  se- 
cond terme  y  de  la  racine. 

Retranchant  de  P  la  m*'"'*  puissance  de  a?  -f-  2/,  et  désignant  par 
R'  le  reste  de  cette  «oustrection ,  on  démontrera ,  cMime  prëcé- . 
demment ,  que  le  premier  terme  de  R',  ou  de  P  —  (^  +  y  j*^,  repré- 
senta la  valeur  de  mx'^^z.  Ainsi,  en  divisant  ce  premier  term^  par 
ma?**~S  on  aura  le  troisième  terme  de  la  racine,  et  ainsi  de  suite. 

De  là  résulte  le  procédé  suivant  : 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme  P  par  rapport  à  Vum  des'lettres 

qui  y  entrent,  ^xirayez  la  racine  m*^^  du  premier  terme  de  ce  poly- 

'  nôme;  vous  obtenez  ainsi  le  premier  terme  de  la  .racine.  Retranch&i 

de  P  la  m*^*"*  puissance  de  ce  premier  terme;  pois  écrivez  au-dessous 

de  la  racine  trouvée  m  fois  /a  (m  -*- 1  ^^"^  puissance  de  celte  racine. 

Divisez  ensnite  par  cette  dernière  expression  le  premier  terme  du 
reste  obtenu;  vous  obtenez  ainsi  le  second  terme  de  la  racine. 

Formez  la,  m^^^  puissance  de  la  somme  des  deux-termes  déjà  trouvés 
à  la  racine ,  puis  soustrayez  de  P  cette  xù^  puissance.    , 

Divisez  le  premier  terme  du  nouveau  reste  par  m  fois  la  (m —  lyème 
puissance  du  premier  terme  de  la  racine;  vous  obtenez  ainsi  le  troi- 
sième terme  de  la  racine^  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  d'appliquer  ce  procédé  aux  cas  particuliers  de  Textrac- 
tian  de  la  racipe  3%  4%  5\ 

N.  B. — On  pourrait, 'à  la  rigueur,  se  dispenser  d'ordonner  d'abo^d 

le  polynôme;  mais  alors  il  faudrait  modifier  l'énoncé  du  procédé,  ^ 

ainsi  qu'on  Ta  fait  pour  la  division.  [Voyez  le  iP  'ÏT,  )  ^ 

c^ 

Calcul  des  radicaux.  .  , 

I6S.  Lorsque  la  quantité  monôme  ou  polynôme  dont  on  demande 
une  racine  d'un  certain  degré  n'est  pas  une  puissance  parfaite ,  on 
ne  peut  qu'indiquer  l'opération,  en  faisant  (n**  2)  précéder  du  signe  \J 
la  quantité  proposée ,  et  plaçant  en  dedans  de  ce  signe  le  nombre  qui 
marque  le  degré  de  la  racine  à  extraire.  Ce  nombre  s'appelle  Yindice 
du  radical. 

Souvent ,  on  peut  faire  subir  à  Vexpression  radicale  quelques  sim- 
plifications fondées  sur  un  principe  analogue  à  cçlùi  du,u^  84;  c'est 
^ue  la  racine  n*^"**  d'un  produit  est  égale  au  produit  des  racines  n'^*^*    . 
des  différents  facteurs. 

En  termes  aigéb^ques^ 

^abcd. . .  =  v^X  V^X  V^X  v^. ... 
En  effet,  élevant  chacune  de  ces  deux  exi»reiiM»ions  à  la  n^*^  puis« 
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sance  y  on  trouve ,  pour  la  première ,  ' 

[sfabcdTT.)  =àf>cd..,, 
et,  pour  la  seconde, 

\^aX  sjbx  sjc...)   =  \s/^)   .  \s/l)  .  \v^/    .  .  .  =  abcd.... 

Donc,  puisque  les  n'*~^»  puissances  de  ces  e^tpressîons  sont  égale 
les  expressions  doivent  l'être  elles-mêmes.  { Voyez  n**  167.) 


,Cela  posé,  soit  ^expression  v^54a*6V,  qui  ne  peut  être  remplacer 
par  un  npnôme  rationnel ,  puisque  54  n'est  pas  un  cube  parfait, s 
que  d'ailleurs  les  exposants  de  a  et  c  ne  sont  pas  divisibles  par  3; 
on  a 

8  8 ♦  .      .  ^      4r 

De  même,  v^  =  a  V^a%   V^48a*4*c*  =  aa6*c  y  3ac% 

6  6  6  6 

8  '    8  4 

Dans  les  expressions  3aJ  sj^ac^y  a  yo*,  2ûè*c  <J'5ac^y  les  quantite^ 
placées  en  avant  du  radical,  auquel  elles  servent  de  multiplicateuis  i 
sont  appelées  les  coefficients  du  radical. 

463.  Le  principe  démontré  n°  155  donne  lieu  à  une  autre  espèce 
de  simplification. 

6 

Que  Ton  ait ,  par  exemple ,  Texpression  radicale  v/4a*.  Comu^ 

8 

en  vertu  de  ce  principe,  sJ7^  =  y  sj^c?y  et  que  la  quantité  sûî- 
mise  au  radical,  \l  est  un  carré  parfait ,  on  peut  effectuer  cette  ei- 
traction  de  racine  carrée,  ce  qui  donne 

8  3 

y  4a'  =  sl%â. 
De  même,  i/36â^  =  v/v^36â*Â'  =='  v^ôâô. 

m  

«in  A     /  n       ■     .    *»  - 

En  général,  y/a"  =  y  y/^  =  y/a;  c'est-à-dire  que,  lorsqw 
rindice  d'un  radical  est  multiple  d'un  certain  nombre  w,  et  que  h 
quantité  sous  le  signe  radical  est  une  puissance  w**"^  exacte,  o«/>^< 
sans  changer  la  valeur  du  radical ^  diviser  son  indice  par  ix,  et  extrait 
la  racine  n'^™*  de  la  quantité  sous  le  signe. 

Cette  proposition  est  Tinverse  d'une  autre  non  moins  importante, 
qui  consiste  en  ce  que  Ton  peut  multiplier  l'indtie  d'un  radical  pf\ 
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un  certain  nomére,  pour  ou  que  Von  élève  la  quantité  sous  le  signe  à 
une  puissance  d'un  degré  fnarqué  par  ce  nombre* 

-Ainsi ,  ^a  =  \/a*.  En  effet ,  a  est  la  même  chose  que  v^; 

m    

donc  y/fl  =  y  /ë^  =  y/^. 

Ce  dernier  principe  sert  à  ramener  deux  ou  plusieurs  radicaux  à 
avoir  le  même  indice^  ce  qui  est  souvent  utile. 

8  k  

Soient ,  par  exemple ,  les  deux  radicaux  \/aa  et  sja-^-b^  que  Ton 
veut  réduire  au  Aième  indice.  v 

Si  Ton  multiplie  l^indice  du  premier  par  4,  indice  du  second^  et 
que  Ton  élève  la  quantité  aa  à  la  quatrième  puissance  ;  si ^  de, même ^ 
on  multiplie  Tindice  du  second  par  5 ,  indice  du  premier,  et  que  Ton 
élève  a-\-  bdixx  cube,  on  ne  changera  pas  les  valeurs  des  deux  radi- 
caux; et  il  viendra,  par  ces  opérations ,  < 

8  1 8 1 8  ____^  4^ 1 8 

v/2a=  v/2V=  v/i6aS         \/a  +  b  =  sJ{a  +  bf. 

RÈGLE  GÉNÉRALE.  — Pour  rédutrc  deux  qu  plusieurs  radicaux  au 
même  indice ,  multipliez  r indice  de  chaque  radical  par  le  produit  de 
tous  les  autres  indices^  et  élevez  la  quantité  som  le  signe  à  une  puissance 
d'un  degré  marqué  par  ce  produit . 

Cette  règle ,  qui  a  beaucoup  d^analogie  avec  la  réduction  des  frac^    - 
tions  au  même  dénominateur,  est  susceptible  de  niodifications  sem- 
blables. 

k^       6  8^ 

Soient,  par  exemple,  les  radicaux  s/ a  y  v^56,  ^a'  4*  *'^  m^^  ï'^ï* 
veut  ramener  au  même  indice.  .  . 

Comme Jes  nombres  4»  6,  8  ont  des  facteurs  communs,  et  que 
24  est  le  multiple  le  plus  simple  de  ce^  trois  nombres ,  il  suffit  évi- 
demment de  multiplier  le  premier  par  6,  le  second  par  4  >  6t  le  troi- 
sième par  5 ,  pourvu  que  Ton  élève  les  quantités  sous  chaque  signe 
radical,  aux  puissances  de  degrés  marqués  respectivement  par  6,  4 
et  3,  ce  qui  donne 

)/à  =  )/^y      sf5b  =  sfïn?,    ^  V^fl*  +  A»  =  si  [a*  +  **)>. 

Ces  notions  établies ,  proposons-nous  d'exécuter  sur  les  radicaux 
lés  opérations  rie  rArithmétique ,  qui  sont  maintenant  iiu  nombre  de 
six ,  en  y  comprenant  la  formation  des  puissances  et  Textraction  des  . 
racines.     - 

164.  Addition  et  soustraction  des  radicaux.  —  Deux  radicaux  sont 
dits  semblables  lorsqu'ils  ont  le  même  indice,  et  que  la  quantité  sous 
le  signe  est  aussi  la  même. 

Alg.  B,,iVéd.  ià 
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Cela  posé ,  p6ur  ajouter  iicUK  radionux  si^fnbUbles ,  ou  ^kwt  la 
soustraire  l'un  de  Tautro ,  il  faut  ofiérep  Minpleinent  sur  lêun  etaf- 
cientSi  et  placer  la  somme  ou  la  différence^  comme  cœ/ficient^  en  am 
du  signe  radical  commun. 

Ainsi,     Z\fb  +  i)/b=:5^by        7,^—%slb=  y/b , 

.       '  ..    5av/6±:acv/Â=(5a=ii2e)v/6. 

Souvent  ^  deux  radicaux  ne  sont  pas  d'abord  semblables  ;  nuii 
ils  le  deviennent  lorsqu'on  leur  a  fait  subir  les  simplifications  de 
Q9«  463  et  163.  Par  exemple  » 

i  t  »    ^  ^ 

^-^ — » 

=:(aa  — J)v6  +  aaj 

3v^'4â*  +  ^  y/aa  =  3yW+a  v/âa  =  5  yaa. 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables,  on  ne  peut  qu'indiqoe 
l'addition  et  la  soustraction ,  en  interposant  les  signes  -f-  et  — . 

i65.  Multiplication  et  division. — Considérons  d'abord  le  casa 
les  radicaux  ont  le  même  indice. 

n  n 

Soit  ^a  à  multiplier  ou  à  diviser  par  \Jb.  Je  dis  que  l'on  a 


v^ 


n  T»  f«  

En  effet  {n"  162),  si  Ton  élève  y/âx  sjb  et  slob  à  la  n'^^  puissaoct 
on  trouve  égUlenaeot  ab  pour  résultat^  donc  ces  deux  expreisioii 
sont  égales, 

•n/-  n  y- 

De  même,  —•  et    i/ t  ,  élevés  à  la  w*^*^  puiwisince,  donnent  ji 

ainsi  ces  deux  expressions  sont  égales. 

D'où  l'on  voit  que  -*^  Pour  multiplier  ou  diviser  V%m  pcar  foidr 
deux  radicaux  de  même  indice  y  il  faut  multiplier  ou  diviser  Vunty^ 
Vautre  les  deux  quantités  sous  le  signe,  et  affecter  te  résultat  du  si^ 
radical  commun.  S'il  y  a  des  coeflicientS;  on  commence  par  opère 
séparément  sur  ces  derniers. 

Ainsi, 
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lU  simplifiant,  = ! :; 

\fcd  '    ■       -    ^ 

,\    ,é    <»  ■.>*■. É..i>.  *»>*■   %    /   0     ,0^     «I    I  .I..I  I    tÉ»/    *~-;  Onf    %    /   '    f       ■ 

.    V      8* 

Si  le$  radicaux  ne  sont  pas  de  même  indice,  il  faut  les  y  réduire 
(n*  163),  et  opérer  comme  il  vient  d'être  dit. 

Par  exemple,        Za s/bxSb  ^20=  i5a6 V^i*^'. 

166,  Formation  des  piiissonces  et  extraction  deg  ractn«««— GoDitt^ 


tu  tn  m  tn  n 


on  a  (  v^)*  =  v^X  v^û  X  v^. . .  =  sla"",  d'après  la  règle  qui  vient 
d'être  établie  poiirla  multiplication,  il  s'en  suit  que  — Pour  élever 
une  quantité xddicale  à  une  puissance  donnée^  il  faut  élever  à  cette  puis- 
sance la  quantité  sous  le  signe,  et  affecter  te  résultat  du  signe  radical 
avec  son  indice  primitif .  S'il  y  a  un  coefficient,  on  élève  séparément 
ce  coefficient  à  la  puissance  donnée.    •     • 

Ainsi,         (  v/4â*)  =;=  vW)"  =  {^=  aa  V^i 

s j  % 8  8  

(3  Vî^a)  as-S* .  >l[ ^af  ^  »43 VSà a»  2»  486fl  V4d«.     ' 

Lorsque  l'indice  du  radical  est  un  multiple  de  Texposani  de  la  puis- 
sance que  Von  a  à  former,  on  peut  simplifier. 

Soit,  par  exemple,    \/a a  à  élever  au  carré. 

Remarquons  que  (n*^  155)    \/afflaa=  y  v^a*. 

Or  9  pour  élever  oeite  quantité -su  carré,  il  suffit  de  supprimer  I<» 

premier  signe  radical;  ainsi  Von  a  ( sf%a\  x=  s{%â. 

6 

Soit  encore  sfl^  à  élever  au  carré;  cette  expression  revient  à 


^ 


s]U;  donc  (  v^f  ==  v^. 

C'e$t-iedire  que  t  si  l'indien,  du  radical  est  dmsiblepar  VmpomiM 
de  la  puissance^  on  peut  effectuer  cette  division ,  en  laissant  la  quan-* 
tité  sous  le  radical  telle  qu'elle  était. 

Quant  à  f  attraciiofi  des  raci  nés,  il  faut  mnltiptier  f  indice  du  rad  -cal     ► 
par  Vindice  de  la  racine  à  braire ,  et  laimer  la  quantité  dcus  le  êignê 
telle  qu^ elle  était.         '  ^  \ 

8  / •  / ^ 

insi,  V  V^5c  =  \/5^;     y  s/Se  :£=  s/^c. . 


Ainsi 


5v^ 


*  .-^ 
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Cette  règle  n'est  autre  chose  que  le  principe  du,  n*  4S5,  ma 
dans  un  ordre  inverse. 

'    !^i  la  quantité  sous  le  signe  est  une  puissance  parfaite^  de  même 
degré  que  la  racine  à  extraire ,  il  y  a  lieu  à  simplification. 

insi ,  V  v^  étant  (n*  155)  égal  à  V  v/^ô»  se  réduit  à  ^a. 


Ainsi 


De  même, 


W9«*=Vfe=fe- 


Jfemarques  sur  les  valeurs  algébriques  des  radicaux.  —  Conséçma 
qui  en  résultent  dans  le  calcul  de  ces  expressions, 

167.  Les  règles  qui  viennent  d'être  établies  pour  le  calcul  desrsHfi- 
eaux  sont  fondées  principalement  sur  le  principe,  que  la  racine»'*" 
d'un  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égale  au  produit  desradna 
n}éme$  ^Q  çgg  différents  facteurs;  et  la  démonstration  de  ce  pnncipt 
repose  (n°  1 62)  sur  ce  que ,  5/  les  puissances  de  même  degré  de  iea 
quantités  sont  égales ,  les  quantités  sont  au^si  égales.  Or  cette  d(^rDià« 
proposition,  qui  est  vraie  en  tant  que  l'on  ne  considère  que  des  nom- 
bres absolus,  ne  Test  pas  toujours  pour  les  diverses  expressions  m- 
quelles  peut  conduire  l'Algèbre. 

Pour  vérifier  l'exactitude  de  cette  assertion ,  nous  prouverons  gi/'/œ 
mêma  nombre  peut  avoir,  algébriquement ,  plusieurs  racines  carré. 
plusieurs  racines  cubiques,  plusieurs  racines  quatrièmes ,  etc. 

Désignons,  en  effet,  par  x  l'expression  générale  de  la  racine  came 
d'un  nombre  û,  et  parp  la  valeur  numérique  ou  arithmétique  it^ 
racine  carrée^  on  a  l'équation 

X*  =  a,  ou  x'  =jo*,  de  laquelle  on  tire  x-=zt.p* 

D'où  l'on  voit  que.  de  quelque  signe  qu'on  affecte  la  valeur  arithniJ- 
tique;?,  de  la. racine  carrée  de  a,  son. carré  donne  également ff'ji** 
sultat  conforme  à  ce  qui  a  été  dit  au  fl°  85. 

Soit,  en  second  lieu ,  x  l'expression  générale  de  la  racine  cubi^H^ 
de  a,  et  désignons  par  p  la  valeur  numérique  de  cette  racine;  on  a 

l'équation  .  x'=±û,    ou  x^^^p*. 

Cette  équation  est  d'abord  satisfaite  par  j? =p. 
Observons  maintenant  quaTon  peut  mettre  x*  =/?•  sous  la 

j?'  —  />'=o. 
Or  on  a  vu  (n*  31)  que  l'expression  x*  —  p*  est  divisible  par  î-^P» 
et  donne ,  pour  quotient  exact ,  a:*  +  P^ + P*f 

l'équation  ci-dessus  peut  donc  être  transformée  ainsi  : 

(x  — p)  {x^  +  px  +/>*)  =  o,  '^ 
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]uation  à  laqueDe  on  satisfait^  soit  en  posant 

X — p  =  o,  d'où  x=^p, 

>it  en  posant  j?*  +  pj?+jo'  =  o,    d'où    x=^ — -d=- v^ — 3,  ou 

a       a 

On  voit  donc  que  la  racine  cubique  de  a  admet  trois  valeurs  algé- 
riques  différentes  y  ssLyoif  :  ,  '      ■ 


len. 


•  I 


>,p( — - 


-•+ 


j,  et   />(— ^ 


—  I  —  /^ 


)• 


a  /  *   \  a 

loit  encore  à  résoudre  Téquation  j;*  =  a    ou.  a?*  =  p* 

4 

[p  désignant  la  valeur  arithmétique  de  v^). 
Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

>r  Texpression         a?*  — /?*  revient  (n*  19)  à      (a?*  —  /?*)  (a?*  +  j»*); 
lonc  réquation  revient  elle-même  à  (a?'  —  />*)  (a?"  -}- jP*)  =  c  î 

3t  Ton  peut  y  satis&ire, 
joit  en  posant  x* — />*=  o,   d'où  a?=  dzp, 

joitenposant     jî*-|-|)*  =  o,  d!où  x=>±sl — />'  =  ±pv/ —  i. 

On  obtient  donc  ainsi ^  pour  la  racine  quatrième  du  nombre  a, 
juatre  expressions  algébriques  différentes. 
Proposons-nous  de  résoudre  la  nouvelle  équation 

ar®— jo®  =  o. 

Or  x«  —p*  revient  (n*  19)  à  (a?»  —p^)  (îr'  +  jo*)  ;      ' 

ainsi  l'équation  devient  fa?'  —  />')  (a?'  +  p^)  =  o. 

Déjà,  réquation      x*  — jo'  =  o,  résolue  précédemment, 

=/?    et    x=p\ 


SI  donné      x 


Considérons  actuellement  l'équation        ar'  +  />'  ==  o , 

Bt  observons  que,  si  Ton  remplace,  pour  le  moment,  jo  par  — p', 


3lle  devient  a?*  — />'•  =  o , 


d'où  Ton  déduit 


xz=zp'  et  x=sip 


,  /  — rrbv/— 3 


> 


ou,  remettant  à  la  place  de  /)'  sa  valeur  — />, 

.        iii:v/=3 
xp= — |)    et    a?  = — p 


)• 


-  ( 
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Ainsi  ^  l'équation  o?^  ^-  /)^  a=!  o ,  el  par  conséquent  la  ncme  9  éc< 
admet  stx  valeurs  :  jo,  a/?,  a/),  —  j»,  — >»/>,  —  a'/?,  en  posant,  por 
simplifier^  

a=2 ,       a=— : . 

2  a 

Nous  pouvons  conclure,  par  analogie  (ce  qui  sera  d'ailleun  (t 
montré  par  la  suite,  d'une  manière  plus  complète),  que  toute  éqm- 
tlon  de  la  forme  cd^  —  <i  î=  o,  ou  a:*  —  jo**  =  o,  est  susceptible  de  t 
solutions  différentes;  c'est-à-dire  que  la  racine  m*****  d*un  nomliR 
admet  m  valeurs  algébriques  différentes» 

168.  Première  remarque,-^  Si  dans  les  équations  précédentes r 
les  résultats  qui  leur  correspondent»  on  suppose  commQ  cas  prj- 

culier,  a=  i     d'où    jo  =  i ,    . 

on  obtiendra  les  racines  carrées^  cubiques^  quatrièmes ,  etc.,* 
Tunité;  Ainsi,  +  i  et  —  i  sont  les  deux  racines  carrées  de  fim 

car  l'équation  x^ —  i  =  o    donne    £  =  ±i. 

De  Qtéfnêj^      "f"  *  >  ■  >      ■■■'< *■  i»»  ^  sont  li 

trois  racines  cubiques  de  Tu  ni  té  y  ou  les  racines  de  o?^  -^  i  s^  o. 

-|-i,  — I,  4"^^ — ^9  — \/— ï,  sont  les  quatre  radnefl  (p 
trièmes  de  l'unité,  ou  les  racines  de  ar* —  i  =  o. 
469.  Seconde  remarque.  —  Soit,  en  général,  Téquation 

Désignons  par  jo  la  valeur  arithmétique  de  Ig  racine  »«**^  deo. 
qui  donne  /)*^=  a  ;  Téquation  ci-dessus  devient 

et  si  Ton  pose  x  =^py^  y  étant  une  nouvelle  inconnue^  il  en  résii 
^"*  y**  ip/)"*  =  0  ;  ou ,  en  divisant  par  p^^ 

Ce  qui  prouve  que ,  connaissant  toutes  les  valeurs  de  v^i  ou  de  v  - 

on  obtiendra  celle  de  v/a  ou  de  v  —  a,  çn  multipUant  p  par  ksdifr 
rentes  racines  w^»^«*  de  + 1  du  de  —  i . 

170.  Il  résulte  de  t'analyse  précédente^xjuc  les  règles  do  calcul:^ 

radicaux  établies  pour  l'hypothèse  où  Pon  opère  sur  des  nomtfi 

absolus  sont  susceptibles  de  quelques  modifications  loi'squ'on  opt^i 

sur  des  expressions  ou  symboles  purement  algébriques.  C'est  surUv.1 

'  quand  on  applique  cçs  règles  aux  expressions  imaginaires  que  et 
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modifications  sont  nécessairesi  comme-  étant  une  guite  de  ce  qui  a 
été  dit  au  n*»  167, 

Un  demande,  par  exemple,  le  produit  de  y  —  a  par  y  —  a.  La 
i^gle  du  n**  165  donne 

-      ^ZTâx  V^ — «±3=!  v/+a*  =  ±:a. 

Cette  double  valeur  du  produit  est  une  réponse  exacte  tant  que, 

dans  Fexpresaion  V'— ax  v^-^«>  les  deux  radicaux  comportent  le 
double  signe  ±:  ;  mais  si  Ton  admet  que  les  radicaux  soient  de  même 
signe .  comme  alors  y  —  ax^^a  revient  à  (  y/  —  a)*f  et  que,  pour 

élever  s/m  au  carré ,  il  suffit  de  supprimev  le  vadieal,  on  a  nécessai- 
rement 

Soit,  en  second  lieu,  à  former  le  produit  y/'^ax  v-=-*ô;  on  aimîl, 
d'après  la  règle  du  n»  165 , 

^ — aX^ — b  =  y  +  «*• 

Or  ^ab  =  dzp  (n*  167),/?  désignant  la  valeur  arithmçtiqiie  de  la 
racine  carrée  de  ah  ;  mais  Je  dis  qtic  le  véritable  résultat  doit  être  —  p 

ou  —  y/ô^,  dès  (|ue  Ton  Considère  les  deux  radicaux  y/—  à  et  v/---* 
comme  précédés  l'un  et  l'autre  du  signe  +. 
En  effet,  on  a 

y/ — a=  vâ.^— 1  et  /— -6  =  /é,  y/ —  i; 
donc 

V^x  v^^= v^.  V^^  X  v^.  v'-^= V^- (  v^--^ 

=  ^ab  X  —  1  =  —  v^« 
On  trouvera,  d'après  ces  principes,  pour  les  diverses  puissances 
de  y/^^ , 

r 

Comme  les  quatre  puissances  suivantes  s*obtiendraient  en  tnul- 
^     tipliant  le  quatrième ,  +  i ,  respeclivement  par  la  première ,  par  la 
deuxième i  hi  troisième  et  la  quatrième,  on  retrouverait  encore^  pour 
ces  quatre  nouvelles  puissances, 

+  v/— 1,   —1,   — /^,    +i; 
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donc  toutes  les  puissances  de  y-^  forment  des  périodes  de  quotn 
termes. 

Soit  encore  proposé  de  déterminer  le  produit  de  ^ —  a  par  V^, 

qui,  d'après  la  règle/  serait  yZ+aé,  et,  par  conséquent  (n**  167  . 
donnerait  les  quatre  Valeurs 

*         •  4  4  4  ,  __ 

Mais  pour  déterminer  le  véritable  produit^  observons  que 

,  ,  4 4  4   4^ 4  4^ 

y — a=va".  V — *♦      y/ —  b=.sfb.  ^ —  i  ; 

4  4^ 4 

donc  sl'—ax^ —  *  ==  sfôb.  si — 1« 

Appliquons  les  calculs  précédents  à  la  vérification  de  Te^ressioD 
V — 
,  considérée  comme  racine  de  l'équation 


X* —  1=0 


c'est-à-dire  comme  racine  cubique  de  i.  (  Voyez  n«  168.) 
D'après  la  formule       [a  +  6)»  =  a»  +  3a*ô  +  3a**  +  *», 

[—-^ )  = 

8  "  "■ 

—  i.|.3^/:z:3_3X  — 5  — 3v/^_8__ 

8  '  ""S""** 

On  vérifierait  de  même  la  seconde  valeur ^ (*). 

S  IV.  —  THÉORIE  DES  EXPOSANTS  DE  NATURE  QUELCONQUE.  ^  NOTIONS 

GÉNÉRALES  SUR  LES  SÉRIES.  ^ 

171.  C'est  ici  le  lieu*  de  fiiire  connaître  deux  nouvelles  notations 
d'un  usage  très-commode  dans  les  calculs  algébri(|ues  :  ce  sont  \^ 
exposants  fractionnaires  et  les  exposants  négatifs;  ils  tirent  leur  ori- 
gine des  règles  établies  pour  Textraction  des  racines  et  la  division  des 
monômes. 

—  ■■  ■■         '  ■  ~      ^^— ^^-^— — -■- 

(*)  Tùir  la  Note  lll  à  la  fin  da  volume. 
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Que  l'on  ait  à  extraire  la,  racine  n**^*  de  a*^. 

On  ,a  vu  (n*  158)  que,  si  m  est  multiple  de  w,  il  faut  diviser  l'ex- 
posant m  par  l'indice  n  de  la  racine.  Mais  si  m  n'est  pas  divisible 
3ar  n  y  on  convient  d'itidiquer  l'extraction  de  la  racine  en  ii^diquant 
A  division  des  deux  exposants.  Donc 


m 


à^zzza'' 


d'après  une  convention  fondée  sur  la  vègle  des  exposants  pour  Pex- 
traction  des  racines  des  quantités  monômes. 

Ainsi>  ya*  =  a*,     y^==a*. 

De  méme^  que  l'on  ait  à  diviser  a"*  par  a*"^  m  et  n  étant  entieirs 
et  positifs.  '        * 

On  a  vu  (n«^3)  que,  dans  Je  cas  de  w>  «,  il  faut  retrancher  Tex- 
posant  du  diviseur  de  celui  du  dividende;  ce  qui  donne  a^'\ 

Mais  si  l'on  2im<ny  on  convient  de  la  même  notation  d**^  pour 
indiquer  la  di\ision. 

Soit  p  la  différence  absolue  entre  n  et  m;  on  a  alors 


«"• 


n  *=:  m  4-p ,    d'où  ----  =  a**-**-'  =  ar': 


d'ailleurs ,  -^^  se  réduit  à  -^  par  la  suppression  du  facteur  a~  com- 
mun aux  deux  termes  ; 

donc  «-«*  =  —. 

a' 

L^ expression  cr^  est  donc  le  symbole  d'une  division  qui  n'a  pu 
s'efifectuer  ;  et  sa  vraie  valeur  est  le  quotient  de  l'unité  divisée  pat  la 
même  lettre  a  affectée  de  V exposant  p  pris  positivement. 

.  Ainsi,  «-•=--,        (r'==-7- 

a'  a* 

La  notation  de  l'exposant  négatif  a  l'avantage  de  conserver  une 
forme  entière  aux  expressions  fractionnaires. 

De  la  combinaison  d'une  extraction  de  racine  et  d'une  division, 
impossibles  à  effectuer  sur  des  quantités  monômes,  résulte  une  autre 
notation ,  celle  de  l'exposant  fractionnaire  négatif» 

Soit  à  extraire  la  racine  n»*~^  de  — . 
'  a*" 

Onad'abord    —  =  0-^;    donc    i/-— =  i/a~^  =  a  **> 

en  remplaçant  le  signe  ordinaire  dii  radical  par  un  exposant  fraction- 
naire. 


':M6  THÉORUS  SEt  lIPOâAlITI 

m  m 

l#e«  expressions  a*'^   ar^^   a  *",  sont  donc,  d'après  des  comen- 
tiom  fondées  sur  les  règles  précédemment  établies  f  des  natation»  équi- 


{/: 


Ainsi,  Ton  peut,  suivant  les  circonstances ,  remplacer  les  pre- 
mières par  celles-ci ,  et  réciproquement. 
Coamie  dans  le  discours  ^  of  s'énotioa  a  puiSMfioa  pf  p  étant  uo 

nombre  entier  positif,  de  même,  par  analogie,  a*,  cr^ ^    a   ",  s'é- 

noncent  :  a  puissance—,  a  puissance  — p,  «  puissance ;  ce 

qui  a  engagé  les  algébristes  à  généraliser  le  mot  puissance.  [Mais  il 
serait  peut-être  plus  convenable  de  n'employer  que  les  dénomina^ 

tions  fl  exposant-*, exposant -—/j,  exposant  *— — ,  en  consaerant 

uniquement  le  mot  puissance  à  désigner  le  produit  de  plusieurs  fac- 
teurs égaux  à  un  nombre  donné.  (  Voyez  le  W"  i.)] 

i  72.* Ces  notions  sur  l'origina  et  la  signification  des  quantités  affec- 
tées d'exposants qitelcbnqties  étant  établies,Qous  allons  démontrer  que 
le  calcul  de  ces  sortes  de  quantités  est  soumis  aux  mêmes  règles  quece- 
Itti  iêê  quantités  affectées  exclusivement  d'exposants  entiers  et  positifs. 

Multiplication,  —  Soit  d'abord  û'  à  multiplier  par  «•;  je  4ii  qu'il 
suffit  d'ajouter  les  deux  exposants  y  ei  que  l'on  a 

*.       1        1  +  1        il 
■  En  effet,  on  a  vu  (n°  171)  que  *  ^ 

9  6  t  z 

é  =^  yoT,        a'  =  /? ; 

1  1  6        ^  8 

donc  a*  X  «'  =  V^a'  X  s/?; 

ou  bien>  effectuant  l'opération  d'après  la  règle  du  h^  i^Sk, 

a'  X  a*  ca  i/o^  =  «**. 


Soit^  généralement,  a    ""  à  multiplier  par  a^;  je  dis  que  Ton  a 

y  _^i»  p  *»»      p  np  —  mq 

a   J'Xa^  =^  a    ^    ^  =  a~~^    . 
En  effet,        a"*"  **  =  i /  — ,     a»  =s  Va^  ^  dona 
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Ainsi,  règle  générale  y  pour  multiplier  Tun  par  l'autre  deux  mo- 
tômes  affectés  d'exposants  quelconques^  il  faut,  pouf  èhacuno  des 
ettres,  ajouter  les  deux  exposants;  c'est  la  règle  déjà  établie  n*  16, 
>our  les  quantités  affectées  d'exposants  ehtÎQrs  et  positifs. 
On  trouvera,  d'après  cette  règle, 

i   _i  ■•ni    _■ 

1  *   1  il    '  ""     . 

DitrisiùrL  *^  Pout  diviser  Tune  par  l'autre  deux  quantitét  mcmômes 
affectées  d'exposants  quelconques  «  il  faut  suivre  la  régie  qui  ft  élé 
établie  (il*>  22)  pour  Ic^  quantités  affectées  d'exposants  entiers  et  posi- 
tifs ;  c'est-à-dire <iuii  faut,  pour  chaque  lettre,  retrancher  V exposant 
du  diviseur  de  celui  du  dividende.  - 

En  effet,  l'exposant  de  chaque  lettre  dans  le  quotient  doit  être  tel, 
qu'ajouté  à  celui  de  la  même  lettre  (tans  le  diviseur,  la  somme  soit 
égale  à  l'exposant  du  dividende  ;  donc  Texpôsant  du  quotient  est 
égal  à  l'excès  de  l'exposant  du  dividende  sur  celui  du  diviseur. 
On  trouvera,  d'après  cette  règle,    / 

t  1  l_^_i^  il 


9 


Formation  des  puissances.  —  Pour  éleyer  à  U  m^*^'  puiasanea  un 
monôme  affecté  d'exposants  quelconques,  il  faut,  conrormémeol  À 
la  règle  du  n""  i58,  multiplier  l^exposant  de  chaque  lettre  par  ï^ expo- 
sant m  de  la  puissance;  car  élever  ce  uionôme  à  la  m*^"*^  puissance, 
c'est  former  le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  ce  monôme  ;  don^ , 
d'après  la  règle  de  U  multiplication,  il  faut  multiplier  chacua  4ts 
exposants  par  m. 


/       ^\_      8\d  9  /    _8\1» 


u 


Extraction  des  racines*  —  Pour  extraire  la  racine  n*^*^  d'un  mo- 
nôme, il  faut,  en  suivant  la  règle  du  n*  158,  diviser  V  ex  posant  de 
chaque  lettre  par  l'indice  n  de  là  racine. 

En  effet,  l'exposant  de  chaque  lettre,  dans  le  résultat,  doit  être 
tel  que,  multiplié  par  l'indice  n  de  la  racine  à  extraire,  il  reproduire 
Texposant  dont  la  lettre  est  affectée  dans  le  monôme  proposé  \  donc 
les  exposants,  dans  le  résultat,  doivent  être  respectivement  égaux 
aux  quotients  de  la  division  des  oxposauts^  dans  le  monôme  jpropQsé, 
par  rindiee  n  de  la  racine»  ^ 


V 


920  APPLICATION  Dfi  LA  FORMULE  DÛ  BINOME^ 

Ainsi,     V«'  =  A     Vû*'=û*S'    Va"*  =  «    S 

^^         Les  trois  dernières  règles  ont  été  facilement  déduites  de  la  règk 

relative  à  la  multiplication  ;  mais  on  pourrait  les  démontrer  dlrpcte- 

'  ment  en  remontant  à  Torigine  des  quantités  afiectéos  d'exposaDts 

quelconques. 

'  Nous  terminerons  par  une  opération  qui  renferme  impUâtemoi 

les  deux  précédentes^  quant  à  la  démopstration. 

'        -                      '                     r 
Soit  a*"  à  élever  à  la  puissance ,  il  faut  prouver  que  Ton  a 

r 

En  effet,  si  Ton  remonte  à  l'origine  de  ces  notations,  on  trouve  qœ 


( 


\  {/)'  SjCm:  V^ 


fa  '  mr 

ne 


i-  =  V^^  = 


L'avantage  que  présente  l'emploi  des  exposants  de  nature  quel- 
conque consiste  principalement  en  ce  que  le  calcul  de  ces  sortes 
d'expressions  n'exige  pas  d'autres  règles  que  celles  qui  ont  été  éta- 
blies pour  le  calcul  des  quantités  affectées  d'exposants  entiers.  £a 
outre,,  ces  calculs  se  réduisent  à  de  simples  opérations  sur  les  frac- 
tions, opérations  avec  lesquelles  nous  sommes  déjà  familiarisés. 

il3,  Bemarque,  —  Nous  serons^  dans  la  suite,  conduits  par  la 
résolution  de  certaines  questions ,  à  considérer  des  quantités  affectées 
d'exposants  incommensurables.  Or  les  règles  que  nous  venons  d'éta- 
blir pour  le  cas  où  les  exposants  sont  commensurables  sembleraient 
devoir  étnf  aussi  démontrées  dans  le  cas  d'exposants  incommensu- 
rables; mais  observons  qu'un  nombre  incommensurable,  tel  que  ^Z, 

VM ,  est ,  par  sa  nature,  composé  d'une  partie  entière  et  d'une  par- 
tie d'unité  qui  ne  peut  être  exprimée  exactement,  mais  dont  il  est 
possible  d'approcher  autant  que  l'on  veut;  en  sorte  que  l'on  peut  tou- 
jours concevoir  le  nombre  incommensurable  remplacé  par  un  nombre 
fractionnaire  exact  qui  n'eu  diffère  que  d'une  quantité  moindre  que 
toute  grandeur  donnée  ;  et  en  appliquant  les  règles  au  symbole  qui 
désigne  le  nombre  .inconunensurable,  il  faut  sous-entendre  qq'on  les 
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applique  au  nombre  fractionnaire  exact  qui  le  représente  approxima- 
tivement. En  détiriitive^  dans  les  applications  numériques^  on  ne  peut 
se  former  l'idée  d'un  nombre  incommensurable  qu'en  le  supposant 
remplacé  par  un  nombre  fractionnaire  exact  qui  en  exprime  une  va- 
leur plus  ou  moins  approchée  ;  et  cette  approximation  n'a  pas  de 
limite. 

Ainsi,  nous  pouvons  conclure  que  les  règles  précédentes  sont  appli- 
cables au  cas  où  les  exposants  sont  incommensurables.  Elles  le  sont 
même ,  par  extension ,  aux  exposants  imaginaires. 

Application  de  la  formule  du  binâfne  Û  l'extraction  des  racines 

,  par  approximation,      * 

17i.  Puisque  l'on  doit  étendre  au  calcul  des  exposants  quelcon- 
ques les  règles  du  calcul  des  exposants  entiers  et  positifs ,  il  est  assez 
naturel  de  penser  que  la  formule  du  binôme .  qui  sert  à  développer  la 
^iémt  puissance  d'un  binôme  (m  étant  un  exposant  entier  et  positif), 
peut  également  servir  lorsque  rh  est  un  exposant  fmctionnaire ,  posi- 
tif ou  négatif.  C'est,  en  effet,  ce  que  les  analystes  ont  reconnu;  et 
ils  ont  déduit  de  là  des  conséquences  importantes ,  tant  pour  Textrac- 
tion  des  racines  par  approximation  que  pour  le  développement  des 
expressions  algébriques  en  séries,. 

Nous  renvoyons,  pour  la  démonstration  générale  de  cette  for- 
mule, au  n®  482,  et  nous  allons  dès  à  présent  en  montrer  Tusage 
dans  l'évaluation  approchée  des  racines  de  degré  quelconque  des 
nombres  particuliers.  , 

Mais  avant  tout,  il  est  nécessaire  de  lui  faire  subir  une  transfor- 
mation. 

Reprenons  cette  formulé 

"  m  "~~  1 

{x  4-  «)♦*= a?**  +  max^^  +  ^ a^of^^  +  •«  •  •  > 

V 

et  mettons  le  facteur  x"^  en  évidence  dans  le  second  membre. 
On  obtient 

i         n 

ou,  posant  m  =  -,'         '  (a? -f-  û)"  ==^  \/*  +  ^  =^ 


n 


5 

ou  bien  encore,  ^  ^x-^-a  = 

\       n  X     fi      ^n      xr  ^  n      ^n         an       x  / 


J» 


3S9  âmiCATmi  M  LA  MUULi  DO  MllMn 

fli  Ton  Toolait  former  un  nonrêau  t«RM ,  il  suflirrit  éTideitimeut 

de  multiplier  le  quatrième  par  — —  et  par  - ,  puis  de  changer  le 

signe  ;  et  ainsi  de  suite. 

175.  Cela  posé,  soit  à  extraire  la  racine  cubique  de  3i. 
Le  plus  grand  cube  contenu  dans  3i  étant  97 >  faisoas,  dans  la 
formule  (1),  »  =  3,  a?  =  a7,  et  a  =  4,  ce  qui  donne 

X 


t t I  y-        ^\j 


O  vient 


on  bi#B,  «n  eifeotaftut  les  edculs. 


;5:=5+i-4-+  '"° 


27      9187      55i44i 

L»  iorme  auîTant  s'obtiendrait,  d'après  ce  qui  a  été  dit  (â^desaus, 

,^.  ..    .     3fto           3n — \    a  a    4    . .    1 

en  multipliant  rz—,—  par  — ;^ .  - .  ou  par  -  •  ~,  et  changeant  le 

256o 
signe ,  ce  qui  donnerait  — 


4304G721 
On  trodverait  de  même,  pour  le  terme  qui  suit  ce  dernier, 

,       a56o  ^n — \   a a56o  11       4 iia64o 

1"  77»    77>  ^^        -,  •  ~"  ——  ~TZ    ,  ^  ^v  ~~z  ^^  *"""  — 


43046721  5n     *x      4^04^721       1^      37      17433922005' 

et  ainsi  de  suite. 

Mais  ne  considérons  qae  les  cinq  premiers  tcurmes  de  la  série,  et 
réduisons  en  décimales.  Nous  obtenons  d'abord. 

Pour  Icfi  termes  additifs, 

3  =  3,00000 

4  ' 

27  }   =        3,14875, 

320  ^'^ 

:,   /,    ==  0,00000 
53 1441 

et  pour  la  somme  des  termes  soustractifs, 

2560  y  =-0,00737. 

=  —  0,00006 


43046721 
Donc  V^3i  =;   5,i4î5«. 
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[Noui  fMQverons  tout  à  l'heure  qde  ce  résultât  est  exact  h  moins 
tle  0,00001  près.]  -  . 

176.  Remarque.  —  Lorsque  l'expression  d'un  nombre  est  dévelop- 
pée eh  une  suite  de  termes  dont  les  valeurs  numériques  vont  en 
décroissant  indéfiniment,  on  conçoit  qu'en  général^  plus  on  prend 
"de  ternes  dans  la  série,  plus  on  approche  de  la  vraie  valeur  du 
nombre  proposé.  Si^  en  outre,  où  suppose  que  les  termes  soient 
alternativement  positifs  et  négatifs,  on  peut,  en  s'arrétant  à  un  terme 
de  rAng  quelconque»  déterminer  d'une  manièj^e  pné^sise  le  degré 
d'approximation  obtenu. 

En  effet,  soit  une  suite  indéfinie  de  termes, 

dans  laquelle  on  suppose  que  a^b^c,  d,..,  sont  des  nombres  abso- 
lus décroissants;  et  désignons  par  ^7  la  valeur  fmnérigue  de  cotte 
série. 

Je  dis  d'abord  que  cette  valeur  est  comprise  entre  deux  soaUMi 
consécutives  quelconques  de  termes  de  la  série,  ' 

Car  prenons  au  hasard  les  deux  sommes  consécutives 

a  —  é  +  c  —  d-\'e  —  /*,    et    a  —  b-\-c  —  d^e  —  f-j-g* 
Considérons  la  première,  et  observons  que  les  termes  qui  suivent 

-^ f sont  -f*  9  —  ^>  +  fc  —  /,+••  •;  mais  puisque  la  série  est 
décroissante,  les  différences  §  —  A,  k-rh-'*  sont  des  nombres 
positifs;  d'où  il  suit  que,  pour  obtem>  la  \aleur  complète  de  a?,  il 
faut  ajouter  à  la  somme  a  —  ô  +  c  —  d  -^-e  —  fun  certain  nombre 
positif. 
On  a  donc 

a  —  b  -{-€  —  d  '\-  e  -;r  f  <  ^* 


Quant  àja  seconde,  lés  termes  qui  suivent  +  g'  sont  —  A  +  A;, 

—  /  +  W2 . • . ;  or  les  différences  —  à  +  ^»*^/  + »*,•..  sont  néga-^ 
tives;  d*où  Ton  voit  que,  pour  avoir  la  vraie  valeur  de  a?,  il  faut 
ajouter  à  la  somme  a  —  b-\*ii  —  d  -\^  e  —  f^  g  une  quantité  né- 
gative,  c'est-à-dire  dirftinuer  cette  somme. 

Ainsi  Von  a  -       a-^b  +  c  —  d4**  —  f  +  g>  x. 

Done  X  est  compris  entre  ûe$  deux  sommes. 

Conséquence.  —  La  valeur  numérique  de  la  différence  entre  ces^ 
deux  sommes  étant  $r,  il  s'ensuit  que 

Uerreur  commise  lorsqu'on  prend  un  certain  nombre  de  termes  pour 
la  pâleur  de  x  est  numériquement  moindre  que  le  terme  qui  vient  après 
celui  auquel  on  s'est  arrêté. 

Ainsi)  dans  Tapplication  du  numéro  précédent,  tous  les  termes 
étant  aUerhativement  potitlfs  et  négatifs,  et  allant  .en  décroissant  à 
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partir  du  second^  on  peut  en  conclure  que  la  valeur  numérique  debj 
somme  des  cinq  premiers  termes 


37      2187      53i44i      4^<'467^i 

s 

diffère  de  v^3i  d'une  quantité  moindre  que  la  valeur  duO*  ten&c, 

que  Ton  a  trouvé  (n**  175)  égal  à       ,„^         ^.   Or   cette  frac- 
^  \  /    o  17433922005 

tion  est^  d'après  sa  seule  inspection ,    au-dessous  de 


100000 

donc  v/3i  =  5,i4i3S  à  0,00001  près  :  cer  que  Ton  pourrait  vérifie 
par  le  procédé  ordinaire /mais  par  des  calculs  plus  laborieux  qmk 
précédents. 

^^^        477.  Voici  en  quoi  consiste  le  procédé  pour  extraire  approximati- 
vement la  racine  n*^"^  d'un  nombre  entier  N  par  le   n;ioyen  ki 
s^ies  : 
'        Décomposez  N  en  deux- parties  p**  +  q',  p  étant  la  racine  rff  T 
obtenue  à  une  unité  près  (n*  153),  et  faites,  dans  le  dévcloppemfr 

n 

de  v^x  4"  a  (ïï"  ^7S),  X  =^p''y  a  ==  q.  Effectuez  les  calculs,  en  rcs 
arrêtant  au  terme  dont  le  suivant  soit  y  diaprés  son  inspection,  inféritr 
à  l'unité  de  V ordre  décimal  qui  détermine  r approximation;  convertL^ 
en  décimales  tous  les  termes  dont  vous  avez  tenu  compte  ^  et  ojjérezf 
réduction  des  termes  tant  additifs  que  soustractifs, 

q 

Celte  méthode  n'est  avantageuse  qu'autant  que  -^  est  une  fractio: 

assez  petite  ;  car  autrement  les  termes  de  la  série  ne  diminueraie:;: 

pas  très-rapidement ,  et  il  faudrait  un  grand  nombre  de  termes  pour 

donner  le  degré  d'approximation  désiré;  ce  qui  entraînerait  dans  de 

longs  calculs. 

On  est  même  obligé  de  modifier  la  marche  précédente  toutes  les 

a  û 

fois  que  l'on  a/?*  <  j;  car  alors  -,  ou  ~,  est  plus  grand  que  h- 

X  P      ^ 

nité,  ainsi  que  toutes  les  puissances  de  -,  qui  augmentent  de pluî 

en  plus  numériquement,  à  mesure  que  le  degré  de  la  puissance 
augmente. 

Soit  9  par  exemple  »  56  le  nombre  dont  on  demande  là  racine  S*'*'; 
^7  étant  le  plus  grand  cube  contenu  dans  56 ,  on  aurait 

X  =  27,        a  =20:        dOU         -=:-2; 

X       2y 
et  les  teroûies  de  la  série  augmenteraient  au  lieu  de  diminuer  (noos 


f 


A  L^TRACTION  DESxMOIlUBS  PAR  APPROXIMATION.  225 


^  parlons  pas  des  coefficients  ^  qtti  sont  des  fractions  peu  différentes 

î  Funijé). 

Mais  observons  que  Ton  peut  aussi  décoiiiposer  56  en  64 —r  8,  ou 

—  ^y  or  -7  ou  -  est  une  assez  petite  fraction. 

D^un  "autre  côté,  si,  dans  Texpressîon  de  sjx  -^-a  (n*  174),  on 
^mplace  a  par  —  a ,  il  vient 

— -/         \    a       \    n — \    c?        in-^ian  —  ift' 

d X     \    \  ——  —  , ,  ,  — -  — -  —  .  r-  . _         ■•  .  — ;  —  •  •  • 

\        n   X       n      2n      x^       n      2n  3n       x'     . 

osant  donc  a:  =  64,-«  =  8,  oii  obtiendra  une  série  de  termes  qui 
écroîtront  rapidement. 

A  la  vérité,  tous  les  terme^,  à  Texcepiion  du  premier,  sont  néga-' 
fs;  et  Ton  ne^eut  appliquer  à  la  série  ce  qui  a  été  dit  (n°  176)  sur 
i  manière  de  fixer  le  degré  d'approximation  que  donne  la  somme 
.'un  certain  nombre  de  termes.  Mais  ^orson  tient  compte  d'un 
lombre  de  termes  assez  grand  pour  qu'on  soit  bien  assuré  que  Ten- 
emble  des  termes  négligés  n'influe  pas  sur  Tordre  décimal  auquel 
»n  veut  arrêter  Tapproximation. 

On  pourra  s'exercer  sur  les  exemples  suivants  :  * 

5  6 


^dg    =  y/Sa    +7    =2,0807  à  0^0001    près; 

s     •  s 

\/65    =  \/64    +  *    =  4*0^2073  à  0,00001  près; 

v/260  =  V^256  -|-  4    =  4>oi553  à  0,00001  près;' 

V108  =  v^i28  — 20  =  1,96204  à  0,00001  près  (*). 


178.  Autres  applications  de  la  formule  du  binôme.  — Cette  formule     -^ 
iert  aussi  à  développer  les  expressions  algébriques  en  séi'ies. 

soit,  pour  premier  exemple,,rexpre88ion^Kon  a 

Posons ,  dans  la  formule  {x  +  «)**  =  a?**  +  max"^^  +  . . . ,  jr  ==  1,  \    -^ 
x  =  --z,  m  =  —i;  il  vient  '    *''* 

(. -2)-«  =  .  -  1  .(-2}-  1  .— Î^.(-Z)« 

.^      -1.        ^        .        ^       .[     z}..., 


[*)  Voyex  le  n*  5  de  la  première  note  placée  à  la  fin  du^ô"  chapitre. 
Alg.  B.,  i\',éd.  lô 
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OU  ^  effectuant  les  calculs  et  observant  que  chaque  terme  se  compose 
d'un  nombre  pair  de  facteurs  affectés  du  signe  — , 


(l_2H  =  — î— =;=l4-Z  +  Z«  +  Z»  +  Z*+S». 

1  — «  '        * 


On  parviendrait  au  même  résultat  en  appliquant  le  procédé  de  la  di- 
vision algébrique  (n"  26). 

Soit  encore  Texpression  r— —ri     ou    a(i —  «)*"'. 
On  a,  en  développant  (  i  —  z)*^, 

uj  1--3 •(—«)— «3  ♦^^^^^^ -^,  {—«)*— 3  . ~"*~Y^  (  — z)'  — ... 

ou  effectuant  les  calculs  et  réduisant^ 

•> 

Prenons,  pour  dernier  exemple^  la  quantité  sj^x-^i^,  qui  revient 

à  \/az  U  —  r)'^,  et  développons  (»"--)• 
En  posant,  dans  la  formule  [x  +  a)**  ==  a;«  -f  max"^  +  •  •  •  ^ 


2  1 

^=1.      az=z ,       w=-.ona 

a  3 


+i(-;)+i-*-=^-H)' 


(-0/= 


donc    vfe:rr«==fe(i~g.~ig.*-^~^ 

If^^M^^HODB  DES  COEFFICIENTS  INDÉTERMINÉS. -NOTIONS  SUR  LES  SÉRIES 
^  y  _  i/  ---^  RÉCURRENTES. 

^  -"^w^^g.  Les  algébristes  ont  inventé  pour  le  développement  des  ex- 
pressions algébriques  en- séries,  une  autre  méthode  qui  est,  en  géné- 
ral, plus  simple  que  celle  dont  nous  venons  de  parler,  et  qui  d'ailleurs 
est  beaucoup  plus  féconde,  en  ce  qu  elle  s'applique  à  des  expressions 
d'une  nature  quelconque. 
Pour  donner  une  première  idée  de  cette  méthode,  nous  nous  pro- 

d 
poserons  de  développer  Texpression  ■>      ,,  ,  en  unç  série  qui  pro- 
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cède  suivait  les  puissances  entières  et  positives  de  x.  Il  est  visible 


a 


que  ce  développement  est  possible  j  car  revient  à  a  (a'+ê'j?)"**; 

et^  en  appliquant  la  formule  du  binôme^  on  obtiendrait  une  suite  de 
termes  procédant  suivant  les  puissances  ascendantes^  entières  et 
positives  de  x.  Posons  donc 


(«) 


A,  B,  C,  D, .  •-.  étant  des  coefficients  fonctions  de  a,  a',  b'^  mais  in- 
dépendants de  x;  coefficients  qu'il  s'agit  d'ailleurs  de  déterminer^  et 
que,  par  cette  raison,  l'on  appelle  coefficients  indéterminés,  (Cette  dé- 
nomination est  impropre  :  d'après  le  sens  attribué  Jusquici  au  mot 
indéterminé  y  il  vaudrait  mieux  dire  coefficients  à  déterminer;  mais  nous 
nous  conformerons  à  l'usage.) 

Pour  parvenb  à  la  détermination  de  ces  coefficients,  chassons  le 
dénominateur  de  Téquation  (i)  ;  ordonnons  par  rapport  à  Xy  et  trans- 
posons le  terme  a  :  il  vient 


__  (  Aa' 
^  \  — « 


Aa'  +  Ba' 


x+Cal 


+  A6'       +BÔ' 


x'  +  Da' 


x^  +  Ea' 


x'  +  ... 


•  w 


Remarquons  maintenant  que  si  l'on  suppose  les  valeurs  de  A,  B, 
G,  D, . . .  convenablement  déterminées,  Téquatîon  (i)  doit  se  vérifier, 
quelque  valeur  que  l'on  donne  à  x;  ainsi  il  en  est  de  même  de  l'équa- 
tion (a). 

Or,  lorsqu'on  suppose     x  =  o,     oelle-ci  devient   •  o  =  Aa' — a, 

d'où  Ton  déduit  la  valeur  de  A, 


A-î 
a 


a 


A  étant  égal  à  -  ^^  quand  on  a     xzszo,     doit  conserver  la  même 


a 


valeur  lorsque  x  est  quelconque,  puisque  A  est  indépendant  de  x. 
Ainsi,  quel  que  soit  x,  l'équation  (a)  se  réduit  à 


»-{ 


Ba' 

+  AÔ' 


x  +  Ga' 
-f  Bé' 


x*-f  Da' 


Ju         "j"    •    •    •  • 


ou,  divisant  par  x, 
Ba'  +  Ca' 

+  A6'4-B6' 


(3) 


M 


x"  + 


X  +  IJ^' 

Cette  équation  devant  encore  se  vérifier  pour  toute  valeur  de  x, 

faisons  x  =  o  ;  il  en  résulte  Ba'  -|-  AA'  =  o  ; 

tf  où  l'on  tire 

Ab'  ..         T,      o  *'  a*' 

B=— --T-,    ou  bien,    B= ->X--;-,  =  — -7i- 
a  a  a  a  ^ 
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Comme  B  doit  conserver  cette  même  valeur,  quel  que  soitx>  sup- 
primons dans  (3)  le  premier  terme  Ba'  +  At'  qui  s'anéantit  par  cette 
valeur  de  B^  et  divisons  par  x;  il  vient 


={ 


Ca'  +  Dô' 
+  B*'+G6' 


+  D6' 

Faisons  de  nouveau  a:=ro ;  il  en  résulte  Ca' -{-Bb'^zo,  d'où  Ton 

déduit 

^           Bô'           ^.          ^           ab'           b'      ab'^ 
G  =  - Ti,    oubien,    G  = ^^X -,  =  —7^. 

On  trouverait  de  même Da'-^-Cb^      , 

d'où  D=:— — ,     ou     D=-7^X ;  = j^  ; 

et  ainsi^de  suite. 
Il  est  aisé  de  reconndtre  qu'un  coefficient  quelconque  se  forme  au 

moyen  du  coefficient  qui  précède,  en  multipliant  celui-ci  par -; 

ainsi,  Ton  a 

\jry  a'  +  b'x       a'       a'»      '    a"  a'*         ^    a"    '         - 

{//;/^!;/m4B0.  En  réfléchissant  sur  les  raisonnements  qui  précèdent^  on 
.  voit  que  le  principe  fondamental  de  la  méthode  des  coefficients  in- 
déterminés consiste  en  ce  que , 

Si  une  équation  de  la  forme  o  =  M  +  Na?  -f-  Px*  -f"  Q^'  + 

(M,  N,  P, . . .  étant  des  coefficients  indépendants  de  x)  doit  se  véri- 
fier^ quelque  valeur  que  Von  donne  à\j  il  est  nécessaire  que  chacun 
des  coefficients  soit  séparément  égal  à  o. 

En  effet,  puisque  ces  coefficients  sont  indépendants  de  a?,  dès 
qu'on  parvient  à  les  déterminer  d'après  des  hypothèses  particulières 
faites  sur  x,  ces  valeurs  seront  celles  qui  leur  conviennent  lorsqu'on 
suppose  X  quelconque.  Or,  en  faisant  a:=i  0,  on  trouve  M  =  o;  et 
Téquation  se  réduit ,  après  la  division  par  x,  à 

faisant,  dans  cette  nouvelle  équation,  a:  =  o,  on  trouve  N  =  o;  et 
l'équation  se  réduit,  lorsqu'on  a  divisé  par  x^k  o  =  P-j-Qâ?-|-...j 
et  ainsi  de  suite.  On  a  donc  séparément 

M  =  €),    N  =  o,    P  =  o,    Q  =  o,... 

Ce  principe  s'énonce  encore  d'une  autre  manière  : 
Si  une  équation  de  la  forme 

a  +  bx  +  cx'  +  dx'^+...=a'  +  b'x  +  c'x^  +  d'x\,. 
doit  être  vérifiée,  quelque  valeur  que  l'on  donne  àx,  les  termes  affec" 
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iés  d'une  même  puissance  dans  les  deux  membres  sont  respectivement 

En  effets  après  la  transposition  de  tous  les  termes  dans  le  second 
meaibre^  Féquation  est  cte  méûie  forme  que  ci-dessus;  d'où  l'on 
déduit 

.  a'  — a  =  o,    è'  —  é=±o,    c' — c  =  o,.,., 

et,  par  conséquent,  ^ 

a':=^ay    b'z^bf    c'  =  c,   rf'  =  d,....  , 

On  donne  (n°  42)  le  nom  d'équation  identique  à  toute  équation  dont 
les  tertnes  sont  ordonnés  par  rapport  à  une  certaine  lettre,  et  qui 
doit  se  vérifier  pour  toutes  les  valeurs  attribuées  à  cette  lettre,  afin  de 
la  distinguer  d'une  équation  ordinaire,  c'est-à-dire^  d'une  équation    ^^9^ 
qui  ne  peut  être  satisfaite  que  par  certaines  valeurs  attribué|sà  cett^ti^iL^tT 
lettre.  //    ^     6^u^r//0r^^^       ^f^y^ 

484.   La  méthode  des  coefficients  indéterminés  exi^^^Mre  que 
^'on  connaisse  à  priori  la  forme  dii  développement  par  rapport  aux 
.  exposants  de  x.  Ordinairement ,  on  suppose  que  le  développement 
procédé  suivant  les  diverses  puissances  ascendantes,  entières  et  po* 
sitives  de  â7,  à  partir  de  la  puissance  x^;  mais  quelquefois  cette 
forme  n'est  pas  convenable,  et  la  suîte^des  calculs  le  fait  recon- 
naître. ' 

Soit ,  par  exemple ,  à  développer  l'expression  •= 5  ♦ 

ùX  ""■—  X 

,  Posons         = r==A-f 'Ba?  +  Ca?*  +  Dx»+...; 

'5x — x^  I  I.  I  I         7 

en  chassant  les  dénominateurs  et  ordonnant,  on  trouve 


x^+5C 
—    B 


x^  +  ZD 

—    C 


X   ^"  . .  • , 


0  =  —  1  +3Aa:H-3B 

—   A 

d'où  l'on  devrait  conclure  (n°  480) 

—  i=:o,      5A=o,      3B  —  A  =  o,.... 

Or  la  premier*  équation  —  1  =  o  est  absurde,  et  indique  que  la  forme 

ci*dessus  ne  convient  pas  à  l'expression -.  Mais  en  mettant 

'  OX       '  X 

cette  expression  sous  la  forme  -  X  = ,  et  posant 


X 


3 — X 


1 
-X 

X 


—!—  =  i  (A  +  Bar  +  Cor»  +  Da?»  +  ...), - 
3 — X      x^  '  ' 


on  obtient,  toute  réduction  faite , 


o 


3A  +  3B 
-    ,  -    A 


j?  +  3C 
—   B 


—    C 


X     I  '  •  •  • , 
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ce  qui  donne  les  équations 

3A— 1=0,      3B  — A  =  o,      3tl  —  B  =  o,..., 
d'où  Ton  tire  successivement 

^fse^  c'est-à-dire  que  le  développement  renferme  dans  son  expression  m 
-^^  terme  affecté  d'un  exposant  négatif. 

//y^Mfy/SfefljJKmon^  de  la  formule  du  binôme  par  la  métkoddH 

coeffletents  indéierminéêt 

Pour  faire  apprécier  la  fécondité  de  la  méthode  des  coefficie&ti 
indéterminés  I  nous  allons  donner  une  démonstration  complète  de  k 
formule  du  binôme  ^fondée  sur  cette  méthode^' 

Afin  de  simplifier  les  calculs  >  nous  remarquerons  d'abord  qa^ 

1  -\ —  J    . 
Si  Ton  pose  -  =  y^  et  qu'où  développe  (i  +  y]%  il  stdira  éosA 

Û 

de  multiplier  ce  développement  par  J^*^|  puis  de  renaplacer  jf  par- 

* 

et  Ton  obtiendra  le  développement  de  te  +  a)**. 

[Cette  transformatioil  a  pour  objet  d  éviter  dans  le  calcul  lespifr 
sauces  x"^,  â?*"~%..,  du  premier  terme  x*] 

Ceci  admis ,  soit  d'abord  m  égal  à  un  nombre  positif  -  [q  pouvac 

être  égal  à  i^  ce  qui  donne  le  cas  de  l'exposant  entier). 
Posons 

[On  est  conduit  à  donner  cette  forme  au  développement,  par  1^ 
formation  des  premières  puissances  entières^  et  en  observant  qut 
pour  y  =  0,  le  premier  membre  se  réduit  à  i  ;  d'où  il  suit  que  b 
partie  indépendante  de  y,  dans  le  second  membre,  doit  être  égait 
à  1.] 

Pour  déterminer  les  coefficients  A,  B,  C,  D, . . . ,  remplaçons,  dani 
l'équation  [i),  y  par  z;  elle  devient 

(  1  +  z)  «'±=  1  +  A2  4-  Bz*  +  Cz»  +  Dz*  + . . . .  » 


1 
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L,  B, <!!,...  ont  ici  évidemment  les  mêmes  Vftteon  que  d 
lisqu^ils  sont  indépendants  de  toute  vaieur  attribuée  à  y.  ] 
Retranchant  ces  deux  équations  l^une  de  Vautre,  on  trouve 

k.  L 

aisons,  pour  le  moment,  (i +y)^  =w,.  (i -|-z)«  =«;  ce  qui 

onne     i  +y=:tï*,  i  -^z^vl^;    d'où    y-^-z^i^tjfi — t)^t 

équation  (3)  devient  alors  ' 

P_vP=:A(y-z)  +  B(y»-^^)+C(y*-g^)^-D(/-z*)+...,  (4) 

u,  divisant  le  pjpemier  miômbri&  parlez' — v^,  >t  le  second  papy--z, 
[ui  est  égal  à  w^ — 1;«, 

,P^^P^A(y~z)  +  B(y«-z')+C(y»-z»)  +  D(y^^tz^)  +  ... 

*« — 1;«  .  y — z 

Or*,  d'après  le  théorème  (n**  31),  w** — v^  est  divisible  par  u — v;   yC, 
3t  Voû  obtient  pour  quotient  correspondant, 

-ùP-^^vu^'''^v*u^*  +  ...  +  \^-K  '    , 

^  De  même,    ««  —  v^:u — v    est  égal  à 

D'un  autre  côté,        ^  ^•^«^  J^**— «S  y'-*-A  ^**"»*>.'».^ 

divisés  par  y  3—  z ,  donnent  aussi ,  pour  quotients  respectifs, 

h  y+2?   y^+yz+z^,  y'^  +  y^z+yz^+z^...; 

ainsi  l'équation  (4)  revient  à 

Faisons  maintenant  y=z,  d'où  Ton  déduit  w==v   [d'après  les 

équations  (14.^)9  =  ^,    (i4-z)«  =  î;]; 

on  a,  pour  le  prenaier  membre ,     - — -^    ^^   ^  •  ^•    ^ 

4 
Si  Ton  remet  à  la  place  de  u^  sa  valeur         (»  +  y)' 

ou  i+Ay  +  By^  +  Cy^..., 

et  à  la  place  de  w'  sa  valeur  1  +  J/^  ^^  premier  membre  devient 

p    i+Ay  +  By*  +  Cy»  +  ... 


encore 


?'        .    »  +  y 
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D'ailleurs^  le  second  membre  se  réduit  à 
on  a  donc  la  nouvelle  équation 

d'où  chassant  le  dénominateur  i  H-  y^  et  effectuant  les  calculs, 
|+|.Ay  +  £.By«  +  |.Cy'  +  ^.Dy»  +  ...= 


A  +  aB 
4-   A 


y  +  5C 
+  aB 


[y»  +  5E 
+  4D 


y+.-. 


y* +  4» 

+  5C 

CSonipaTant  (n*  180)  les  deux  membres  de  cette  équation  ideéfi 
on  obtient  les  égalités  suivantes  : 


^  =  A, 
9 


JA  =  aB+   A,    3B  =  a(|-i); 


OU 


A=^; 


Pl- 


donc    B=: 


^B=3C  +  aB,    5C  =  B(|-a); 


donc    C  = 


^C  =  4D+5C,    4D=C(?— 3);     donc    D=—-2--L; 

q  '         w      /  4 

et  ainsi  de  suite.  .  ^ 

La  loi  de  formation  des  coefficients  successifs  est  manifeste.  Soiiit 
N  le  coefficient  qui  en  a  n  avant  lui,  et  M  celui  qui  le  précède;  c 
aurait  évidemment  , 

M(^-n+i) 
^M=:Nn+(w— i)M:     d'où     N  =  — ^? -• 

•eraitfec/W 
aucasoùffl' 

posant  est  entier.  '     ' 

Quant  au  cas  où  m  est  égal  à  un  nombre  fractionnaire  ù^^\ 

—  -,  on  suit  absolument  la  même  marche  que  précédemment; naft 

parvenu  à  l'équation  qui  correspond  à  Féquation  (4),  savoir        j 
^-T_t;-P  — A(y  — 2)  +  B(y*  — z«)-f-C(y»  — z')+...; 


En  repbenant  la^ démonstration  précédente,  on  s'assure 
qu'elle  s'applique  au  cas  où  Fon  a  y  =  i,  c'est-à-dire 


i 


NOTIONS  SUR  L£S  SÉRIES  RÉCURRENTES. 


Wf 


[1  remarque  que 


^ -I»— J }_ ^^  —  ^^ 


«p — If 


.însî,  en  divisant  le  premier  membre  par  w^— v*',  et  le  second  par 
—  Zy  qui  est  égal  à  m« — v*',  on  a 

RI,  supprimant  le  facteur  u  —  «et  le  facteur  y — z. 


*aisant  ensuite  y  =  z,         d'où         w  =  r 
1      pw*^* 


=.A+B(y  +  z)  +  ...; 
on  obtient 


w^j»  *  jw«-** 


=^~î-S"=^+^^î^+^^y'+---- 


or 


Le  reste  du  calcul  est  absolument  semblable  à  celui  du  cas  précé- 
dent 
Maintenant^  puisque  Ton  a^  quel  que  soit  m, 

'CL 

remplaçons  y  par  -  et  multiplions  par  a?**;  il  vient  » 

"•  (  1  +  -  )   ,  ou  (x  +  o)*  =  x"  +  »Mw;*~'  +  n» o*a!"*~*-l-. .. 

Ainsi  la  formule  du  binôme  est  démontrée  généralement.  ^' 

183.  Des  séries  récurrentes,  —  Le  développement  des  fractions  al- 
gébriques rationnelles  d'après  la  méthode  des  coefficients  indétermi- 
nés donne  lieu  à  dei^  séries  d'une  nature  particulière  connues  sous  le 
nom  de  séries  récurrentes. 

a 
Nous  avons  déjà  vu  (n*  179)  que  Texpression  ■,       ;   a  pour  dé- 

Ce    ■  T  •  U  X 

veloppement 75  ^  +  -nr  ^ tz  ^  +  •  »  •  >  série  dans  la- 

quelle  on  forme  chaque  terme  au  moyen  du  précédent^  en  multipliant 

h'  ' 

celui-ci  par ,x,  •    ' 

Cette  propriété  n^est  pas  particulière  à  la  fraction  proposée  ;  elle 
appartient  à  toutes  les  fractions  algébriques  rationnelles^  et  elle  con- 
siste en  ce  que, , 

T(Me  fraction  rationnelle  en  x,  réduite  en  série,  donne  lieu  à  une 
suite  de  termes  dont  chacun  est  égal  à  la  somme  algébrique  d'un  même 


iSA 


HOtlOHB 


nombre  de  termes  précédents^  multipliés  respectivemêM  par  CêrtAMes 

quantités  constantes ,  pour  toute  rétendue  de  la  série. 

L'ensemble  des  constantes  par  lesquelles  on  doit  multiplier  un 

certain  nombre  de  termes  précédents  pour  former  un  tenue, i^uel- 

coûque ,  s^appelle  V échelle  de  relation  de  la  série. 

A' 
Dans  la  série  précédente,  Yéthelle  de  relation  est    --  -  .  x  ; 


a 


et  la  série  est  dite  une/m>  récurrente  du  premier  ùrdrè. 

<j  _L  ix  -|-  car* 
Soit  à  développer  eu  série  l'expression 


o'  +  é'x  +  cV  +  d'x»" 


Posons  ^  .  °"^f^+/f  ^,_^=A  +  Bx  +  Cj»  +  Dj'  +  Eg*.  +  ..., 


d'où ,  chassant  les  dénominateurs  et  transposant , 


l  —  a^.AA' 
»=<         -h 


Aa'  +  Ba'  x  +  Ca' 

+  Ac' 

ce  qui  donne  les  équatiolis 
Ad*  — a^o. 


Ba'  +  A*'— *  =  o, 


x'  +  Daf 

-fBc' 

+Arf' 


d'où 
6* 


4-D*' 
4-Cc' 


3>     T~  •   •  •   • 


A-- 


»=-5^  +  ^*  = 


—  aU  4-  ô«' 
1 


a 


a  u  a 


Oli 


G  = 


ôfr'«_ôa'fr'-^V+c«'» 


a 


/8 


Da'  +  C6'  +  B<<+Ad'=o,      0  =  — %— ^B— -A» 

Ea'-j-D*'  +  Cc'4-.Bd'=o,      É  =  — ^D  — ^C  — Çb, 

a  a  a     - 


•1 


I  » 


2     I     t     4 


k     (      •      . 


D'où  l'on  voit  que  les  trois  premiers  coefficients  s'obtiennent  d'abord 
sans  aucune  loi  ;  mais ,  à  partir  du  quatrième,  chaque  coefficietit  se 
forme  de  la  somme  des  trois  coefficients  qui  le  précèdent,  multipliés 

respectivement  par  —  -7 ,  — '  -7 ,  — -7 ,  savoir  :  —  3  pour  le  cOeffl- 

i      a         a  a  a 

cient  qui  précède  inunédiatement ,  —  ^  pour  celui  qui  précède  de 
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ûix  rangs ^  et— —  pour  celurqui  précédé  de  teois  rangs;  ainsi 

coefficients  A ,  B ,  G ,  D , . . .  foriïient  déjà  entre  eux  une  série 
7t4rfMte  dont  Nchikle  d^  relation  se  compose  de  ^  . 


\      a'*       !?'       àj  . 


Il  résulta  de  cette  loi  de  foriliatièa  des  coefflciaott^  qud  le  qua-* 
èine  terme  delà  série ,  Dar',  est  égal  à 

a  a  a 

b'  c'  d' 

1  bien ,  —  — ,  a?  ^  Ga?* :  ^* .  Ba?  -—  -7  :c* ,  A. 

a  a  a 

On  a  de  même ,  pour  le  terme  Ëa?*, 

a  a  a 


u  bieii,  _  -  a? .  D:r'  —  -  af  .  Cx*  * — fX^.Bxi 


b'       _   -       ^    -    «  •       «' 

—  a? .  D:r' -,  ar  .  to'  *-  -^, 

a  d  a 

u  ainsi  de  suite.         .  ' 

Done^  chaque  terme  jde  la  série  demandée  ^  à  partir  duqiiatrtèmci, 
§t  égal  à  la  somme  des  trois  termes  précédents^  multipliés respeer- 

veiîiént paï  I .x,—-x^^ r -^^  ) • 

Quant  aux  trois*  premiers  termes  ^^WP^»^  Car't  on  les  obtieqj^    • 
n  remplaçant  A,  B,  C ,  par  leurs  vareOTl'^bfcïîiî^  A-d^s%s.^^*^   1-    y  * 

1^4.  On  divise  les  séries  récurrentes  eh  différents  ordres;  et  l'ordre 
'estime  par  le  nombre  des  termes  nécessaires  pour  former  un  terme 
luelconque. 

à        -  - 

Ainsi,  l'expression   -,  donne  lieu  à  une  série  récurrente  du 

CL  ~T~  0  OC 

oremier  ordre,  dont  l'échelle  de  relation  est -x, 

« 

L'expression   ,,,,,,  ^  donnerait  lieu  à  une  série  récurrente 

a  +  b  iv  -f-  c  x^ 

lii  semd  ôMté  y  doilt  l^éehèlle  de  félàtidft  séM 

La  sérié  obtenue'  dans  le  numéro  précédent  e^t  dtt  troifeiëme  ordre. 
En  général,  une  expression  de  la  forme  ,     ,,  4,  '  a  j^ — A-Kx'^ 


236  Dis  PROGRESSIONS 

donne  naissance  "à  une  série  récurrente  du  n*^^  ordre,  dont  Téchelle 
de  relation  est  I  —  ^x,  — -a?%  ...,   — -;x*j. 

N.  B.  —  Nous  supposons  ici  que  le  degré  de  ^  soit  moindre  au 
numérateur  qu'au  dénominateur.  S'il  en  était  autrement,  [1  faudrait 
d'abord  faire  la  division  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances 
ascendantes  de  Xy  ce  qui  donnerait  un  certain  quotient  entier  par  TBjp- 
port  à  X,  plus  une  fraction  semblable  à  la  fraction  ci-dessus. 

Amsi,  sort  1  expression  — - —     ^  J — ~-  • 

a  — 5x  -j-  oar  —  x* 

ir*  +  4^'  —  3jr'  —  x-^i  )  — jî'  +  3x'' — 5x  +  a 


4-7X»—  Sx*+x 


]  — ^  + 


4-i3^  —  54ar-f"  i5. 

En  effectuant  la  division ^  on  trouve  pour  quotient,  —  â?  —  7,  et 
pour  fraction  complétant  ce  quotient, 

iZx^  —  Z/kx  +  i5  i5  — ^4^  +  ï3a?* 

*  ou 


La  propriété  énoncée  au  ti®  183  soufinrait  d'ailleurs  des  modifica- 
tions, si  le  numérateur  était  d'un  degré  plus  élevé  que  le  dénomi- 
nateur. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  sortes  de  séries,  qui  offirent  plu- 
sieurs questions  intéressantes  à  résoudre. 


fjif'^^f*^^  $4^^  fl$4. 


CHAPITRE  VI. 

THEORIE  DES  PROGRESSIONS  ET  DES  LOGARITHMES. 


"    V 


Ce  nouveau  chapitre  se  lie  naturellement  à  celui  qui  précède,  tant 
parce  que  le  premier  paragraphe  a  pour  objet  l'examen  des  propriétés 
de  deux  espèces  de  séries ,  que  parce  qu'il  offre  une  application  im- 
médiate de  la  théorie  des  exposants  d'une  nature  quelconque  ;  il  com- 
plète aussi  les  connaissances  algébriques  absolument  indispensables 
pour  l'étude  de  la  Trigonométrie  et  de  l'Application  de  P Algèbre  à  la 
Géométrie. 
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'  $  !•'.  —  DES  PROGRESSIONS  PIR  DIFFÉRENCE  ET  DES  PROGRESSIONS 

PAR  QUOTIENT. 

Progressions  par  différence  (*).  i       . 

185.  On  appelle  progression  par  différence  (ou  arithmétique)  une 
siiit^  de  termes  dent  chacun  surpasse  celui  qui  le  précède^  ou  en  est 
surpassé^  d'une  quantité  constante  que  Fou  appelle  raison  ou  diffé- 
rence de  la  progression. 
^    Ainsi,  soient  les  deux  suites 

»>     4>     7f  ïo,  i5,  i6,  19,  aa,  25,..., 
60,  56,  fTa,  4^,  44^  4o>  36,  32,  28,... 

La  première  est  dite  une  progression  croissante  dont  la  raison  est  5, 
et  la  seconde  une  progression  décroissante  dont  la  raisdn  est  4. 

Désignons,  en  général,  par  a,  ô,c,  d,  e,  /*,...,  les  termes  d'ujae 
progression  par  différence;  elle  s'écrit  ainsi  : 

T  a  .b  ,  c  ,  d  .e  ,  f  •  g*  A.î.A..., 

et  devrait  s'énoncer  :  Comme  ^est  à  b,  b  es^  à  c,  c  es^  à  d,  d  est  à 
e, ...;  mais  on  dit  simplement,  ^est  àh  est  àce^tàA  est  à  e... 

C'est  une.  suite  d^équidifférences  continues ,  où  chaque  terme  est  à 
la  fois  conséquent  et  antécédent,  à  Fexception  du  premier  qui  n'est 
qu'antécédent  y  et  du  dernier  qui  n'est  que  conséquent, 

486.  Appelons  r  Isl  raison  de  la  progression,  que  nous  supposerons 
croissaute  dans  tout  ce  qui  va  suivre.  (Si  elle. était  décroissante,  il 
suflSrait  de  changer  r  en  —  r  dans  les  riésultats.) 

Gela  posé,  on  a  évidemment,  d'après  la  définition  de  la  pro- 
gression, 

#6=:a+^^  c  =  b-\'r=:a-\'  2r,  d  =  c -\'r  =  a -\-Zr,.,.; 

et,  en  général,  un  terme  de  rang  quelconque  est  égal  au  premier^ 
plus  autant  de  fois  la  raison  qu'il  g  a  de  termes  avant  celui  que  Ton 
considère,  ' . 

Ainsi,  soient  /  ce  terme  et  n  le  nombre  total  des  termes,  jusqu'à 
celui-ci  infclùsivei^ent;  on  a  pour  ce  terme  général, 

/  =  a  +  (n  — i)r.  (1) 

En  eflfet,  soit  fait        n=  1,  2,  3,  4v  ; 

on  retrowre  successivement  tous  les  termes  de  la  progression. 
Si  la  progression  était  décroissante,  on  aurait,  au  contraire, 

/  =  a  —  (n  —  i)r. 


t 
\ 

4 


(*)  Quoique  la  plupart  des  propriétés  relatives  aux  progressions  par  différence 

et  t^ar  quotient  aient  été  développées  dans  notre  Arithmétique  ^  nous  ctoyons 

.devoir  les  reproduire  ici,  afin  de  présenter  un  ensemble  complet  de  ces  propriétés^ 


d'être  dit,  les  égalités  |  J~  J^^ 
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La  formule  (i)  sert  à  trouver  un  teraie  de  rang  quelconque, st 
qu'on  soit  obligé  de  déterminer  d'abord  ceux  qui  précèdent. 
Ainsi  y  pour  trouver  le  5o^  terme  de  la  progression 

^  1.  4*  7  •  10*  i3.  i6. 19  ...5 

on  fait         n  =  5o,    ce  qui  donne    ^5=;  i4-49»  3=  i4&- 

187.  Une  progression  par  différence  étant  donnée^  on  peut  s&(rc^ 
poser  de 

Déterminer  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes 

Soit  la  progression  ^a  .b  .c.  d .e.  f...,  i»  k  .  l,  prolongée ;:• 
qu'au  terme  /  inclusivement;  désigncms  par  h  le  nombfe  des  tarc^ 
et  par  r  la  raison. 

Remarquons  d'àboTd  que^  si  x  désigne  un  terme  qui  enaps^i 
lui,  et  y  un  terme  qui  en  a  /?  après  lui,  on  a ,  d'après  ce  qui  »i^ 

x^a  +  pxr, 
pxr; 

d'où  Ton  déduit ,  en  le»  cloutant, 

ce  qui  démontre  que,  dans  toute  progression, 

La  somme  de  deux  termes  quelconques  pris^  égale  distance  des  - 
trêmes  est  égale  à  la  somme  des  extrêmes;  ou  bien  encore,  les  o- 
extrêmes  et  deux  termes  pris  à  égale  distance  de  ces  extrêmes ^  fm^ 
une  équidiférence,  dans  l'ordre  où  ils  sont  écrits  : 

Ceci  admis,  écrivons  de  la  maniée  suivante  la  progressions 
dessous  d'elle-même,  mais  dans  un  ordre  inverse  : 

Ta.b.c t.k.l, 

tI  'k.i c  .b.a. 

Appelons  S  la  somme  des  termes  de  la  progression  proposée;  * 
sera  la  somme  des  termes  des  deux  progressions,  et  l'on  aoraî 
réunissant  les  termes  par  colonne  verticale , 

aS  =  (a+0+(^+ft)  +  (^  +  «)  +  --.  +  (**  +  ^)  +  (A+6)  +  (H^ 
ou  bien,  comme  toutes  les  parties  û  +  /,  *  +  ft,  c  + 1, , . . ,  sont  eji- 

et  en  nombre  n,  2  S  =  (a  +  /)nj 

donc,  enfin, 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  termes  d^une  progression  par  diffère^ 
est  égale  au  produit  dé  la  somme  des  extrêmes  multipliée  par  la  mott 
du  nombre  des  termes. 
Si>  dans  cette  formule,  on  remplace  /  par  sa  valeur  a  -f-  (n— 1 


y 


1 


Obtient  encore       S=.  ^^^  +  (^-^)^^^ 

is  la  première  expression  est  la' plus  usitée. 

APPLICATIONS.  —  On  demande  la  somme  des  ^o premiers  termes  de  la 

agression  -r  a  .  9  ,  16  .  ^3 .  3o. . . . 

3n  a  d'abord,  porrr  le  5o*  terme, 

;=a  +  49, 7  =  345; 

^      {a  +  345).5o      ,,  ».««•. 

ne  .      8  =  ^   ^  ^  ^ — =347X25  =  8675. 

*    •  a 

On  trouverait  de  même,  pour  le  100*  terme, 
y  pour  la  somme  des  100  premiers  termes  j 

a 

iâS.  Les  formules  (1)  et  (a)  renferment  cinq  quantités,  a,^r,n,  l 
t  S ,  et ,  par  conséquent,  donnent  lieu  à  ce  problème  général  : 

Trois  quelconques  de  ces  cinq  quantités  étant  données  ^  déterminer 
es  deux  attires^ 

Ce  problème  se  subdivise  en  autant  de  ^  problèmes  particuliers 
[ue  l'on  peut,  avec  5  lettres,  former  de  combinaisons  différentes 
i  d  a  ,  ou  3  à  3.  Or  on  a  obtenu  (n**  147),  pour  ces  nombres  de  com- 
>inaisons, 

m[m — 1)  m{m — i)  (»*  —  a) 

■■  "■  ■  ■   !■■  I ■      et     ■»  >■  ■» '  '  —  '  ■■'■■■■» 

a  a. 3 

5X4 

Faisant,  dans  ces  formules,  wi  =  5,  on  trouve-—^ — •  ou  10,  et 

a 

2_ —  ou  10  ;  d'où  l'on  voit  que  5  lettres  combinées  trois  à  trois,  • 

2.3 

donnent  le  même  nombre  de  combinaisons  que  5  lettres  combinées 
deux  à  deux.  [Ce  résultat  s'accorde  avec  la  conséquence  du  n*  150.] 
Ainsi;  le  problème  ci*dessus  se  subdivise  en  10  problèmes  parti- 
culiers, dont  voici  les  énoncés  : 

• 

Étant  donnés,      1*.  a,  r,  n,  trouver  /  et  S;   ^ 

a*,  a,  r,   /,  n  et  S; 

3^  a,  r,  8,  n  et  /; 

4°.  a,  n,  /,  ,  r  et  8; 

5^  a,  n.  S,  r  et  l; 

6*.  a,   /,  S,  r  et  n; 

7\  r,  n,  l,  a  et  8j 

8^  r,  »,  8,  .......  a  et  /; 

9*.  r,  ^,  S,  a  et  n; 

lo*.  n,  /,  S,  a  et  r. 
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Le  premier  problème  est  déjà  résolu ,  puis  que  les  deux  fomè 
donnent  immédiatement  /  et  S  en  fonction  de  a,  r,  n.  Quant c 
suivants,  leur  résolution  n'offre  aucune  difficulté;  mais  nouses^ 
geons  les  commençants  à  les  traiter  successivempnt^  cet  exerc 
étant  très-propre  à  les  familiariser  avec  la  résolution  des  éqmkt 
du  premier  et  du  second  degré;  car  [il  est  bon  d'en  faire  la  ree 
que],  bien  que  les  quantités  a,  r ,  n,  /  et  S  ne  soient  affectées  d'i:- 
cun  exposant  dans  les  deux  formules^  on  est  cependant  coodui! 
résoudre  une  équation  d  u  second  degré  lorsque  a  et  n ,  ou  bien  /  ei 
sont  inconnues;  parce  que  ces  quantités  entrent  à  la  fois  àm'c 
deux  équations ,  et  sont  multipliées  entre  elles  dans  la  seconde. 

N.  B.  —  Il  est  aisé  d'expliquer  pourquoi,  dans  ces  deuxpr 
blêmes,  la  détermination  de  chacune  des  inconnues  doit  dépai 
d'une  équation  du  second  degré: 

Soit,  en  effet,  la  progression  décroissante 

f  1 1  «9 . 7 .  5 . 5  . 1  •  —  1.  —  3.  —  5^... 

On  voit  que  la  somme  des  trois  premiers  termes,  aussi  bien  que  : 
somme  des  neuf  premiers,  est  égale  à  27.  Donc,  si  l'on  dooi. 
a  =  1 1,  r  =  —  2,  S  =  27,  et  qu'on  demandât  /  et  n,  on  devr* 
obtenir  les  deux  systèmes  /  =  7,  n  =  3,  et  /  =  —  5,  n  =  ^',k 
*la  détermination  de  n,  par  exefnple,  doit  dépendre  d'une  équati 
du  second  degré. 

489.  Nous  nous  bornerons  à  résoudre  le  quatrième  problèi» 

c'est  le  cas  où. 

Connaissant  SL^netl^  il  s* agit  de  déterminer  r  et  S. 

l  —a 
La  formule      /  =  a  -|-  ( «  —  1  )r    donne    r  =  -^ ; 


n —  1 


la  -U  l)n 
et  la  formule  S  =  ^ —       ^    fait  connaître  immédiatement  S. 

2 

/ a 

De  la  première  expression,  r  = ,  on  déduit  la  solution t 

cette  question  : 

Insérer  entre  deux  nombres  donnés  a,  et  h  un  nombre  m  de  motp- 
DIFFÉRENTIELS.  (Ou  appelle  ainsi  des  nombres  compris  entre  a  et  M 
fomiant  avec  ceux-ci  une  progression  par  différence.  ) 

Pour  résoudre  cette  dernière  question,  il  suffit  de  déterminer 
raison;  or,  en  remplaçant^  dans  la  formule  ci-dessus,  /  par  b,  et 
par  (m  +  a}j  qui  exprime  actuellement  le  nombre  total  des  leriDS 

^                          b  —  a                          b  —  a 
on  trouve    r  =  — ; ,    ou    r  = • , 

-  c'est-à-dire  que  la  raison  de  là  progression  cherchée  s'obtient  en  ih}" 
sant  la  différence  des  deux  nombres  donnés  ^  eth  par  le  nombre*' 
termes  à  insérer^  plus  un. 


1 
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La  raison  une  fois  obtenue^  on  forme  le  second  terme  de  la . 

progression^  ou  le  premier  moyen  différentiel  y  en  ajoutant  r  ou 

b  —  a 

'  au  premier  terme  a;  le  second  moyen  s^)btient  en  augmentant 

celui-ci  de  r;  et  ainsi  de  suite. 

Soit  à  insérer  i  a  moyens  différentiels  entre  12  et  77. 

^                77  —  1 3       65       ^-  .  -         ,  "     . 

On  a    r  = -—  =  -~  =  5,    ce  qui  donne  la  progression 

T  la .  17  .  23  .  a7  .  3a  .  37  . . .  7a .  77. 

CoNsiÈQUENCE.  —  Si,  entre  les  termes  consécutifs  d'une  progression 
par  différence  y  considérés  deux  à  deux,  on  insère  un  même  nombre  de 
moyens  différentiels,  ces  termes  et  les  moyens  différentiels  réunis  ne 
'  forment  quune  seule  et  même  progression. 

En  effet,  soient  ra.b.c.d.e.f,..  la  progression  proposée,  m  le 
nombre  des  moyens  à  insérer  entre  a  et  6,  entre  b  et  c,  c  ei  d,. ..  . 

La  raison  de  chaque  progression  partielle  sera,  d'après  ce  qui 

vient  d'être  dit,  exprimée  par  — ; — ,     — ; — ,     — ; — ,. .,, 

m-f-  i        m-f-  i        m-f-  i 

quantités  toutes  égales,  puisque  a,  b^  c,. ..  sont  en  progression  : 

ainsi  la  raison  est  la  même  dans  chacune  des  progressions  partielles  ; 

et  comme  d'ailleurs  le  dernier  terme  de  la  première  est  le  même  que 

le  premier  terme  de  la  seconde,  et  ainsi  de  suite ,  on  peut  conclure 

que  toutes  ces  progressions  partielles  constituent  une  progression 

unique. 

-^   190.  Voici  les  énoncés  de  quelques  problèmes  : 

Première  question.  —  Déterminer  le  premier  terme  et  le  nombre  des 
termes  d'une  progression  par  différence  dont  la  raison  est  6  y  le  dernier 
terme  i85,  e^  la  somme  2945, 

[Réponse.  Premier  terme  =  5,  nombre  des  termes  3=  3i.] 

Seconde  question.  —  Insérer  entre  deux  quelconques  des  termes  de 
la  progression  f2.5.8.ii.i4**«^  neuf  moyens  différentiels. 

[Réponse.  Raison,  our  =  o,3.] 

•  Troisième  question.  -^  Trouver  le  nombre  d'hommes  contenus  dans 
nn  bataillon  triangulaire  dont  le  premier  rang  est  1,  Iç  second  est  2, 
le  troisième  est  5,  et  le  n'^*  est  n.  En  d'autres  termes,  trouver  l'ex- 
pression de  la  somme  des  nombres  naturels  1 ,  a,  3^  ... ,  depuis  a 
jusqu'à  n. 

[Réjxme.      S  =  îîl^).]  '  ^      . 

QuATRièME  QUESTION.  —  Trouvcr  là  somme  des  n  premiers  termes  de 
la  progression  des  nombres  impairs  1,  3,  5,  7,  9,  .  1 . . . 
[Réponse',    S  =  n*,  ou  le  carré  du  nombre  des  termes'.] 
AlQ.  B.,  if  éd.  16 
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CmQuiim  quiottoîi .  —  Un  monceau  de  sable  est  distant  d'une  allée 
d^  arbres  y  de  4©  mètres;  elle  exige  ^  pour  être  sablée,  loo  voitures ,  à 
6  mètres  d'intervalle  l'une  de  l'autre.  —  On  demande  le  chemih  que  le 
voiturier  doit  faire,  la  première  voiture  étant  déjjosée  à  4o  metf^es  du 
monceau  de  sable ,  et  la  voiture  devant,  à  la  fin,  revenir  à  l'endroit 
d'où  elle  était  partie. 

{Réponse,    67400  mètres.] 

SixiÈHB  QUESTION.  —  Un  fontossin  fait  i  o  lieues  par  jour;  un  cava- 
lier pm^t  en  même  temps  ^  et  ne  fait  qve  3  lieues  le  premier  jour  ;  mais, 
chaque  jour  suivant ,  il  fait  a  lieues  de  plus  que  le  précédent*  —  On 
demande  en  combien  de  jours  le  cavalier  atteindra  le  fantassin^  et  com- 
bien ils  auront  fait  de  chemin  chacun. 

[Nombre  de  jours ^  8;  chemin^  80  lieues.] 


64,  i6,      4,     I,  '7,-^,..., 


Jû  tHi^u^''  è'I  •  Des.  Progressions  par  quotient. 

191.  On  appelle  progression  géométrique  ou  par  quotient,  une  suite 
de  tenues  dont  chacun  est  égal  au  produit  de  celui  qui  le  précède^ 
jpar  un  nombre  constant  que  l'on  nomme  raison  de  la  progression; 
unsi  les  deux  suites 

5,    6,    la,  24,  48,  96,..., 

1     1 

4' Te 

dont  la  première  est  telle  ^  que  chaque  terme  contient  celui  qui  le 
précède  deux  fois,  ou  est  égal  au  double  de  celui  qui  le  précède ,  et 
dont  la  seconde  est  telle ,  que  chaque  terme  est  contenu  dans  celui 
qui  le  fTéœde  quatre  fois,  ou  est  égal  au  quart  de  celui  qui  le  pré- 
cède ,  sont  dites  des  progressions  par  quotient;  la  raison  est  a  pour  la 

1 
première^  et  j  pour  la  seconde. 

Soient  a,  J,  c^  d,e,f,...  des  nombres  en  progression  par  quotient j 
on  récrit  ainsi  : 

~  Traibic:  d:e:f:g.... 

et  on  rénonce  comme  une  progression  par  différence,  quoiqu'il  y  ait 
cette  distinction  à  faire,  que  Tune  est  une  suite  de  différences  égales, 
et  l'autre  une  suite  de  quotients  égaux ,  où  chaque  terme  est  à  la  fois 
antécédent  et  conséquent,  excepté  le  premier ,  qui  n'est  qu'antécédent, 
et  le  dernier,  qui  n'est  que  conséquent. 

192.  Désignons  par  g  la  raison  de  la  progression  [q  étant  >  1  lors- 
que la  progression  est  croissante,  et  <  1  lorsqu'elle  est  décroissante]; 
on  déduit  de  la  définition  même  la  série  des  égalités 

b=:aq,    Ci=ibq:=iaq*f    dssieq^szaq^,    cs=idq  =  aq^f..ti 
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2Ad 


f  en  général;  soient  /  un  terme  de  rang  quelconque^  n  le  nombre 
tal  des  termes,  oa  a  la  formule 


/  =  aq 


tt-i 


••■(») 


i  nioyen  de  laquelle  on  peut  obtenir  la  valeur  d'un  terme  quelcon- 
je^  sans  passer  par  tous  les  termes  qui  précèdent. 
Par  exemple,  le  8*  terme  de  la  progression 

^a:6:  i8:54:  ..r  "     . 

il  égal  à  2  X3' '=  a X  2187  =  4374. 

De  méme,le  la* terme  de  cèllerci :         W64  ï  16  : 4  :  |  :  . . • 

stégalà  .64(^-j    =-  =  ~  =  ^^^.^      . 

193.' Soit  maintenaiSt  proposé  de  déterminer  la  gomme  iesnpre* 
%iers  termes  de  la  progression 

Haibzc:  d:e:  f^:  ..^i:k:l, 

désignant  le  n«^*^  terme. 
On  a  (n*  192)  les  égalités 

):=zaq^      €  =  bq,      d^^cq,      €=idq,...,      k=siiq,      ls=:kq; 

Voix  Vxyn  déduit  5  en  les  ajoutant  membre  à  membre , 

bJ^e  +  d  +  e...+k  +  l  =  {a  +  b  +  c  +  d+r'..  +  %  +  k)q; 

>u  bien,  représentant  par  S  la  somme  demandée, 

S — a  =  (S  —  l)q=Sq-r-lqy    ou    Sq—S^lq—a,; 

_lq  —  a^ 


ionc 


9  = 


(») 


c'est-à-dire  que,  pour  obtenir  la  somme  d'un  nombre  déterminé  de 
termes  d'une  progression  par  quotient,  il  faut  multiplier  te  demieT*  - 
terme  par  la  raison ,  retrancher  du  produit  le  premier  terme,  et  rfftnf- 
ser  la  différence  par  la  raison  diminuée  d^une  unité. 

Lorsque  la  progression  est  décroissante,  on  a      î<i»/<«;, 
et  il  couvrent  de  mettre  la  formule  ci-dessus^  sous  la  forme 

a — Iq  '  . 


S  = 


i—q 


afin  que  les  deux  tennes  de  la  fraction  soient  positils. 
Les  deux  expressions  de  S  deviennent  encore ,  par  la  substitution 

deas-'àlaplacedeZ,  S  =  ^^^— î-t    et    S  =  ^^'~^l 

On  trouvera  >  d'après  les  foemuleiB  précédentes  : 


%'' 
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t*.  Pour  la  somme  des  8  premiers  termes  de  la  progression 

^a:6: 18:  64: ...:  5X3"    ou   4574, 

8==,  {iZ:f  =  1^1^11:2  =  656o; 
q—i  3 

a*.  Pour  la  somme  des  la  premiers  termes  de  la  progression 

-64:16:4:1:^:..    :64Q)"<'« 65556' 

Il  > 

64— 3— ri.7       i56  — 


e5556'4_  65556 _,;,    a  1845 

S j^ 3     .  ''*"''65536- 

:  '■  -   ^"4    ■       .       . 

^       On  voit  que  la  difficulté  principale  consiste  à  déterminer  la  n- 
'^^ïeuT  numérique  du  dernier  terme,  opération  très-laborieuse  lorsqor 
le  nombre  des  termes  est  considérable. 

"'^ ;       194.   Remarqite.  —  Si  dans  ^  la  formule    S  =  — ^^ \  on  wp- 

•  -^  pose  j  =  1 ,  elle  devient    S  =  -. 

*         »       Ce  résultat,  qui  est  quelquefois  le  symbole  de  TindéterminatioD. 

*:^  provient  souvent  aussi  (n*"  73)  de  l'existence  d'un  facteur  cominuii 

^;  qui  devient  nul  par  une  hypothèse  particulière  faite  sur  les  dooDéë 

^  de  la  question.  C'est,  en  effet,  ce  qui  a  lieu  dans  cette  circonstaDce. 

^  ^  car  on  sait  (n^  31)  que  l'expression  ;*" —  1  çst  divisible  par  q—u 

.-  et  donne  pour  quotient 

'.J    '  ?-*  +  ?-«  +  ?-»+.. .  +  9  +  1. 

Si  Ton  effectue  jcette  division,  la  valeur  de^S  prend  la  forme 

.    S  =  aj*^* +  09'*"* +  «?""'  + •••  +  ÛJ 4- «> 
zj    d'où,  faisant  maintenant  y=i,      S3=a4-a-|-<i.-.+a  =  nû. 

On  peut  parvenir  au  même  résultat  en  remontant  à  la  progression 
r     proposée  H  a  :  4  :  c  :  ...  :  /, 

^  \  qui,  dans  le  cas  de  y  =  1 ,  se  réduit  à       tt  «  :  a  :  a  :  a  : . .,  :  «, 
»  série  dont  la  somme  est  égale  hna.  —.-_.- 

'  •*  '  '  ;'-  /    195.  Des  progressions  infimes  par  quotient,  —  Soit  une  progressioo 

décroissante  ^a:  b:c:d:e:  f:  .... 

àT  d'un  nombre  infini  de  termes.  . 

;^        La  formule  S  = ^  peut  être  mise  soùs  la  forme 

i—q 

a  aq' 


r»i. 


S  = 


—  9 


i 


#, 


Or,  puisque  la  progression  est  décroissante,  q  est  une  fraction; 
q""  est  aussi  une  fraction  qui  sera  d'autant  plus  petite  que  n  sera 
plus  grand  :  ainsi,  plus  on  prendra  de  tenues  dans  la  progression, 

p,„s  ^^X5«  diminuera;  plus,  ^.conséquent,  la  somme  par, 

tielle  de  ces  termes  approchera  de  (Revenir  égale  à  la  première  partie 
de  S.  Enfin,  si  l'on  prend  pour  n  un  nombre  plus  grand  que  toute 

grandeur  donnée ,  ou  si  Ton  suppose  n  =  oo ,  ►  x  q""  sera 

moindre  que  toute  grandeur  donnée,  ou  deviendra  égal  à  o;  et 

l'expression        - 

représentera  la  valeur  de  toute  la  série. 
D*où  Ton  peut  conclure  que  . 

La  somme  des  termes  d'une  progression  décroissante  à  Pinfini 

^                               a 
a  pour  expression  S  = -,  ,  -*  (3) 

C'est,  à  proprement  parler,  la  v/tVwîV^  vers  laquelle  tendent  sans 
cesse  toutes  les  sommes  partielles  que  Ton  obtient  en  prenant  un 
nombre  de  termes  de  plus  en  plus  grand  dans  la  progression.  La 

diiférence  entre  ces  sommes  et peut  devenir  aussi  petite  que 

l'on  veut ,  et  ne  devient  tout  à  fait  nulle  que  lorsque  l'on  prend  un 
nombre  infini  de  termes. 

Applications.  --^  Soit  la  progression  décroissante  à  l'infini 

I     i      1       1  ^ 

3    9    27    8i 

On  a^  pour  l'expression  de  la  somme  deà  termes, 

1  — ?       a 

L'erreur  que  Ton  commet  en  prenant  cette  expressio^  pour  la  valeur 
de  la  somme  des  n  premiers  termes  est  marquée  par 

3  /i\  '         1  11 

Soit  d'abord  n  =  5  :  il  vient  -(;-)=  — •—  =  ----. 

a  \3/       a. 3*       i6a 

.   Pôur«  =  6,     ontrt,uve      ^  Q)^=  7^ •  g  =  4^- 
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D'où  l'on  voit  que  Yerreur  commise  lorsqu^on  prend  —  pour  b 

somme  d^un  certain  nombre  de  ^termes,  est  d'autant  plus  petite  ci: 
ce  nombre  est  plus  grand. 
Soit  encore  la  progression 

1  1     I      1       1 

2  4     8     i6     32 

a 

On  à  S  = =2. 

i—q 

196.  L'expression  S  = peut  être  obtenue  directement  dV 

près  la  progression  ir  a  l  b  :  c  :  d  :  e  :  f  :  g  i  .... 

Reprenons  les  équations *J  =  aq,  c  =  bq^  d  =  cq^  e  =:dq,... 
dont  le  nombre  est  indéfini,  et  ajoutons-les  membre  à  membre;. 
vient 

Or  le  premier  membre,  étant  évidemment  la  série  proposé: 
diminuée  du  premier  terme  a,  a  pour  compression  S  —  a;  le  seoocc 
membre  est  égal  à  q  multiplié  par  la  sérié  tout  entière ,  puisqu'il  c  • 
a  pas  de  dernier  terme,  où  que  ce  derni^  terme  est  nul,  enta: 
que  la  série  est, décroissante  à  l'infini;-  Texpression  de  ce  seciiti^ 
membre  est  donc  ^S^  et  Tégalité  ci-desdus  devient 

S-.  =  gS,      d>où      S  =  -^. 

i—q 

Et,  en  effet ,  si  Ton  développe en  série ,  par  \^  procédé è 

la  division ,  on  trouve  le  résultat  indéfini ,  a  +  ûg  +  ^Ç^  +  ^^  +  • 
qui  n'est  autre  que  la  série  proposée,  lorsqu'on  y  remplace  ô,f. 
d, . . ,  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a. 
Autrement  encore.  —  Soit  la  progression  ff  a  :  ag  :  aq*  :  aq^ ,.., 

et  posons       S  =  û  +  «?  +  «î*  +  0?^  +«?*  +  <*?*  +  •••  ; 
d^oii,  multipliant  les  deux  membres  par  q^ 

qS  =  aq-{-  aq^  +  ^î'  +  ^î*  rf  aj*  +  . . . . . 
Retranchons  ces  deux  équations  membre  ii  membre  >  il  vient 

a 

S  —  û-S  =  a:    .  donc,  enfin ,  S  = . 

1  —  q 

ê 

197.  Lorsque  la  série  est  croissante,  Texpression  S  = ne 

peut  plus  être  regardée  conime  une  limite  des  som$ne&.  partielles; 
car  la  somme  d'un  nombre  déterminé  de  termes  étant  (n'  193. 
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=  7~I 3~  ?  '^  seconde  partie    _  i  pugmente  de  plus  en 

lus  nuiBériquement  à  mesure  que  N  augmente^  (fest-à^dire  qu'au 
intraire  ,  plus  on  prend  de  termes ,  plus  l'expression  de  la  sônuoe 

e  ces  termes  diffère  numériquement  de  -^ — • . 

i-q 

La  formule  9pz — •■ — est  seulement,  dans  ce  cas,  l'expression 

ilgébrique  qui,  par  son  développement,  donne  lieu  à  la  série  a  ^^o? 

^aq^  ^ag^ 

Il  se  présente  ici  une  circonstance  qui  paraît  singulière  au  premier 
ibord. 

Puisque  —  est  la  fraction  génératrice  '  de  la  série^  on  doit 
avoir 

=  a  4"  ûj  +  aq*  +  ûj*  +  «j*  +  •  •  •  • 


Or,  en  faisant  dans  cette  égalité ,  a  =  i ,  ;  =  a ,  on  trouve 

ou   —1  =  1+3  +  4  +  8  +  16  +  32+..., 


i**-M- 


1  —  2 


équation  dont  le  premier  membre  est  négatif,*  tandis  que  le  second 
semble  positif,  et  d'autant  plus  gran^  que  q  est  lui-même  plus  grand. 

Pour  interpréter  ce  résultat ,  observons  que  si  >  dans  l'équation  ci- 
dessus  ,  on  arrête  la  série  à  un  certain  terme  ^  il  faudra,  pour  que 
Inégalité  subsiste ,  compléter  le  quotient. 

Ainsi,  en  s' arrêtant ,^par  exemple,  au  quatrième  terme  aq*, 


a 


i—q 

ta  +  aq-^'aq^  +  aq^ 

+■■ 

i—q 

If  reste  +  aq 
2»  +  aq^ 

3*  +  û^'' 

4*  +«?* 

on  doit  ajouter  au  quotient  obtenu  l'expression  fractionnaire  — ^ — , 
ce  qui  donne  rigoureusement 


=  a  +  aj'  +  o^^*  +  ûj'*  + 


i  —  q  i—q 

Si  maintenant  on  fait  dans  cette  équation  exacte ,  a  ==  i,  J  =  2 , 
il  vient  — 1  =  1  +  2  +  4+  S  —  i6; 

égalité  qui  se  vérifie  d'eUe-même, 
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En  général ,  toutes  les  fois  qu'une  expression  en  x  9  que  nous  dr- 
signerons  par  f{x)y  et  qui  s'énonce  fonction  de  x,  est  développée»! 

une  série  de  la  forme  a -f  te  +  cx^  +  dx* -{-.,. 

on  n*a  rigoureusement  f(x)  =a  +  bx-{-  ex*  +  dx*  -f .. . 

qu'autant  que  Ton  conçoit ,  en  s'arrétant  à  un  certain  terme  dans; 
second  membre ,  la  série  complétée  par  une  autre  expression  en  z 
Or,  lorsque  la  série  est  du  nombre  de  celles  que  Ton  nomme  co^- 
vergentes^  l'expression  qui  sert  à  la  compléter  peut  être  conçue  aui 
petite  que  l'on  veut;'  et  il  est  permis  de  là  négliger  au  delà  di 
\»rtain  terme  de  la  série  (*) ,  laquelle-fournit  alors  une  valeur  appro- 
chée de  la  fonction  proposée. 

198.  Bemarqui.  —  Nous  terminerons  les  principes  relatifs  am. 
progressions  infinies  par  Tobservation  suivante  :  il  résulte  de  la  déî- 
nition  des  progi^essions  par  quotient  (n**  194),  qu'on  peut  les  regai^ 
comme  «des  séries  récurrentes  du  premier  ordre,  dont  Y  échelle  k 
relation  est  la  raison  de  la  progression  [voyez  n°  .484).  Ce  rappro- 
chement est  propre  à  faire  connaître  l'origine  des  progressions  pro- 
longées à  l'infini.  Elles  doivent ,  Comme  les  séries  récurrentes  en  gé- 
néral, leur  naissance  au  développement  d'une  fraction  algébrique 
rationnelle  en  série.  Nous  avons  donné  (n®*  495  et  496)  les  moyecî 
de  trouver  cette  fraction  générafrice  pour  les  progressions  en  parti- 
culier. .No4is  verrons  plus  loin  les  moyens  de  résoudre  la  méiot 
question  pour  toutes  les  séries  récuf rentes.  *^^^/^VWt^  I  ?  J 

499.  La  considération  des  cinq  quantités  a,y,n,  /,etS,((fc 
entrent  dans  les  deux  formules  (1)  et  (2)  obtenues  n~  492eH93.  1 
donne  encore  lieu  à  dix  problèmes  particuliers  dont  les  énoncés  ne 
diffèrent  des  énoncés  relatifs  aux  progressions  par  différence  (n*  488 
,  qu'en  ce  que  la  lettVe  r  est  remplacée  par  q.  Mais  nous  nous  propo-  ' 
serons,  comme  pour  les  progressions  par  différence,  de  déterminer; 
et  S ,  connaissant  a ,  /  et  n. 


-        l  II 

Or  la  première  formule  donne  ^*  =  e^  ^'^^  9  =  V"? 


eo 


reportant  cette  valeur  dans  la  seconde  ^mule,  on  obtiendrait  la 
valeur  de  S. 


n— 1  r- 


L'expression  y  =  \/  -  fournit  le  .moyejQ'de  résoudre 'cette  ques- 
tion : 

Insérer  entre  deux'  nombres  donnés  a,  et:h  un  nombre  ra  de  moteb 
PROPORTIONNELS ,  C'est-à-dire  m  quantités  fprmant  avec  a  e<  b ,  coma- 
dérés  comme  extrêmes ,  une  progression  par  quotient. 

(*j  Foye;^,  à  la  fin  de  ce  chapitre,  une  note  relative  à  la  cûnTergence 
itéries.  .^ 


PAR  quotieut.  '  lUIK) 

^       ■  '0 

Il  su£St^  pour  cela,  de  connaître  la  raison*  Or  le  nombre  des  termes 
insérer  étant  m ,  le  nombre  total  des  termes  n  est  égal  à  m  +  a  ; 
\x  a  d'ailleurs  lz=b.  Ainsi ,  la  valeur  de  q  devient 

m+l  i- 


=yi^ 


est-à-dire  qu'il  faut 

Diviser  les  deux  nombres  donnés  h  et  o.  l'un  par  r autre ,  puis  «x- 
"aire  du  quotient  une  racine  d'un  degré  marqué  par  le  nombre  dés 
ynnes  à  insérer ^  plus  un.  ♦        ' 

La  progression  est  alors 

Ainsi  y  soit  à  insérer  6  moyens  proportionnels  entre  les  nombres 
(et  384. 

On  a      m  =  Qy      d'où      q  =  K/ ~=:^'^  =  ^; 
le  qui  donne  la  progression 

ff  5  ;  6 :  12  :  24  :  48  :  96  :  192  :  384. 

Nous  ferons  bientôt  connaître  des  moyens  plus  expéditifs ,  dand 
es  applications  numériques^  de  calculer  le  nombre  exprimé  par 

Nous  ne  nous  arrêterons  point  à  démontrer  que,  - , 

Si  entre  les  termes  consécutifs  d'une  progression  par  quotient ,  consi- 
dérés deux  à  deux^  on  insère  un  même  nombre  de  moyens  propor^ 
Honnels ,  toutes  les  progressions  ainsi  formées  constituent  ur^e  progres- 
sion unique. 
LsL  démonstration  est  analogue  à  celle  du  n""  489. 

200.  Des  dix  problèmes  principaux  que  Ton  peut  se  proposer  sur 
les  progressions  9  quatre  sont  susceptibles  d'être  résolus  facilement. 
En  voici  les  énoncés ,  avec  les  formules  qui  y  sont  relatives  : 

1*".  a,  qy  n  étant  donnés^  trouver  /  et  S. 

3'.  a,  n^  /  étant  donnés,  trouver  9  et  S. 

■    n-l  »-t  •> 


=Vi-  '- 


sp  ~  )/â 


â 


3*.  9,  n,  l  étant  cloiuiés,  trouver  a  et  S. 

, L_    g-  ^(y'-o 

4*.  9,  n,  S  étant  donnés,  trouver  a  et  /. 

.    S(y-i)  8g"-«.(y-i) 

î"  —  1  ç^  —  *  . 

Deiut  autres- problèmes  dépendent  de  la  résolution  d'équations 
d'un  degré  supérieur  au^second  :  ce  sont  ceux  où  Ton  suppose  in- 
connues les  quantités  a  et  q^  ou  bien  l  et  q. 

En  effet,  de  la  seconde  formule  on  déduit  a=ilq  —  Sj'  +  S;  d'où, 
substituant  cette  valelir  de  a  dans  la  première  '  1  =  05^*, 

l^[lq-Sq  +  S)q^\ 

OU  bien,  (S  —  /) ?*—  SgT^  +  ^  =  0, 

équation  du  degré  n  que  nous  n'avons  point  encore  appris  à  ré- 
soudre. 
U  en  serait  de  même  si  Ton  voulait  déterminer  /  et  j^ .-  on  jiarvien- 

drait  à  l'équation»  aq*"  —  S j'  +  S  —  «  =  o. 

201.  Enfin ,  les  quatre  autres  problèmes  conduisent  à  la  résolution 
d'équations  d'une  nature  toute  particulière  :  ce  sont  ceux  où  n  est 
inconnu^  ainsi  que  Tune  des  quatre  autres  quantités. 

D'abord ,  la  seconde  formule  doune  aisément  la  valeur  de  l'une  des 
quantités  a,  q^  /,  et  S,  en  fonction  des  trois  autres;  ainsi ^  tout  se  ré- 
duit à  déterminer  n  au  moyen  de  la  formule  /  =  ag^^^. 

Or  cette  égalité  revient  à        ^"  =  — , 

a 

< 

équation  de  la  forme  c^:=b^  aeib  étant  des  quantités  connues. 

On  appelle  ces  sortes  d*équations,  équations  exponentielles^  pour  les 
distinguer  de  celles  que  nous  avons  considérées  jusqu'à  présent,  et  • 
dans  lesquelles  l'inconnue  est  élevée  à  des  puissances  marquées  par 
des  nombres  connus. 

Occupons-nous  donc  de  la  résolution  de  ces  sortes  d'équations  aux- 
quelles se  rattache  une  des  théories  les  plus  imp(M*tantes  des  Mathé- 
matiques,  la  théorie  des  logarilluneSé 

—  I  II.  —  TSÉORIfiS  DES  QUANTITÉS  EX^ONÉÎfriBLLES  ET  DES 

LOOAKITILMES. 

Résolution  de  Véquation  a"*  =  b.' 

SO^.  La  question  consiste  à  trouver  V exposant  de  la  puissance 
à  laquelle  il  faut  élever  un  nombre  donné  a,  poUi*  produire  im  autre 
nombre  donné  b.  ~  . 


DE  l'équamoh  ÉXÏ^ENTIELLB.  '  IttA 

25onsidérons  d'abord  quelques  cas  particuliers. 

x^""  Exemple:  2*==64.       ~  ^ 

En  élevant  2  à  ses  diiférèntes  pui$sances,  on  reconnaît  bientôt 
Le  2^  =  64,  donc  a?=  6  sâtisfait^à  Téquation. 

a™«  Exemple:  3*  =  a43/ 

On  a  pour  solution,  5?  =  5. 

En  un  mot,  tant  que  b  sera  une  puissance  parfaite  du  nombre  a, 
sera  un  nombre  entier,  que  l'on  obtiendra  par  l'élévation  de  a  à 
s  puissances  successives  à  partir  du  degré  0. 

'5°^'' Exemple  :  /'       2*=:*6.  ^  (1) 

» 

En  faisant  a7  =  2,  et  j?==3,  on  trouve  2' =^4,  et  a'srSj  d^où 
ou  voit  que  x  a  une  valeur  comprise  entre  2  et  3. 


1      .  .     .    ,'        ^     .  V 


Posons  donc    a;  =  2  +  — ,     [x*  est  alors  >  1). 

X  * 


On  a,  en  i^ubstituant  cette  valeur  dans  la  proposée, 

,   £  -  -  '         i      3        ^  -       i 

a '■«''=6,    ou    (nM72).   2»X3*'t=6;     donc     »*'  =  .-,.        t-''z, 

k       .  1 

t,  par  conséquent,  (-]  =2.  -         (^;    ^  •' 

Pour  déterminer  x^ ,  faisons  successivement      a?'  ==  i.,-  a?'  =  2  ; 

/3\'  3  ,       /3\»  9 

m  trouve     l-j        ou     -<ti      et      (-j-ou      7>2. 


9 
4 

Ainsi,  x'  est  compris  entre  i  et  2. 


Posons  donc ,    57'  =  1  «f -^      (a?"  est  aussi  >  i)^^ 
On  obtint ^  en  substituant  dans  l'équation  (a]  cette  valeur  de  orV 

ôurédttilaAt,     ;  /jj    »c-n    '  (3) 

Pour    ^îï'ii:!      t\     Sf'^lly     ôfi  a  " 

/4\*  45,         /4\>    '       16      3 

Al)   ^^  i<2     ''     (i)   ^^  "->- 


9    a 


Âiùsi  aî^  es!  côtnpris  entre  1  et  2. 
Soit  donc  -  a/'-=»  1  -|-  -7,  i 


d'oii  iMiiisml,  (î)''=|-  Ml 

En  opérant  sur  cette  équation  comme  sur  les  (Hrécédmites,  on 
trouverait  que  iT  est  compris  entre  a  et  3. 

Soit      Qf'=L^'\ — ^;    réquation  en  sf  devient ,  toute  rédaction 

Une  nouvelle  opération  donnerait 

x'^  =  a  +  -^. 
Et  ainsi  de  suite. 
Rapprochons  actuellement  les  équations         âP  =  a  -{ — ;  et 

nous  obtenons  la  valeur  de  x  ^us  la  forme  d'une  fraction  conti- 
nue ,  dont  les  réduites  consécutives  seraient^  d'après  la  loi  connue 
(voyez  ArUhm.j  ag*  édit.,  n*  171), 

a     3     5     i3     3i  ^ 
1      1     a      5      .la 

Or  on  sait  que,  dans  une  fraction  continue,  plus  on  prend  dépar- 
ties intégrantes,  plus  on  approche  de  la  valeur  du  nombre  réduit  en 
fraction  continue;  ainsi,  l'on  pourra,  par  ce  moyen,  trouver  la  va- 
leur de  ar  propre  à  vérifier  l'équation  (i),  sinon  exactement,  da 

moins  avec  tel  degré  d'approximation  que  l'on  voudra. 

,3 
Par' exempt^  la  réduite  ---  ne  diffère  (Arithm.^  &<"  172)  de  la  va- 

leur  de  x  que  d'une  quantité  moindre  que  —  ou  -- .  Mais  Papproxi- 
mation  est  encore  plus  grande;  car,  en  ayant  égard  à  la  réduite  sui- 
vante, on  voit  que  l'erreur  commise  est  moindre  que  -r , 

1  *         5i 

ou  ^-.  La  réduite  —  ne  diffère  de  la  vraie  valeur  de  x  que  d'une 
oo  la  .  ^ 

quantité  moindre  que  -, — ri  ou  —-7 .   • 

[i%Y  .144 
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203.  La  détermmation  de  x  dansTéquation  précédente  suppose 

que,  pour  toute  équation  de  la  forme  cfp^by  a  étant  >  i>  mais 

aussi  peu  diflPérent  de  i  que  Von  veut,  et,  au  contraire,  b  étant  un 

nombre  très-grand,  il  est  toujours  possible  de  trouver  deux  puissanceê 

consécutives  de  a,  qui  comprennent  le  nombre  b. 

11 
Pour  le  démontrer,  posons     a  =  i  +  r  »    t  étant  une  très-petite 

fraction,  et  développons  Texpression  (  *  +  t  )  /  d'après  la  formule 
du  binôme  (n®  148)  [n  est  ici  supposé  un  nombre  entier]  ;  il  vient  a**, 

Ovy  puisque  le  second  membre^se  compose  de  i  +  -r.,  plus  une  suite 

n 
de  nombres  joosîYt/s,  il  est  clair  que  si  Ton  fait  i^  -  >  b,  cô  qui 

K 

donne       .  n  >  fc  (6  —  i  ),  on  aura,  à  fortiori,         a**  >  *. 

ly ailleurs,  les  premières  hypothèses  n  =  o,' i ,  2, . . .  ont  dû  donner 
d'abord  une  certaine  puissance  de  a,  plus  petite  que  b;  donc  6  est^. 
nécessairement  compris  entre  deux  puissances  consécutives  de  a. 

C.  Q.  F.  />. 

204.  Cela  posé,  voici  en  quoi  consiste  la  méthode  générale  : 
Soit  à  résoudre  Téquation  «*  =  6, 

en  supposant  d'abord        aeib>  1,  mais       ^i  <  ô. 

En  formant  les  puissances  successives  de  a,  on  trouve  que  b  est 

comppis entre  a*  et  a"+*  ;  alors  on  fait a?=  n4~  il 

substituant  cette  valeur  dans  Téquation  proposée^  on  obtient 

a'^'^'^b,      ou      a-xa^=%     d?où     (^V^^^ 
ou,  posant,  pour  plus  de  simplicité,  -^=c,  •     '  ^ 

u 
k 

(f^-zzia      [c  étant  nécessairement  <  a). 
Opérant  sur  cette  équation  comme  ci-dessus,  on  reconnaît  que  oi 

est  compris  entre  n'  et  n'  +  1  ;  donc        x' =n'  -f  -^  ;    subsii- 

tuant  cette  valeur  dans  leqnation  en  â;',  on  est  encore  conduit  à  ré- 
soudre une  équation  de  la  form^ 

d«^=  cw     \d  étant  <  c,  et  ayant  pour  valeur  — ,  j  ; 
et  ainsi  de  suite.  ^ 


9M 


liaOQUUTMSt 


-> 


La  valeur  de  x  se  trouve  ainsi  développée  en  une  fraction  oontc.* 
dont  il  ne  s'agit  plus  ensuite  que  de  former  les  réduites;  et,  en  p>j» 
san^  eonvenablenient  la  série  des  opérations^  on  obtient  cette  \<ùz 
avec  tel  de^ré  d'approximation  que  Ton  veut;  ce  degré  pouvanUoi- 
jours  s'estimer»  puisqu'il  est  marqué  par  le  quotient  de  i'tcntlédnv 
par  le  carré  du  dénominateur  de  la  dernière  réduite  à  laquelle  oa- 
parvenu. 

20S,  Remarques.  —  ii.  Si,  dans  le  cas  de  a  >  i  et  6  >  i,  on  so 
pose      6  <  a,     i  comme  on  a      a°=  i  (n»  24)      et       a* =a, 
s'ensuit  que  x  est  compris  entre  o  et  i ,  et  il  fa^ut  commencÊr  y 


poser 


X 


.  Cela  revient  à  faire  n  =  o  dans  le  calcul  précédent, 
a".  Lorsque  Ton  a  a  >  i ,  mais  ô  <  i ,  la  valeur  de  x  est  nte 
sairement  <o,  ou  négative;  ainsril  faut  poser    - 

ar = — y      dans  Téquation      <f=^b. 


06  qui  donne    (T*  =  é,    d'où  (n**  171) 


b' 


et  comme  on  a  ^  >  i ,  on  déterminera  y  d'après  la  méthode  c 

dessus  :  alors  la  valeur  correspondante  de  x  sera  égale  à  celle  de  ; 
prise  négativement. 
Il  en  serait  de  même  si  l'on  avait    a  <  i ,    mais    ft  >  i. 

Au  moyen  de  ces  remarques,  l'application  de  la  méthode  n'ot 
aucune  difficulté;  seulement  les  calculs.,  pour  doûner  un  gr£. 
degré  d'approximation  sont  assez  laborieux. 

On  peut,  au  res'te,  s'exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

3*==i5,  3?=      2,465  à  0,001  près; 

10*=  3,         x=      0,477  à  o,ooi  près; 


5-=  l. 


â?==— o,a5    à  o>oi    près; 
x=      0,55    à  0,01    près. 


On  suppose  ici  que  Ton  ait  converti  en  fractions  décimales  h 
réduites  fournies  par  la  méthode. 

Conditions  pour  que  x  soit  commensurablê» 

206.  La  méthode  précédente  conduit,  tantôt  à  une  fraction  con- 
tinue limitée,  tantôt  à  une  fraction  continue  qui  se  piKilonge  à  /V«- 
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•  ■  * 

fini;  ce  qui  donne  pour  ^;  dans  le  premier  cas,  une  valeur  oommen- 
surable,  et  dans  le  second,  une  valeur  incommensurable. 

Cherchons  quelle  relation  doit  exister  entre  les  dçux  nombres 

donnés  il  et  b,  pour  que  x  soit  égal  à  un  nombre  commensurable  —• 

Soient,  en  premier  lieu,  a  et  ft  deux  nombres  entiers;  on  al'équa- 

lion  a'*=:by  que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

oT  =^  b^. 

Or  il  est  évident  que  cette  égalité  ne  peut  subsister  qu'autant  que 
a  et  J  sont  composés  des  mêmes  facteurs  premiers;  car,  si  Ton  sup- 
posait dans  b  un  facteur  premier  qui  ne  se  trouvât  pas  dans  a ,  et 
qu'on  divisât  les  deux  membres  par  ce  facteur,  le  second  nlembre 
serait  un  nombre  entier,  et  le  premier  un  nombj^e  fractionnaire >  ce 
qui  est  absurde.  Donc  si  l'oli  a,  par  exemple, 

on  doit  avoir  aussi  b  =  oP'^^'-f'V^. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  a^:=zè^,  on  la  change 

en  celle-ci  :  a"»^  g*»»  Y***"  ^"*-  =  ^""^  ^''''  T*"*"  ^*'' 

• 

Mais  cette  nouvelle  égalité  exige  que  les  puissances  d'un  même 
facteur  premier  soient  égales  dans  les  deux  membres;  car,  si  elles 
étaient  inégales.,  en  divisant  les  deux  membres  par  la  plus  haute 
puissance,  on  serait  encore  conduit  à  un  résultat  absurde. 
*  On  doit  donc  avoir  séparément 

mp=np'^    mqz=:nçf,    mr=nr',    tw5  =  ns', 

d'où  Pon déduit        —  =i- =  i- =  - =-. 

n       p       qr       s 

Ainsi,  pour  que  la  valeur  de  x  soit  commensurable,  il  faut,  et  il 
suffit  que  Siet  b  soient  composés  des  mêmes  facteurs  premiers^  et  qu^ 
les  exposants  de  ces  facteurs  forment  entre  eux  une  suite  de  rapports 
égaux. 

Lorsque  ces  deux  conditions  sont  remplies,  la  valeur  de  x  est  égale 
au  rapport  constant  qui  existe  entre  les  exposants. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  a  et  b  soient  fractionnaires  et 

h    k  ' 

égaux  à-n,  -  [on  ne  saurait  évidemment  supposer  a  entier  et  b 

fractionnaire ,  ou  réciproquement]. 
L'équation  «**  =  6**  devient. 


(^)"=(i-)"' 


d'où    A«»if*  =  A'"»K 


/ 
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Or,  h  et  K  pouvait  toujours  être  regardés  comme  premiers  ^ 

eux,  aussi  bien  que  k  et  Uy  il  en  est  de  méroe  de  A**  et  A'",  ik^eti' 

Ainsi ,  pour  que  l'égalité  précédente  subsiste ,  il  faut  que  Ton  ai.v 

parement  A"*  =  &**,  A'"»  =  A"»;  ce  qui  conduit  à  des  couditionsst. 

blables  à  celles  que  nous  avons  établies  ci-dessus ,  entre  les  m 

rateurs  et  les  dénominateurs  respectivement  comparés  entre  eui 

h  k 

N.  B.  •—  Si  Ton  avait  t?  >  i?  naais  -  <  i,  ou  réciproquement. 

faudrait  d'abord  changer  le  signe  de  x  dans  l'équation  exponeo.: 

c^  =  b  (ce  qui  reviendrait  à  renverser  celui  des  deux  mit 

h    k 

-/,-,,  que  Ton  suppose  <  i,  en  conservant  x  positif);  puis  on  r; 

blîrait  les  relations  précédentes. 

207.  Cas  particuliers.  —  i°.  Si  a  et  b,  étapt  des  nombres  eolv^ 
sont  deux  puissances  diflFérentes  d'un  même  nombre  premier^  i: 
nécessairement  cômm^nsurable. 

Soit  l'équation  4*  =  3a  »  qtie  Ton  peut  transformer  ainsi  : 

(2«)«==a%      d'où  (n*  158)      2*«  =  a»; 

5 
il  en  résulte  aa:  =  5 ,      d'où    -  a?  =  - ,» 

2 

Soit  encore      27*  =  2187,      ou     3'*  =  S"';    on  a    x=:. 

^*.  Si  a  n^est  composé  que  de  facteurs  premiers  élevés  à  la  'pr?!i 
puissance ,  il  faut  que  b  soit  une  puissance  parfaite  de  a  pour  (;i- 
soit  commensurable  ;  en  sorte  que,  dans  ce  cas,  x  est  entier ol 
commensurable. 

En  effet,  soit      a  =  a&^^,    d'où  •  *  =  «"'SV^''; 

l'équation    a«=ô"    devient    a-6«Y"*^  =  «'*"'^'"*ï'^*^''"J 
d'où  l'on  déduit  m===p'n=z(ifn  =  r'n  =  s'n , 

ou  bien,  p'=:q'x:zr'==:s'; 

donc  b  =  a^'&'-^p'^'  =  (alS^^y  =  af", 

et ,  par  conséquent  y    x=p'r 
Soit ,  par  exemple  ,(i=io=ïaX5; 

il  faut  que  b  soit  une  puissance  parfaite  de  10  pour  que  x  puisse^ 
commensurable. 

Théorie  des  logarithmes. 

208.  Introduction.  —  Si  l'on  suppose  que ,  dans  l'équation 

«*  =  y, 
a  conservant  toujours  une  mênie  \aleur  positive ,  on  remplace  y  p 
tous  les  nombres  absolus  possibles ,  on  pourra ,  pour  chaque  valei 
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y,  en  appliquant  la  méthode  du  n**  204,  déterihîner  la  valeur  de 
sinon  exactement ,  du  moins  avec  un  aussi  grand  degré  d'ap- 
Dxiniation  que  l'on  voudra. 
Suppospns  d'abord  «'>  i,  et  soit  feit  successivement  ' 

x  =  o,  I,  2,3,  4,5,  6, .  .., 

en  résulte  y  =  i,  a,  a%  a^,  a*,  a^,  «%.,.; 

►ne  toutes  les  valeurs  de  y  plits  grandes  que  ^  Vunitç  sont  produites 
\r  des  puissances  de  a  dont  les  exposants  sont  positifs  ,  entiers  ou 
actionnaires  ;  et  la  valeur  de  x  est  d'aidant. plus  grande  que  celle  de 
est  elle-même  plus  groMe.  , 


Faisons  ensuite 
en  résulte 


x=o. 


a, 
1 


5,  — 4>      ^ )• • • î 


<a 


a 


2* 


a 


«> 


a 


kf 


a 


6>' 


)nc  toiAtes  les  valeurs  de  y  plus  petites  que  l'unité  sont  produites  par 
?$  puissances  dç  a  dont  les  exposants  sont  négatifs;  et  la  valeur  de  x 
/  d'autant  plus  grande ,  numériquement ,  que  la  valeur  de'y  se  rap- 
**Qche  plus  de  zéro. 

Soit,  au  contraire^    a  <  i    et  égal  à  une  fraction  -^  j      ' 


1  faisant  à7==o, 

1  trouve    y  =  f ~ j  , 


2 


y^^  4^         P  f  •  '  •  r 


OU  1,       — ,,      -r: 


a 


l9 


a 


f%f 


a 


1 


a 


€t 


/5>  •  •  •> 


X 


O,         1,  2,  Ù,  4>  ^i'**9 


a' 


à 


'1 


a 


'8 


a 


a 


a 


/6 


•  • 


,  si  l'on  fait 

1  obtient  y=  (  — j   ,ou  i, 

est-à-dire  que ,  dans  l'hypothèse  de  a  <  i ,  tous  les  nombres  iont  en- 
mdrés  avec  les  diverses  py.issances  de  a,  dans  un  ordre  inverse  de 
lui  qui  résulte  de  l'hypothèse  a  >  i . 

On  arrive  ainsi  à  cette  conséquence  générale  itous  les  nombres  ab^ 
lus  peuvent  être  engendrés  avec  un  nombre  absolu  quelconque^  mais 
nstant ,  gue  Van  élève  à  des^puissancesuionvenables» 

N.  B.  —  Il  faut  toutefois  supposer  a  différent  de  l'unité,  car  oii  . 
it  que  toutes  les  puissances  de  i  sont  égales  à  i . 

s 

209.  Cela  posé,  concevons  que  Ton  ait  formé  une  Table  renfer- 
ant,  d'une  part,  tous  les  nombres  entiers,  et  à  côté  de  ces  nom- 
es ,  les  exposants  des  puissances  auxquels  il  faudrait  élever  un  nom- 
e  invariable  y  poiïr  produire  les  premiers;  on  aura  Tidée  d'une 
ible  de  logarithmes. 

, On   appelle,  en  général,  logarithme  d'un  nombre ,  l'exposant  de 
puissance  à  laquelle  il  faut  élever  un  certain  nombre  invariable  pour 
*oduire  le  premier, 
<     Alg^  B.,  iV  éd.  "47 
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Le  nombre  invariable  peut  d'abord  étsfe  pris  tout  à  fait  arWtre* 
ment  (pourvu  qu'il  soit  >  ou  <  i  )  ;  mais  une  fois  choisi ,  il  doit  ."a- 
ter  le  même  pour  la  formation  de  la  Table  entière.  On  TappeDe^p: 
cette  raison ,  base  du  système  de  logarithmes. 

Quelle  que  soit  la  base  que  Ton  a  choisie,  le  logarithme  de  le:- 
est  l'unité,  et  le  logarithme  de  i  est  o. 

En  effet,  on  a,  l^  . .  a^=ai   d'où    log  a  =  i , 

2*. . .  a^  =  \,    d'où    log  1  =  Q, 

On  désigne  ordinairement,  pour  abréger,  le  mot  logarithme  par- 
trois  premières  lettres  log ,  ou  simplement  par  la  première  lettre 
que  Ton  fait  ordijaairement  suivre  à" un  point  et  du  nombre  quei. 

considère. 
Voyons  actuellement  quel  rôle  peuvent  jouer  les  logarithmes  il 

les  calculs  numériques. 

210.  Multiplication  ft  division  arithmétiques.  —  Soit  d'abord  e.^ 
suite  de  nombres  y,  y',  y%  f'y ...  à  multiplier  entte  eux.  Désigi  : 
par  a  la  base  d'un  système  de  logarithmes  (qu'on  fiuppose  déjà  i- 
culés) ,  et  par  x,  x' ,  x" ,  x'%  les  logarithmes  dey,  y',  y", y  ,^ 

On  a,  d'après  la  définition  (n**  209),  cette  suite  d'égalités, 

y=^a%    y'=a'\    f  =  a'\    y"'  =  a''%... 

Multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  et  appliquant  la :., 
des  exposants  établie  nM72,  on  trouve 

y  y'  f  y"' .  .^.  ==  a*+«'+«"+*'"+ 

Donc 

\ogyy'y"...=x  +  x'  +  x"'{,:..=\ogy  +  \qsy'  +  logy'- 

c'est-à-dire  que  le  logarithme  d'un  produit  est  égal  à  la  jom^ 
logarithmes  des  fauteurs  de  ce  produit. 

Soient,  en  second  lieu, n deux  nombres,  y  et  y',  à  diviser. 
par  l'autre,  x  et  x'  leurs  logarithmes.  On  a  encore  les  équations 

y=a%   }/=(f'i    d'QÙ  Ton  déduit"  (nM72)     -^=0^' 

9 

Donc  log^  =  a?  —  a/  =:  log  y  —  log  j/; 

y 

■s 

c'est-à-dire  que  le  logarithme  du  quotient  d'une  division  est  ^^- 1 
r excès  du  logarithme  du  dividende  sur  le  logarithmj^  du  diviseur. 

Conséquences  de  ces  deua;  propriétés.  —  Si  Ton^  une  multipliu  I 
à-effectuer,  en  prenant  dans  la  table  les  logarithmes  des  hcie\i>\ 
faisant  la  somme  de  ces  logarithmes,  on  aura  le  logarithme  linj! 
duit;  donc,  en  cherchant  ce  nouveau  logarithme  dans  là  table. 
prenant  le  nombre  qui  lui  correspond,  on  obtiendra  le  produit -i 
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maadé.  Km$\,  pçti^  une  simpie  addïiion,  on  trouve  le  résultai  d'une 
multiplication. 

De  même ,  si  Ton  a  à  diviser  un  nombre  par  un  autre ,  il  faut  re- 
trancher le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du  dividende ,  puis  cher-  , 
cher  à  quel  nombre  correspond  la  différence  :  c'est  le  quotient  cher- 
ché. Ainsi,  par  un^  simple  soustraction,  on  obtient  le  quotient  d'une 
division. 

Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines.  —Soit,  en  gé- 

m 
néral ,  un  nombre  y  à  élever  à  la  puissance  — .  En  désignant  toujôufs 

par  a  la  base,  et  par  <c  le  logarithme  de  y,  oq  a  l'éguation 

y  =  a", 

m 
d'où ,  élevant  les  ^en%  men^bres  à  la  puissance  — , 

n 

y"^  :=.  a^      ,  ; 

Donc  logy"  =  — .0?  =— .logy; 

c'est  à-dire  que  le  logarithme  d'une  puissance  quelconque  d*un  nombre 
est  égal  au  produit  du  logarithme  du  nombre  par  Vexposant  de  la 
puissance. 

èoit ,  comme  cas  particulier,  w  =  i  ; 

il  en  résulte  log  y"*  =  m .  log  y, 

équation  susceptible  d'un  énoncé  analogue  aU'  précédent* 

j igj^t  m  =  -  ,  w  étant  un  nombre  entier  quelconque;  il  en  résulte 


I- 


1  n 

log  y'^    ou    log  v'y  =  - .  log  y; 

c'est-à-dire  que  le  logarithme  d'une  racine  de  degré,  quelconque  d'un 
noml)re  est  égal  au  qjuqtient  du  logarithme  de  ce  nombre  divisé  par  l'in- 
dice de  la  racine. 

Conséquence.  —  Pour  former  une  puissance  quelconque  d'un  nom- 
bre ,  il  suffit  de  prendre  l^  logarithme  de  ce  nombre  .dans  la  table , 
de  le  multiplier  par  l'exposant  de  la  puissance ,  puis  de  chercher  le 
nombre  correspondant  à  ce  produit;  on  a  ainsi  la  puissance  de- 
mandée.  ' 

De  même ,  pou^  extraire  une  racine ,  il  suflSt  de  diviser  le  loga- 
rithme du  nombre  proposé  par  l'indice  de  la  racine,  puis  de  chercher 
à  quel  nombre  correspond  le  quotient  ;  on  a  la  racine  demandée. 
Ainsi ,  par  Une  multiplication  et  une  division  généralement  très-sim-' 
pies ,  on  trouve  le  résultat  d'une  formation  de  puissance  et  d'une  ex-» 
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traction  de  racine  y  opérations  dont  les  procédés  ordinaire,  >i 
"  comme  on  Ta  vu ,  très-laborieux. 

211.  Les  propriétés  qu'on  vient  de  démontrer  sont  indépendai^ 
du  système  particulier  de  logarithmes  adopté;  mais  les  conséqueL: 
qui  en  ont  été  déduites,  c'est-à-dire  Fusage, qu'on  en  peut  foire 'L 
les  calculs  numériques ,  supposent  la  construction  d'une  table  k 
fermaat,  d'un  côté',  tous  les  nombres,  et  de  Tautre,  les  logaré 
de  ces  nombi^s,  calculés  d'après  une  base  donnée.  Or,  pourfoD 
cette  tablç ,  il  faut  ^  comme  nous  l'avons  déjà  dit ,  en  consiiki^ 
réquatiop  a*  =  y,  faire  passer  y  par  tous  les  états  de  grandeur  p 
sibles>  et  déterminer  la  valeur  de  x  correspondante  à  chacune  t 
valeurs  de  y,  d'après  la  méthode  du  n'  204, 

Les  tables  dont  on  se  sert  ordinairement  sont  celles  dont  labt 
est  égale  à  lo;  et  leur  construction  se  réduit  à  la  résolutioc. 
l'équation  lo*  =  y. 

En  faisant  successivement  y  égal  aux  termes  de  la  suite  natur- 

1,      2,     O,     L\y     D,     O,    .    .   •  , 

on  a  à  résoudre  les  équations 

10*=1,       10*  =  2,       lO'^^S,      10*  =  4, 

Observons  d'ailleurs  qu'il  suffit  de  calculer  directement,  d'aprb 
méthode  du  n""  204 ,  les  logarithmes  des  nonibres  premiers  a,  5. 
7,  11,  i3,  17, .  .  .5  car  tous  les  autres  nombres  entiers  résultait 
la  multiplication  de  ces  différents  facteurs  entre  eux,  leurs  logarithi 
peuvent  (n°  210)  s'obtenir  par  l'addition  des  logarithmes  desnomî 
premiers. 

C'est  ainsi  que  6  étant  décomposable  en  a  X  5 ,  on  a 

log6=log2-f  logS; 
de  même ,  24  =  2*  x  3  ;  donc  log  24  =  3  log  2  -|-  log3 

Soit  encore  36o  =  2*  X  3*  X  5  ;  il  en  résulte 

'    Iog36o  =  31og2  +  2log3  +  log5.    * 

Il  suffisait  également  de  placer  dans  les  tables  les  logarithmes  i: 
nombres  entiers  ;  car,  en  vertu  de  la  propriété  relative  à  la  divisici 
on  obtient  le  logarithme,  d'un  nombre  fractionnaire  en  retranchani. 
logarithme  du  diviseur  de  celui  dû  dividende. 

212.  En  supposant  déjà  construite  une  première  table  de  lop 
rithmes,  il  est  facile  d'en  construire  tant  d'autres  que  l'on  veut, 
moyen  de  cellé'-là. 

Soient,  en  effet,  a  la  base  d'un  premier  système  déjà  fornié.  h'\ 
base  d'un  nouveau  système  à  construire;  désignons  par  N  un  noniUi 
quelconque,  par  log  N  et  par  X,  ses  deyx  logarithmes  cata 

d'après  les  bases  a  et  6  ;  on  a  l'équation  b^  =  N. 

._ ht     ^  . 
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^11  y  en  prenant  les  logarithmes  des  deux' membres  ^.ans  le  système 
mu  dont  la  base  est  a ,  X .  log  6  ==  log  N  ; 

ic  X  =  f^-r . 

logô     ' 

qui  prouve  que,  connaissant  le  logarithme  d'un  nombre  dans  un 
'mier  stfstème y  pour. avoir  le  logarithme  du  même  nombre  dans  un 
ond  système ,  il  faut  diviser  le  logarithme  du  nombre ,  calculé  dans 
oremier  système ,  par  le  logarithme  de  la  nouvelle  base  y  calculé 
si  dansVancien-système, 
linsi,  le" logarithme  de  4>  dans  le  système  doi\t  U  base  est  3,  a 

ir  valeur  p^»  log  4  et  log  3  étant  deux  logarithmes  calculés 

is  le  système  connu  dont  la  base  est  la 

ïoient  N,  N',  N", .  . .  une  suite  de  nombres ,  a  la  base  d'un  sys- 
le  déjà  formé,  b  celle  d'un  système  à  construire;  on  a  la  série 
quations  ' 

Li  Fon  voit  qu^une  première  table  étant  déjà  formée ,  si  Ton  veut 
construire  une  nouvelle ,  il  n^y  a  qu^à  multiplier  les  logarithfnes 
oremier  système  par  la  quantité  constante 


^     '    logé'  V         , 

e  quantité  constanle  est  ce  qu'on  nomme  le  module  de  la  nouvelle        j^- 
e  par  rapporta  ranciejine.  '  j/y^ 

%  UI.  —  USAGE  DES  TABLES  VULGAIRES. 

m 
es  développements  que  nous  avons  donnés  en  Arithmétique  sur 

deux  problèmes  principaux  que  prescrit  Tusage  des  tables  (un 

bre  étant  donnée  trouver  son-logarithme,  et  réciproquement)  nous 

►ensent  d'entrer  dans  de  nouveaux  détails  à  cet  égard.  Nous  nous 

lerons  donc  à  reprendre  quelques  principes  qui  n'ont  pas  été  dé- 

itrés  d'une  manière  assez  générale ,  en  supposant  d'ailleurs  que 

jeunes  gens  aient  entre  les  mains  les  Tables  de  Callet ,  qui  sont 

ssées  jusqu'à  108000 ,  tandis  que  les  petites  tables  ne  s'étendent 

au  delà  de  10000. 

13.  On  a  déjà  vu  (n**  207)  que,  dans  le  système  dont  la  base  est 
il  n'y  a  que  les  puissances  parfaites  de  10,  telles  que  10,  loo^ 
3 , . . .  qui  puissent  avoir  des  logarithmes  commensurables  ;  tous 
autres  nombres  entiers  ont  des  logarithmes  incommensurables ,  ~ 
Ton  ne  peut  obtenir  qu'avec  un  certain  degré  d'approximatioji. 


à 
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Les  Tables  de  CulUi  donnent  ces  logarithmes  exprimés  en  fpactîofis 
.décimales,  et  exacts  jusqu'au  7®  chiffre  décijual,  inclusivement. 

Cela  posé ,  faisons  dans  l'équation  1  o*  +  y , 

x  =  o,    1,      3,        3,        47*»«>      w  —  Il     ^/ 
il  en  résulte  y=i>  10,   100,   1000,  10000,... ,  10*^*,    lo**. 

Posant  ensuite       x  =  ^f —  i^  —  2,  —  3,  — 4^...^  —  (w — - 1)9 — n^ 

1111  11 

ontrQuve  y=?i,  — -, — > 7 >""i~rTf~;:' 

.  10    100     1000     io«oo^        10"  *    10* 

Donc,  1*.  Les  logarithmes  de  tous  les  nombres  plus  grands  que 
l'unité  sont /30stï//5  et  croissent  depuis '0  jusqu'à  Pinfini;  les  loga- 
rithmes des  fractions  proprement  dites  sont  négatifs,  mais  ils  ont  une 
valeur  numérique  d'autant  plus  grande"  que  la  fraction  est  plus  pe- 
tite; en  sorte  que,  si  Ton  considère  une  fraction  nioindre  que  toute 
grandeur  donnée,  son  logarithme  est  négatif,  mais  sa  valeur  numé- 
rique est  infiniment  grande  :  ce  que  l'on  exprime  d'une  manière 
abrégée ,  en  disant  que  zéro  a  pour  logarithme  Yinfini  négatifs  ou 
bien 

log  o  =  —  00 . 

a**.  Si  Ton  considère  un  nombre  entier  de  n  chiffres,  c'est-à-dire  un 
nombre  compris  eptre  io"~*  et  10",  ou  voit  que  la  partie  entière  de 
son  logarithme  est  égale  an —  1,  oa  renferme  autant  d^unités  moins 
une  qr'il  y  a  de  chiffres  dans  le  nombre. 

Cette  partie'èntière  du  logarithme  est  appelée  CÂRACTéRisTiQUB  [Aritk., 
n*"  ^1^  39^  édit.];  parce  qu'elle  indique  l'ordre  des  plus  hautes 
unités  du  nombre  qui  correspond  à  ce  logarithme.  Par  exemple ,  si 
la  caractéristique  est  égale  à  5,  on  peut  en  conclure  que  le  nombre 
correspondant  est  compris  entre  10*  et  *o%  ou  bien ,  est  composé -de 
six  chîftes.  ^ 

214.  Les  deux  premières  propriétés  du  nî  210  donnent 

log  (a  X  10")  =  log  a  +  log  io~  =  log  a  -f-  n, 

et  log —  =  log  a  —  log  10**  =  log  a  —  n; 

10*  * 

ce  qui  prouve  que,  cmnnissant  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque ^ 
il  suffit^  pour  obtenir  celui  d^un  nombre  lo**  fois  plies  grand  ou  plu^ 
petit,  d'augmenter  ou  de  diminuer  de  n  unités  la  caractéristique  du 
logarithme  donné. 

On  peut  encore  conclure  que  les  logarithmes  des  fractions  décimales 
qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  la  position  de  la  virgule,  ont  la  même 
partie  décimale;  c'est-à-dire  que  leurs  caractéristiques  shdes  sont 
différentes. 

Ces  propriétés  (qui  sont  d'ailleurs  toutes  particulières  au  système 
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ordinaire  de  logarithmes)  servent  de  base  aux  préparations  (\\xé  l'on 
fait  subir  aux  nombres  dont  on  cherche  les  logarithmes,  o,u  aux 
logarithmes ,  lorsqu'on  veut  obtenir  les  nombres  tjiii  leur  corres- 
pondent. 

Ainsi  ^  quand  on  cherche  le  logarithme  (d'un  nombre  entier  qui 
excède  les  limites  des  tables,  on  sépare  d'abord  sur  la  droite  assez 
de  chiffres  pour  que  la  partie  à  gauche  soit  un  des  nombres  entiers 
de  la  tablé;  m^  il"faut  en  séparer  le  moins  possible,  à  cause  de  la 
proportion  q^rotige  l'emploi  des  tables  (*).  Avec  les  petites  tables,  on 
doit  laisser  qvmre  chiffres  vers  la  gauche;  et  avec  les  Tables  de  Callei, 
•on  doit  en  avoir  cinq. 

Quand ,  au  contraire ,  on  veut  obtenir  le  nombre  correspondant  à 
un  logarithme  donné,  il  faut  préparer  celui-ci  de  manière  que  sa  ca- 
ractéristique soit  la  plus  forte  de  celles  des  tables,  c'est-à-dire  égale 
à  5  pour  les  petites  tables,  et  à  4  pour  les  grandes. 

215.  Des  compléments  arithmétiques.  —  Il  arrive  fréquemment, 
dans  les  applications,  quel^on  a  à  déterminer  le  résultat  d'une  opéra- 
tion composée  de  plusieurs  additions  et  soustractions  logarithmiques. 
Or  on  ramène  cette  opération  à  une  seule  addition  par  le  moyen  des 
compléments  arithmétiques. 

Le  complément  arithmétique  d'un  logarithme  est  ce  quimanqu?  à  ce 
logarithme  pour  former  le  nombre  lo  ;  en  d'autres  termes,  c'est  l'excès 
de  10  sur  le  logarithme  proposé. 

Ainsi,  comp.  3,4725843  =  lo  — 3,/l7a5843=:  6,52741^7, 
comp.  2,7325490  =10  —  2,7325490  =  7,2674510. 

Le  premier  chiffre  significatif  à  droite  se  retranche  de  10,  et  tous 
les  autres  de  g;  en  sorte  que  les  zéros  qui  peuv.ent  se  trouverai  la 
droite  du  logarithme  doivent  rester  dans  le  complément. 

D'où  l'on  voit  qu'un  complément  peut  être  formé,  pour  ainsi  dire, 
d'après  l'inspection  d'un  logarithme  ou  d'après  sa  dictée. — Gela  posé, 
voici  l'usage  de  ces  compléments  : 

r  Que  l'on  ait  à  trouver  le  résultat  numérique  de  l'expression 
/_/'^-/"_r_/iT  +  /v.  i^  i'^  i'^^  /"'_;.  étant  des  logarithmes, 

les  uns  à  ajouter,  les  autres  à  soustraire. 
L'expression  peut  d'abord  être  mise  sous -la  forme 


l'J^l"  4.  /t  _|_  jp  _ //  _|.  ,o_  r  + 10  —  Z»^  —  3o, 
ou  bien, 

/  +  /"  +  /'  +  comp.  l'  +  comp.  V"  +  comp.  /^^  —  3o; 

c'est-à-dire  que,  pour  avoir  le  résultat  che/ché,  il  faut  faire  la 

(*4  Toyei  la  s«oot)d«  note  placée  ft  la  fin  fle  ce  chapitre,  pour  le  caleul  de  Ver- 
rewr  commise  lorscfu'on  établit  la  proportion  entre  l^s  différences  de$  nombres  et 
les  différences  des  lôsarithmes. 
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r 

^omme  des  loffarithmes  additifs  et  des  compléments  des  logarithmes 
soustractifs ,  puis  retrancher  de  cette  somme  autant  de  fois  lo  que 
Von  a  pris  de  compléments. 

Par  le  moyen  ordinaire ,  il  faudrait  faire  la  somme  des  termes  ad- 
ditifs ,  celle  des  termes  soustractifs ,  puis  soustraire  la  plus  petite 
somme  de  la  plus  grande ,  ce  qui  entraînerait  dans  deux  additions 
et  une  soustraction;  tandis  que  par  celui-ci>  on  n'a  qu'une  seule 
addition  à  effectuer,  sauf  les  opérations  qui  consistent  à  prendre 
les  compléments,  et  qui  sont  trop  simples  pour  entrer  en  ligne  de 
compte.  I 

216.  L'emploi  des  compléments  donne  naissance  à  une  forme  de 
logarithmes  qui  est  assez  commode  dans  la  pratique. 

Soit  proposé  de  trouver  le  logarithme  de  — . 

j5 

n 

On  a  log  —  =  log  7  —  log  i5  =  log  7  +  comp.  log  i5  —  10. 

10 

log  7  =  0,84509804 
comp,  log  i5  =  8,82390874  V 

9,66900678 
retranchant  10. —  0,33099323 

ou  bien 1,66900678 

Le  résultat  de  l'addition  de  comp.  log  i5  avec  log  7  étant 
9,66900678,  pour  en  retrancher  10,  on  peut  s'y  prendre  de  deux 
manières  :  ou  bien  soustraire  ce  résultat  de  10,  et  affectant  le  reste 
du  signe  — ,  ce  qui  donne  —  0,53099322;  ou  bien,  retrancher  10  de 
la  caractéristique  9,  sans  altérer  la  partie  décimale,  ce  qui  donne 

1,66900678,  c'est-à-dire  un  logarithme  dont  la  caractéristique  seule 
est  négative  y  la  partie  décimale  restant  positive.  • 
.  Pour  le  distinguer  d'un  logarithme  entièrement  négatif,  on  doit 
avoir  le  soin  tle  placer  le  signe  —  au-dessus  de  la  caractéristique  (*). 

Il  serait  plus  clair  de  l'écrire  ainsi  :  —  1  +  0,66900678 ,  car  voilà 
sa  véritable  signification;  mais  Tautre  manière  est  plus  abrégée. 

On  est  encore  conduit  à  cette  espèce  de  logarithmes  en  cherchant 
le  logarithme  d'une  fraction  décimale. 

Par  exemple ,  •  - 

log  0,00534==  log  534  —  5  =  2,72754126 — 5=^3,72754126. 

Nous  veiTons  bientôt  que  Tusage  de  ces  logarithmes  offre  quelques 
avantages  siir  celui  des  logarithmes  entièrement  négatifs. 


(*)  Cette  notation  diffère  un  peu  de  la  notation  employée  dans  notre  Arithmé- 
tique ;  mais  nous  ^Yons  cru  devoir  adopter  ^ci  celle  dont  Tusal^e  est  le  plus  ré- 
pandu. 
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Observons,  pour  le  moment,  que  ^ 

1°.  Si  Ton  avait  à  déterminer  le  nombre  qui  correspond  à  un  lo- 
garithme de  cett^  espèce,  la  simple  addition  d'un  nombre  convenable 
d'unités  à  la  caractéristique  suffirait  pour  la^ préparation  da  loga- 
rithme. 

Soit,  par  exemple,  3,472o563  le  logarithme  proposé. 

En  ajoutant  7  unités  à  la  caractéristique,  il  vient  4>472o563>  loga; 
rithme  entièrement  positif;  et  le  nombre  correspondant  s'obtiendrait 
d'après  les  règles  connues;  après  quoi,  Ton  diviserait  le  nombre  p^u* 
10000000  ou  paf  10''. 

2**.  Si  l'on  a  à  multiplier  le  logarithme.    ....      3,472o563 
par  un  nombre  quelconque,  8  par  exemple.     ...  8 

on  obtient  d'abord  pour  la  partie  décimale.     ...      3,7764504 
et  pour  la  caractéristique '   .    .     .    , — 24 


ce  qui  donne  pour  résultat 21,7764504 

3^  Si  Ton  a  à  diviser  ce  même  logarithme  par  8,  on  commence 
par  ajouter  à  la  caractéristique  assez  d'unité$  négatives  pour  qu'on 
puisse  en  prendre  le  huitième  exactement;  c'est-à-dire  qu'on  mettra 

le  logarithme  3,472o563  sous  la  forme 

—  8  +  5,4720563. 

Prenant  le    huitième  de  cette    nouvelle  expression,   on   trouve 

1,6840070. 

Dans  les' numéros  suivants, 'nous  verrons  l'usage  de  ces  opéra- 
tions. -  . 

Passons  maintenant  aux  applications. 

OPÉRATIONS  DE  L'ARITHMÉTIQUE. 

217.  Multiplication  et  division.  —  On  demande  la  valeur  appro- 

,  ,     -.  ■•  -.  3i        i3       47 

chée  du  produit  -^  X  —  X  ■— . 

'^  75       12       48 

Appelons  x  ce  produit,  on  a  (n*  209) 

log  x=  log3i  — log75  +  log  i3 — logi2-f  log47— log48. 

log  3i  =  1,49136169, 

log  i3==  1,1 1394335, 

log  47  =  1,67209786, 
comp.  log  75  =  8, 1 2493874, 
comp.  log  i2  =  8;92o8i875? 
cdrop.  log  48  =  8,3 1875876, 

1,64191915  ==  29y64i9i9^|fi  — 3o; 
ajoutant 5 
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on  obtient.  .  .  •  /^^6/^igiQi 

4,6419102  r=log  43844 


Dififérence.    ...  89 

Différence  tabulair,e.  99 


Î7     .«.    .^ .«. 

=0,00. 

99  ' 

Donc 4,6419191  =log  43844)90.  - 

Ainsi,  le  produit  demandé  est  0,4^84490,  à  070000001  près. 

Formation  des  puissances.  —  Observons  avant  tout  que,  comme 
pour  obtenir  le  résultat  d'une  formation  de  puissance,  il  faut  multi- 
plier le  logarithme  du  nombre  par  l'exposant  de  la  puissance,  on  doit 
-  prendre  d'abord  le  logarithme  du  nombre  proposé  avec  plus  de  7  dé- 
cimales, si  Ton  veut  avoir  un  produit  exact  jusqu^à  la  7*  décimale 
inclusivement.  Or,  on  trouve  dans  Touvrage  de  Call^t,  à  la  suite  des 
tables  ordinaires,  une  autre  table  qui  donne  les  logarithmes  avec 
20  décimales  ;  ainsi  l'on  peut  toujours  prendre  ces  logarithmes  avec 
deux  ou  trois  décimales^  de  plus  que  dans  les  tables  ordinaires. 
€ela  posé;  soit  à  former  la  5^  puissance  de  29;  on  a  (n**  âld) 

log  (29)*  =  5  log  29. 
Or  '     Ipg  29  =  1 ,461^397998, 

d'où  5  log  29  =  7,3 11989990; 

ôtant  3  unités.  .  .  .  .=4,3119900 

4,5i  19868  =  lôg  2o5i I* 


•î —  =o,i5. 
212 


Dififérence 32 

Différence  tabulaire.  .  '  212 

Donc  2o5i  1  i5o  est  le  nombre  cherché  à  une  dizaine  près^ 
Soit  encore  proposé  d'évaluer  (2)**. 

On  a        .  log2=:  0,3010299956, 

d'où  ,      64  log  2  =  19, 2659 197  ; 

ôtant  1 5  unités.  *  .  .  .  .     4^2669197 

4,2669022  ==  log  1844^. 

175 


Dififérence 176 

Dififérence  tabulaire. .  .  .  235 


0,74. 


235 

Ainsi,  4)2659197  =  log  v844^>74- 

Donc  le  nombre  cherché  est  i844674o«ooo«oo<>.-ooQ-ooo,  à  dix  tril-- 
lions  près,  c'est-à-dire  que  les  treize  derniers  chiffres  ne  peuvent  être 
donnés  par  les  tables;  mais  on  est  censé; dans  ces  sortes  d'exemples, 
n'avoir  pour  but  que  de  se  former  une  idée  de  la  grandeur  du  nom- 
bre, et  l'on  voit  avec  quelle  promptitude  on  y  parvient. 


Soit,  pour  noilvel  exemple,  à  évaluer  l—j    . 
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Voici  le  tableau  des  calculs,  tant  avec  les  compléments  que  sans 
compléments  : 


Par 

compléments. 

Sam  compléments. 

loga  — 

0^5010299956 

log3            0,4771212647 

c.  log^S  = 

9,5328787453 

.  log  2  =        o,3o  1 0 299956 

Iog|  = 

.   1,8239087409 

log^—  —  0,1760912591 

i.log|  = 

2,0629961499 

iilog-=  —    i,9370o385oi 

ajoutant 

+  6        . 

ajoutant      +  6 

on  obtient 

4,0620061 

on  obtient        4,0620061 

Le  nombre  correspondant  à  "ce  logarithme  est  ii56i,a2j  donc 
o,oii56io2  est  le  nombre  demandé,  à  0,00000001  près. 

Extraction  des  racines. —  Il  suffit,  pour  cette  opération,  de  prendre 
les  logarithmes  avec  sept  dédmales. 

On  demande  la  racine  7'*  de  1 162049. 


On  a  (n*  210)  log  y^i  162049  =  -  log  1 162049. 

7 


log  1 1 620  =  4,o65  206 1 
log  1 1620,49 — log  1  i6ao  =  i83 

log  1 1620,49  =  4,0652244 
Donc        log  1162049  =s:6,o65a244 


ajoutant  4 


-log  1162049  =±=0,8664606 

4,8664606 


Diffêr.  tabul. 
Diifér.  de  ncMSib. 


347 

33  66 
1496 

183,26 


4,8664587  3=  teg  73529. 


Différence.  ....... 

Différence  tabulaire. .  .  . 


19 
59 


^  =  Q,3a. 
59 


Donc      4,8664606  =  log  73529,32. 
Ainsi,  7,352932  est  la  racine  demandée  à  0,000001  près. 


Soit  à  évaluer 


11  11 
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Par  aumplême^, 

L  t3=      1,11394535 
oomp.  I.  «r  =      8,56M36î»4 

,5 

I.  —  =      1 ,66257959  =  —  Il  +  1 0,^8257959 
27 

1    .    i3  -  ,^^ 

—  L  — =       1,97114360^ 

ajoutant  +  5 


on  trouve  4^7 1  i436o  =  log  9357 1  ^9* 

Donc  la  racine  demandée  est  0,9357149  à  0,0000001  près. 
On  tronrera  pareillement 

ii\» 

—  )  =  1,1 54»  ift;  (73/ =  H04 7390000000; 

9  / 

(0,0457)^'  =  0,000000000000000082984- 

Calcul  des  expKessions  algébriques  par  logariikmes. 


sfi 


918.  Supposons  que  Ton  ait  trouvé,  pour  valeur  de  rinconnue 

s 


d'un  problème,  l'expresakm    x  = 


^(a  +  b).^ 


et  qu'en  donnant  à  a,  b,  c,  d,  des  valeurs  particuliëres,  on  veuille 
obtenir  la  valeur  numérique  correspondante.  Par  le  moyen  des  loga- 
rithmes, on  peut  ramener  la  question  à  ne  présenter  que  des  addi- 
tions, soustractions,  et  des  multiplications,  divisions  simples. 
On  a,  en  effets  d'après  les  propriétés  des  n""  200  et  210, 

I.  j?  =  l.  )/{a*  —  b*).'5a  —  l^(a  +  b).^ 

» 1' 

Maisl.  v^(û*  — *«).3a  =  ^LL{a  +  *)  +  l.  (a— A) +  1.  3 +  !.«], 

3 

et      I.  v/(«  +  *)  •  V^  =  -  fl.  (a  +  *)  +  ^  1-  c  +  ^  1.  rf]  r 
donc      1.  a?  =  g[l.  (a  +  i)+L  (a  — 6)  +  I.  3  +  1.  a] 

expression  qui  n'offirira  plus  à  effectuer  que  des  additions,  des  sous- 


•. 
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tractions,  et  quelques  divisons  très-sinipVes ,  lorsque  a,  b,  c,  d,  seront 
donnés  numériquement. 

Soient,  par  exemple,  a  =  6o,  b=^  i5,*  c=  16,  rf  =  9j  l'ex- 
pression devient 

l.a?==^[L75  +  1.454-1.5  +  1.6o]  — ^Tl.75+.^1.  16  +  -I.9I; 

* 
calculant  séparément  la  somme  qui  est  entre  les  debx  premiers  cro- 
chets et  la  somme  qui  est  entre  les  deux  autres,  puis  prenant  le 
tiers  de  la  première  et  la  moitié  de  la  seconde^  on  trouvera 

1.  x==  1,92784875—  1,477 13125, 

ou  1,  a?=  0,4507275; 

donc  a?=:2,823io8. 

,,  .  2a*  — 3aft'-f  A* 

Soit  encore  l'expression  a?.=  -r — ^  -,  .     ,, . 

^  a' — 3a*ô+4**c 

On  peut  d'abord ,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  a'  au  numé» 
rateur,  et  le  facteur  a^  au  dénominateur,  présenter  l'expression  sous 
la  forme.  ^  ,     ^ 

,/  36»       6*\  /  36'    ,   6*\ 


a;  = 


46*c  3  6'  6* 

Posons  maintenant    m  =  -^-,    n  =  — r-^    P  =  -ï; 

1  expression  devient    x  =' -^^ ^,  .    ^  : 

^  a  —  36  +  m   ^ 

ou,  en  appliquant  les  logarithmes, 

1.  jc  =  1.  a  +  1.  (aa  —  «  +  p) — ^«  («-— 36  +  ^^)9      * 

expression  facile  à  calculer  dès  que  Ton  aura  trouvé  les  valeurs 

^    ,     X       .  46*c  36»  6* 

de  m,  n,  p.  Or  les  équations   m  =  — j-/   w  =  — ^,    p  =  — , 

t{  ce  €* 

donnent 

l.  m  =  U  ti  -{-  2  l»  b  -{•  h  €  —  2l.a,    1. n  =  1.  3  +  31.6  —  2  La, 

1,  p  =  41.  6  —  31.  a. 

(  L'artifice  de  ces  transformations  consiste  à  ramener  l'expression 
fractionnaire  à  une  autre  dont  tous  les  termes  soient  linéaires  ou  du 
premier  degré,  en  calculant  séparément  d'autres  expressions  qui  ne 
présentent  à  effectuer  que  des  multiplications,  divisions 9  formations 
de  puissances.  ) ,      * 


fPO  '         CALCUL  DES  fl^UtlSSfOIlS  ALGÉBRIQUES 

On  trouvera  de  même 


.«  -' 


1.  — j^ —  =  1.  {a  +  *)  + 1.  (a  —  6)  -|-  comp.  1.6  +  coipp,  l.  à  —  ao  ^ 

1 

1.  -^ — .     r\    ,  =l,fl+l.(a — a*+A)+comp.l.{a — 6+A') — lo, 

A  et  K  étant  calculés  d'après  les  formules 

l.  A  =  1.  A  +  al.<? — a  1.  a, 
L  A' =  1. 4  +  1.  (? -f  J.  rf  — 1.  a. 

Equations  es^ponçnt^ielles» 

'       '/ 

'  '219.  Nous  avons  ^exposé  (n'^'SOi)  une  méthode  pour  résoudre 
réquation  a*  =  6,  et  nous  en  avons  déduit  la  théorie  des  logarithmes  ; 
mais  actuellement  que  les  tables  sont  construites ,  rien  ne  nous  em- 
pêche d'en  faire  usage  pour  résoudre  ces  sortes  d'équations. 

Or,  si  Ton  prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l'équation 

/il 

û«  =?r  6,  il  vient  fn"  210)   xx\.a  =  \.b:  d'où  x  =  t^— . 

La 

Reprenons,  par  exemple,  Téquation  3*  =  i5,  qui,  par  la  méthode 

du  n°  204,  a  donné    x  =  2,465,    à  o,ooi  près;  on  déduit  de  cette 

équation  '  ^ 

1.  i5       1,17609126 

X  =  -T-^  =  ~^, —    — r  =  2,465. 
1. 5        o,477i2ia5 

L'équation  a''  =  b  est  dite  une  équation  exponentielle  du  pre- 
mier  ordre;  mais  on  peut  avoir  des  équations  de  la  tornje  a'*'  =  c, 

a**"  =df,...;  on  les  appelle  équations  exponentielles  du  deuxième, 
troisième  y,.,  ordre. 

Pour  se  former  une  idée  de  l'expression  a^*.yil  faut  concevoir  <jue 
b  soit  d'abord  élevé  à  une  puissance  d'un  degré  marqué  par  x,  et 
que  a  soit  ensuite  élevé  a  une  puissance  d'un  degré  marqué  par  ^. 

De  même,  a^^  indique  qu'après  avoir  élevé  a  à  la  puissance  du 
degré  marqué  par  or,  on  a  ensuite  élevé  ô  à  la  puissance  du  degré 

marqué  par  c*,  et  enfin  a,  à  la  puissance  du  degré  marqué  par  b""'. 
D'après  ces  notions,  prenons  les  logarithmes  des  deux  membres 

de  l'équation    a**  ==  c;  il  vient  A*  x  L  a  =  1.  e; 

1.  c 
d'où  ô*~r^,     ou,    en  prenant  de  nouveau  les  logarithmes, 

1*  a 
11         1    '•  ^        11  11  j  i''i'  ^  —  i-'î*  ^ 

o;  X 1.  ^  ==  1.  , —  ==[.[.€  —  1.  1.  a  :  «  donc     x  = 1—= . 

La  L  b 

[L  e  étant  une  fraction  décimale,  on  peut  en  déterminer  le  loga- 


A 
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rifhme  diaprés  les  tables,  comme  on  détermine  le  logarithme  de 
tout  autre  nombre.  ] 


lC 


Soit  encore  à  résoudre  Féquation    a^    =?  </. 

Prenant  les  logarithmes ,  on  a  6'*  X  log  a  =  log  rf  ; 

l.d 

,  d'où  6«*  =  •- — .  Prenant  de  nouveau  les  logarithmes , 

La  «^  .  ' 

1.  L  d  — 1.1.  a      ,       .      .  Ij.    1      ^'      .  • 

c*  = -pr y  et  opéf-ant  sur  cette  équation  comme  sur  les 

L  0 

précédentes, 

xx\.  c  =  \.  ,  .  '  '     =1.(1.  L<2*-*1.  Lâ)--L  1.  fc« 

l(\A.d^\,ha)—lA.b 

Donc  X  sat  — i '- .» 

1.  c. 

On  résoudrait  par  un  procédé  semblable  les  équations  exponen- 
tielles d'un  ordre  plus  élevé.  Ces  formules  sont  exactes ,  considérées 
algébriquement  ;  mais ,  dans  les  applications ,  il  est  aisé  de  voir  qu^elles 
donneraient  des  valeurs  peu  approchées,  et  Ton  ne  pourrait  même 
se  former  une  idée  bien  juste  du  degré  d'approximation. 

220.  Remarque. — Dans  le  calcul  des  expressions  algébriques,  on  est 
quelquefois  conduit  à  prendre  le  logarithme  d*un  nombre  négatif*  Mais 
alors  il  y  a  plusieurs  cas  à  distinguer. 

Supposons  d'abord  qu'on  demande,  par  logarithmes,  la  valeur  du 
produit  abc,  pour  des  valeurs  particulières  de  a,  6,  c.^  Il  faudra,  pour 
cela,  faire  usage  de  la  formule 

log  abc  =  log  a  +  log  b  +  log  c. 

Or,  soient  a  =  2,  b= — 3,c  =  5;  en  opérant  comme  si  3  était 
affecté  du  signe  -f,  on  trouvera 

logafci=log3o.^ 

Mais  comme  il  y  a  ww  facteur  négatif  dsuïs  abc,  il  s'ensuit  que  lé 
produit  cherché  est — 3o. 

Soient  encore  a  =  '2y  bz=  —  3,^=  —  5;  on  aura  toujours ,  d 'Câ- 
pres la  même  règle, 

loga&?  =  log3o« 

Mais  puisqu'il  y  a  deux  facteurs  négatifs  dans  abc,  il  en  résulte  que 
lé  produit  cherché  est  +  5o. 

(En  général,  un  produit  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  le  nombre 
de  ses  facteurs  négatifs  est  pair  ou  impair,) 

Soit  encore  à  résoudre,  par  logarithmes,  l'équation 

œ={-»A       -  -,  ■  ■ 
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il  vient 


logar=-log(r~8). 


En  opérant  comme  si  8  était  affecté  du  signe  -|-,  on^trouverait 

loga?=log52; 

5  - 

mais  une  puissance  dont  l'exposant  est  -  équivaut  à  la  racine  3**"^  de 

la  5'^*  puissance,  et  doit  avoir  le  môme  signe  que  le  nombre  sur 
kquel  on  effectue  ces  opérations.  On  a  donc 

^  =  —  3a. 

Sœt^  pour  nouvel  exemple,  Téquation 

log(-3) 


9*  =  —  3^      d'où      x=z 


'og9 


Comme      log9  =  ïog( — 3)*=  alog  (— 3),      il  en  résulte 

.    X  =     ,   ^ , — ;^  =  - ,      solution  exacte. 
^  alog (  —  3)       a' 

Mai$  si  Ton  avpit  à  résoudre  Téquation  ( — 9)"^  =  3^  comme  de 

( — 9)*  =  3  on  tire  —  9  =  3*;  on  doit  en  conclure  que  Téquation 
^  proplosée  est  absurde. 

On  obtiendra  ^  d'après  les  mêmes  principes  ^  la  solution  des  équa- 
tions suivantes  : 


-X 


4, 


a;  =  d:8; 


a?  =  (  —  4  )  '  j  *  équation  impossible. 

Proportions  et  progressions  par  quotient, 

221.   Soit  d'abord  la  proportion  a  :  b  ::  c  :  x;  on  en  déduit 

bc 
ar=  — ,  d*bù,  en  appliquant  les  logarithmes , 

\.  x=Lh -\-l.c  —  1.  a,      ou      la  .  li  :  le  .  la;; 

ce  qui  prouve  que,  si  quatre^ nombres  forment  une  proportion,  leurs 
logarithmes  forment  une  équidifférence.    ,        , 
Soit  maintenant  une  progression  par  quotient 

^Ta:b:c:  d  :  e\  f\  g:h:  ... 

Il  résulte  de  la  définition  (n^  i9i)  qu'on  peut  l'écrire  ainsi  : 

a b, c d e f 

b       c       d       e       f       g 


APPLICATION  AUX  PROPORTIONS  ET  PROGRESSIONS,   ETC. 

^'où,  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d'autre , 

1  ?-l  ^=1  î- 
0         c         a 
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1.  -  =  1.  ^ 
«  f 


•   •   • 


OU 

La  — l.  6=r  1.  i  —  1.  c  =  1.  c  —  1.  cf=l.  de— 1,  e=l.  e  —  h  /".••> 

ou  bien^  enfin  ;  ^\a  Ab  Ae  Ad  Ae.,,.     , 

Donc,  si  des  nombres  a,  b,  c, . . .  sont  en  progression  par  quotient  y 
leurs  logarithmes  sont  en  progression  par  différence.  La  réciproque 
est  évidente. 

Cette  proposition  rapproche  la  définition  algébrique  de&logarithmes 
(n"  207)  de  la  définition  que  Ton  en  donne  en  Arithmétique,  savoir, 
que  Les  logarithmes  sont  des  nomffres  en  progression  par  différence,* 
correspondant  terme  pour  terme  à  des  nombres  en^ progression  par 
quotient. 

N.  B.  —  Nous  avons  déjà  fait  œnnattre  ce  rapprochement  dans 
notre  Traité  d'Arithmétique  (n'  277). 

C'est  surtout  dans  la  résolution  des  questions  relatives  aux  progrès* 
siens  par  quotient  que  l'emploi  des  logarithmes  est  utile. 

i".  Si  nous  appelons  u  le  dernier  terme  d'une  progression  par  quo- 
tient^ nous  aurons  (n°  192) 

u  =  ûg**"*,    d'où    1.  w  =  L  a  +  (n  —  i  )  1-  ?. 
Soit,  par  exemple,  proposé  de  trouver  le  20®  terme  de  la  progression 

5     9     27     81 
.2    4     8      10 
La  formule  devient 

L  w  =  1.  1  4"  19  (!•  3  —  L  2)  =  19  (L  5  —  1.  2),  [car  \.  1  =  o], 

et  Ton  obtient,  tout  calcul  fait, 

1.  w  =  5,3457339  =  1.  22i6,84; 
t<=r  2216,84    à    0,01  près. 

2^  Si  Pon  veut  insérer  entre  deux  nombres  donnés  a  et  6  un  nombre 
m  de  moyens  proportionnels,  on  a,  pour  déterminer  la  raison  (n"*  198), 
la  formule 


«»  +  l/"7 


OÙ    1.  q 


\.b  —  \.a. 


Soient  a=  2,  ft=  i5,m  =  5oj  il  vient  1.  q  =:-^- — - — ^;  et  Ton 


5i 


obtient ,  tout  calcul  fait , 

Ly  =  o,oi7i58i  £=1.  1,040299; 

donc  q  =  1,040299. 

Alg.  B.,  11*  éd. 


18 


«    ■» 


27â  .      fttJÈSTIOlfS  ftÉLAÏiVÉll 

Veut-on  calculer  diréctenient  le  do*  mdj/eh  prëporfiimnH,  ^ttlest  le 
21  •/terme  de  la  progression?  On  a 

a?  =  2  (  W— )   ;   d'où  log  a?  ==  1.  2  H i — ^,  ou,  tottt 

calcul  fait,  Lar  =  o,644i9i5;=  1.  4»4o74^9. 

-  Ainsi,  le  20®  moyen  proportionnel  est  4,407489. 
•  S*.  On  d  trouvé  (n^  ,193),  pour  l'expression  tle  la  ëonmïé  des 
fermes, 

9:=fc:^=^Zl^;d'oiil.S  =  l.à  +  l(?*^-i)-^I.(y-i). 
q —  1         q  —  1 

Oïl  voit,  d'après  cette  fôrmtUe,  qu'il  failt  commencer  par  calcula 
r^itpressioti  ^",  êii  posant  1.  <7*  =  ^1.  y-  après,  quoi  Ton  obtient 
aisément  q*" —  1,  et,  par  suite,  1.  (9** —  i).*Nous  aurons  bleiitÔt 
oeeasioQ  d'appliquer  cette  formule. 

4^  Connaissant' a,  q  ^t  u,  dans  là  Soralule  u  cet  aif^^^  en  p^t 
demander  la  valeur  de  n.  Or  on  a 

Ltt=:ha-;[-(n — i)l-îJ    d*où    n=i+" 


^^••i**  *" 


Soit  à  trouver  le  nombre  des  termes  de  la  progression  dont  le  pre- 
mier terme  est  S,  la  raison  2,  et  le  dernier  Gi44«  On  obtient 

.  î.  6144  — 1.5  ,   S,Sii52qq5      .     , 

i.  2  o,3oio299() 

(Le  quotient  -  ^  ^  ^^  —  est  égal  à  1 1  + }  mab  m  nteligë 

30102999  30102999 

la  fractiôil,  comlne  pw\èh^t  de  l'emploi  dès  logarithmelS.  ) 

Questions  relatives  à  r intérêt  composé. 

2^.  Une  des  applications  les  plus  importantes  des  logarithmes 
est  celle  qu'on  en  fait  aux  questions  sur  l'intérêt  de  l'argent. 

PiiEMiÈRE  QUESiroN  GENERALE.  —  Ufie  somme  quelconque  étuaU  pléeée 

pendant  un  certain  temps  à  un  taux  d'intér'êt  déterminé^  et  kk  mvBftâr 

'  COMPOSÉ ,  cest'à-dire  dans  la  supposition  que  l'intérêt  de  chaque  année 

s^- accumule  avec^  le  capital  de  Vannée  précédente,  on  demande  ce  que 

doit  devenir  cette  ^omme  au  bout  du  temps  dimnt. 

Désignons  par  a  la  somme  placée,  par  n  le  nombre  d'années,  et 
par  r  riniérêt  que  rapporte  1  fr.  par  an  [cB  n'est  àtttre  ^0se  qu6  le 
lôo®  du  taux  de  l'intérêt  de  100  fr.  ). 

Puisque^  1  fr.  rapporte  r  au  bout  d'un  an,  une  somme  a  rapportera 
ar  j  ainsi ,  à  la  fin  de  la  preiliière^nnée ,  le  capital  a  sera  devenu 


8dtt  <t(  i  4"  ^)  â5=  a';  ee  flOutééu  fèâpiisil  devieiidrà^  ftu  boflit  de  la 
deuxième  année ^  o/(i  +  r);  donc  le  capital  primitif^  ou  à^  sera 

devenu  lui-n)éme       ^      a'(  i  +  ^)>    ou    «(  i  +  r)*. 

On  obtiendrait  de  même,  au  bout  de  la  troisième  année,  a  (i  -f  r)', 
et,  en  général,  atl  boiit  de  la  n'*"^  année,  «(  i  +  r)**.  Donc,  eil  expri- 
mant par  A  cette  dernière  valeur,  on  a  Téquation 

A  =  a(i^-f  r)%    d*où    1.  A==:  1.  à+ nX  I.  (i  +  r). 

Application.  —  On  demande  ce  qu'une  soinme  de  5oooo  (î*.>  placée 
en  intérêt  composé,  à  raison  de  5  pour  loo,  doit  rapporter  au  bout 
de  5o  ans. 

Il  sûiBt  de  faire,  dans  la  formule  précédente, 

5 

lOO 

ee  qm  dcmne        h  A  =»  L  5oooo  -f  9o  h  (  i,o5 ): 

1.  to5=s(r,ôaiii89igo; 

5o  1.  i,o5  =  0,65567897 

1.  SôOOO  =:  4^4^71 21 25 

LA  =  5,iiâ8o02ji  ±=  1.  129658,27. 
IMlie  A  =  1 29658^'  ,27. 

M  fciftnule  A  =  d(  1  +r)'',  renfermaM  quatre  quantité;  dotltlô 
implicitement  la  solution  de  qiuitre  problèmes  différehts  : 

i*.  BtlerMîher  À,  connaissant  ô,  ty  et  h:  é'éit  la  qilëstieti  ^^on 
vient  de  résoudre. 

"É*.  Bétérihiner  Id  somme  ^U*il  faudrait  placer  actuellement  pour 
retirer  y  au  bout  dé  n  années,  une  somme  A,  en' supposant  le  capital 
placé  â  intérêt' composé  y  à  raièon  de  r^poUr  1  fr. 

Or  ae  Féqiiatioii  À  =  rt  (  1  +  r  f  oin  déduit 

l.<ï=:l;A — nJ.(i4"^)î 

et  cette  nouvelle  formule  donnera  la  valeur  de  a» 

Cette  seconde  question  constitue  la.  règle  à! escompte  composé;  car 
elle  revient  à  trouver  là  Valeùi*  actuelle  d'iitie  éOttittie  A  payable  dans 
>t  années,  eh  âyatlt  égard  à  l'intérêt  de  la  sottimë  et  aux  intérêts  des    . 
îiitérêts. 

5*.  Déterminer  le  taux  d'intérêt  auquel  on  doit  placer  iiriè  komme  a, 
pour  retirer,  au  bout  de  n  années,  en  intérêt  Composé,  une  autre 
somme  A. 

Laformule  serait  1+^=  \/— 5    à'oh     l.(i+r)=-^ ^* 

\  a  n 

Connaissant  i'\-r,on  en  déduirait  facilement  r,  et,  par  suite,  le  taux 

d'intérêt  pour  1 60  fr.      ^  .    J 

4*,  Enflii,  déterminer  le  temps  pendant  k^uel  une  sommes  doit  être 


S76  QUESTIONS  RSLATIYES  A  L*iNTiaâT  COMPOSi. 

placée  en  intérêt  composé,  à  raison  d$  p  pour  i  fr,,  pour  rapporter  tme 
somme  A.  / 

La  formule  serait       n  =  -f-i — r-^  • 

«      1.(1 +r) 

Si  Ton  voulait  que  A  fût  double^ ^triple,  quadruple, ...  de  a^  la 
formule  se  simplifierait. 
Soit,  en  effet,  A  =  ma;  la  formule  A  =  a(i-l-r)!*  se  réduit  à 

1.  m         ' 
»mi=a{i+r)\        d'où-      n=  — -1- — -; 

^  '  1.  (i  +  r)      _ 

c'est-à-dire  queja  valeur  de  n  est  indépendante  du  oapital  placé  pri" 
mitivement. 

Seconde  question  générale.  — Déterminer  quelle  somme  il  faudrait 
placer  actuellement  pour  recevoir,  à  la  fin  de  chaque  année,  une  somme 
déterminée  b,  de  manière  à  être  entièrement  remboursé  du  capital^  des 
intérêts  du  capital,  et  des  intérêts  des  intérêts^  après  un  nombre  n 
d'armées,  l'intérêt  étant  r  pour  1  fr.  par  an^ 

Soit  a  la  somme  cherchée;  ce  capital  deviendrait^  au  bout  den 

années,  a(l+r)^ 

U  faudrait  donc  qu'en  déterminant  ce  que  les  sommes  payées  cha* 
que  année  deviennent  au  bout  de  la  n'^%  la  somme  des  résultats  fût 
^ale  à  a(i  4-^r« 

Or  b  donné  à  la  fin  de  la  première  année,  ou  au  commencement  de 
la  seconde,  devient,  au  bout  de  la  n*^*"*,  6  (1  -|-  r )**""*. 

De  même,  b  donné  à  la  fin  de  la  seconde,  ou  au  commencement  de 
la  troisième,  devient,  au  bout  de  la  w**"*,  b{i  +  r)*"*'. 

On  trouverait  de  même  b[i+  r)**"',  b  (1 4-»")""' 5  •  ^  •  »  *  (*  -h'')>  *i 
pour  les  valeurs  des  autres  sommes  6,  au  bout  de  la  n*^^  année. 

*  Oh  a  donc  réquation a(i+r)*= 

mais  le  second  membre  de  cette  équation,  considéré  dans. un  ordre 
inverse,  est  évidemment  la  somme  des  termes  d'une  progression  par 
quotient,  dont  le  premier  te;*me  est  by  la  raison  1  +r,  et  le  nomlure 
des  termes  n. 
Aiijsi,  cette  somme  a  pour  expression  (n'  483),.- 

b{\^rY—b                      ô[(i-f.r)«— 1] 
,   .^      ,     y         ou  J 'i 

donc,  enfin,  on  a  l'équation  ^ 

'•      .        ô  [(i  +  rY—  1]        ,,  ,  b  [il  4-  r)»—  1] 

a(i-frr=-i^ — • — i;     d'où    a=  ^r  /   /  , — J; 


> 
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0U9  appliquant  les  logarithmes, 

I,  «  =  1.  i-f  1.  [(1  +  r)»»— 1]  — l.r  — ni.  (i  +  r). 

Cette  nouvelle  formufe,  renfermant  quatre  quantités  a,  b,  r,  n,  donne 
aussi  lieu  à  quatre,  problèmes  différents. 

Voiôi  les  énoncés  de  plusieurs  questions  qui  se  rattachent  aux  pré- 
cédentes : 

On  demande  pour  combien  d^ années  on  doit  placer  une  somme  a,  en 
intérêt  composé,  à  S  et  à  10  pour  100,  pour  doubler  cette  somme. 
(Bép.  A  5  p.  f,  14*^  2-*'*;  à  10  p.  I,  7»'*'  3"»^'%) 

On  detnande  la  somme  que  Von  doit  placer  à  présent  pour  retirer 
pendant  12  ans,  et  à  la  fin  de  chaque  année ^  une  somme  de  i5op  fr. ,  de 
manière  à  être  remboursé  entièrement  du  capital  et  des  intérêts  au  bout 
de  ces  douze  années ,  rintérêt  étant  7^  ôo*'  />,  ^, 

(Bép.  ii6oa',9i.) 

Un  particulier  a  acheté  une  propriété  de  100000  /r.;  et  cette  somme 
doit  être  acquittée  en,i5  payements  égaux,  eu  égard  aux  intérêts  des 
intérêtè;  M  taux  pour  chaque  interpalle  de  payement  est  4e  5  p.  ^, 
—  Qn  demande  de  déterminer  la  quotité  de  chaque  payement,^ 

[Bép.  9634^22.) 

.    Un  nombre  donné  d^hommes  a,  augmente  tous  les  ans  de  la  centième 
partie  de^ce  qi^il  était  Vannée  précédente;  combien  fâut-ild* années 
pour  que  ce  nombre  devienne  10  fois  plus  grand  ? 
[Bép.  25i'*^  environ,) 

On  tire  chaque  Jour  d'un  baril  de  100  litres  de  vin  un  litre  qu'on 
remplace  par  un  litre  d'eau;  déterminer,  1°  combien  de  vin  il, restera 
dam  le  baHl  lorsqu'on  aura  remplacé  la  5o®  litre;  2"  dam  combien 
de  jours  le  baril  sera  réduit  à  la  moitié,  au  tiers ,  ou  au  quart. 

/Béponse  à  la  première  partie  de  la  question  :        60"**""  - . 


Béponse  à  la  seconde  partie:  Gg^*'**'*  pour  la  moitié,  logJ'"*'"*  pour 
\     le  tiers,  et  iSS^**"^*  pour  le  quart.  1 


$  IV, -SÉRIES  LOGARITHMIQUES  ET  EXPONENTIELLES. 


La  méthode  exposée  n*  204 ,  pour  résoudre  l'équation  a*  ==  6 ,  suf- 
fisait pour  donner  une  idée  de  la  construction  des  tables  de  loga- 
rithmes; mais  cette  méthode  est  très-laj3orieuse ,  et  même  imprati- 
cable, lorsqu'on  veut  déterminer  la  valeur  de  x  avec  un  grand  degré 
d'approximation.  Les  analystes  ont  découvert  des  méthodes  beau- 
coup plus  expéditives,  soit  pour  construire  de  nouvelles  tables^  soit 
pour  vérifier  celles  qui  existent  déjà  :  ces  méthpdtes  consistent  daos 
le  développement  des  logarithmes  en  série, 


37S    .  ^^m  ipQ^mTnn^îQVf»' 

223.  Soit^  un  nombre  dont  on  dem4p4^  ^  Nf^^H^^  dévebpp^ 
en  série,  et  appliquons  la  méthode  des  coefficients  indéterminés 

11  est  d^abord  visible  que  l'on  ne  peut  sfipposer 

car  si  l'on  fait  y  =  o,  le  premier  membre  se  réduit  (n**  213)  à  fit^r 
fini  négatif  ou  à  l'infini  positif,  suivant  que  la  base  est  plus  grande 
ou  plus  petite  que  i  ;  tandis  que  le  second  membre  se  réduit  à  A  ^ 
qui  devrait  alors  être  de  même  nature. 

On  ne  peut  supposer  1.  y  =  Ay  -j-  By*  +  •  •  •  ^ 

puisque  y  =  o  donne  l.o    0|i    -^00  =  0; 

mais  si  Vox\  met  y  sou$  la  forme  i  +  a? ,  et  qp'qn  pose 

l.(i+ar)  =  Aa?  +  Ba;»+Car»  +  Dx*  +  ...,  (1) 

Fbypothèse  x=^o  ne  présente  plus  aucun  caractère  d'absurdité. 

Ainsi ,  cette  forme  de  développement  est  admissible. 

Tàchoos  de  déterminer  les  coefficients  A,B,Ç,y ^ 

Pour  cela^  imitons  le  procédé  çuivi  n""  iB%  et  repiplaçens  jr  pur  js; 

il  vient      \.{i +z)  =  Az  +  Bz^  +  Cz*  +  J}2*+ .... .  -(a) 

Retranchant  réqùation  (a)  de  l'équation  (1)^  on  obtient 

Le  second  membre  de  e^tte  équation  fist  divisible  par  â?-^«,  e| 
donne  pour  quotient 

A  +  B(«r  +  «)  +  C(ar*  +  *c  +  ««)4---J 
voyons  donc  si^  par  quelque  artifice^  on  ne  pourrait'  pas  mettre  ce 
facteur  en  évidence  dans  le  premier. 


Or,  on  a      1.  (i  +ar)-T-l.  (1  +2)  =  1. 


1  '■\-X 


;=■•( 


i+ 


ar— i^ 


)■' 


mais 


i 

pouvant  être  regardé  commç  un  seul  nombre  «,  on  peqt 

j  comme  on  a  développé 


+  ^. 


1 


développer  1.  (1  -}-  w)  ou  1.    (  1  +  - 
1.  (i+ar);cpquidflw^e 

/      ,    X  —  Z\  :    X  —  Z.  .    ^(X — 2\",    f,[x  —  £\^. 

Substituons  ce  développement  à  la  place  de  l.  (1  -j-a?)  —  l,fi  +z) 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  (3)^et  divisons  les  deux  mem- 
bres par  X — z;  il  vient 

I   •  •  • 


A. 


1  X  —  z  [x 


li-Z  •       (i+z)'    ■  --(i+z)» 
=  A'+B(x-f:^)-é-P(a!'4:JW-fï'),f .... 


<> 


V  * 


^  Puisque  C^tte  équation  doit,  ainsi  que  les  précédentes^  se  v^i'iti^r^ 
quel^  qiiç  soient  ^  et  jz,  posons  ;p  =ê:z;  il  en  résulte 

oih,  effectuant  la  division  indiquée  dans  le  premier  membre, 

A(i— x+-a;»  — x»  +  x*— ...)  =  A  +  2Bx  +  3Cç•  +  4D^*^-..•. 
On  a  donc^  d'après  le  principe  du  n*  ^88^  les  égalités 

A  =  A,— A  =  2B,  A  =  3C.  ^A===4D^  A=:5E,,,  .; 
d'où 

La  loi  de  la  série  est  évidei^te'  :  le  coefficient  du  n**^  terme  e^t 

A 
égalàip  — ;  suivant  que  n  est  pair  ou  impair;  on  obtient  donc 

enfin^  pour  le  développement  de  1.  (i  -j-jc), 

^  /x      X*      i'       x^      X*      -X*  .       \ 

=n7-7+?-4+5-6+-)-  . 

224.  N.  B.  —  Par  la  méthode  précédente,  les  coefficients 
B,  C,  D,  E, . .  .  ont  tous  ét^  déterminés  en  fonction  de  Aj  mais  ce 
dernier  coefficient  est  resté  complètement  indéterminé.  Or  eela  doit 
être  d'après  la  nature  de  l'expression  que  Ton  s'est  proposé  de  déve- 
lopper; car,  puisqu'on  peut  former  une  infinité  de  systèfnes  de  loga- 
rithmes^ il  faut  qu'il  e&iste  dans  le  développement  général  de  l .  (  i  -f-^) 
une  quantité  tout  à  fait  arbitraire,  qui  Sierve  ^distingiver  les  systèmes 
des  uns  des  autres.  D'ailleurs,  on  a  vu  (n"*  212)  que  les  logarithmes 
d'un  même  nombre,  pris  dans  deu^  systèmes,  ne  diffèrent  que  par 
un  facteur,  constant  pour  tous  k»  nombres;  ainsi  la  quantité  indéter- 
minée doit  être  un  facteur  commun  à  tonte  la  série;  et  c'est  pour 
cette  raison  que  l'on  ^  ti'Ouvé 


'  (x       x"        x^       ar*       J?*        ^*    I      '  \ 


(4) 


Le  nombre  A  est  (n**  2id)  le  module  dent  la  valeur  particulière  carao- 
térise  le  système  de  logai  ithmes  que  l'on  veut  considérer. 

5825.  I/bypothèse  la  plus  simple  qu'on  puisse  faire  consiste  à  sup- 
poser A  =  i ;  et  l'on  a,  en  désignant  par  T  (i  4-  x)  ce  système  parti- 
culier de  logarithmes, 


X       x^   .   x^       ^*   .   x^      x^ 


1         a         »)         4         ^         ^     • 
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-  Si  l'on  donne  à  x  toutes  les  valeurs  possibles,  on  fonnera  suc- 
cessivement tous  les  logarithmes  de  ce  système^  lequel  a  reçu  le  nom 
de  Système  naturel  ou  Système  népérien  (du  nom  de  Néper,, qu'on 
regarde  comme  l'inventeur  des  logarithmes).  Occupons-nous  de  la 
formation  de  ce  système ,  puisqu'il  sera  facile  d'en  déduire  ensuite 
tous  les  autres^  soit  en  donnant  à  A  diiférentes  valeurs^  soit  en  fai-  ^ 
sant  usage  de  la  formule  du  n**  212. 
Faisons,  dans  la  série  [5),  x  =  o;    il  vient    T  i  =  o. 

Soit  encore  a:  =  i;  il  en  résulte  r2=i [-- — t  +  7 —  •••» 

^     5     4     ^ 
série  très-peu  décroissante  qui  exigerait  que  l'on  prit  un  très-grand 

nombre  dé  termes  pour  obtenir  une  approximation  suffisante;  il  fau- 
drait, par  exemple,  prendre  les  cent  premiers  pour  avoir  la  Valeur 
de  Ta  à  o,oi,près  (n®  176).  En  général,  la  série  né  saurait  donner 
les  logarithmes. df  s  nombres  entiers ,  puisqu'on  obtiendrait,  pour  tout 
nombre  au-dessus  de  2 ,  une  série  dont  les  termes  iraient  en  augmen- 
tant. '    '      , 

Voici  les  principales  transformations  que  les  analystes  oïlf  effec- 
tuées pour  conduire  à  des  séries  propres  à  donner  les  logarithmes 
des  nombres  entiers,  qui  sont  les  seuls  qu'on  doive  placer  d^ns  les 
tables  :  . 

Première  transfohnation. — Soit  fait,  dans  la  série  (5),x  =  -; 
on  obtient ,  en  observant  que  1'  (  1  -f  -  )  =  1'  (y  +  0  —  l'y  > 

Ea  faisant  successivement    y==:2,3,4,5,...,on  trouve 

:  -        3       18        81       .  3a4  ' 

4      32  "^  19a       1024 

La  première  série  donnera  le  logarithme  de  3  au  moyen  du  loga- 
rithme de  2*;  la  seconde,  le  logarithme  de  4  en  fonction  du  loga- 
rithme de  3, .  •• ,  et  ainsi  de  Suite.  Le  degré  d'approximation  pourra 
toujours  être  apprécié  (n**  176),  puisque  les  séries  sont  composées 
de  termes  alteiliativemeht  positifs  et  négatifs  qui  diminuent  de  plus 
en  plus. 

Seconde  transformation.  —  On  parvient  à  des  séries  beaucoup  plus 
commodes ,  par  le  moyai  suivant  : 
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Substituons^  dans  la  série 


X       X*    ,   x^       x^ 


—  o;  la  place  de  â7;il  vient 

d'où  en  retranchant  ces  deux  séries  Tune  de  l'autre,  et  en  observant 
que  l'(x4-a:)-l'(.-x)  =  l'i±|, 

I  "~^  X 

1+ar         /x      X*      x^      x''      x^  \ 

i—x  \i        3         5    '    7    '    9    '        / 

Pour  que  les  termes  du  second  membre  décroissent  rapidement , 

*  1    I  X 

il  faut  que  x  soit  une  fraction  très-petite;  et,  dans  ce  caâ,  est 

plus  grand  que  l'unité ji.  mais  en  jdiffère  fort  peu. 

1  ■^~  XI 

•  Posons  donc— î— -  =;  i  +  -  (^  étant  au  moins  égal  à  i);  il  vient 

!•  '      X  '  » 


« 


(i+ar)z  =  (i  — x)(z+i); 


d'où ,  en  réduisant,  x==: ; — . 

az  +  i 

Donc  la  série  précédente  devient  T  (  i  +  -  \      ou 

Cette  série  donne  également  la  différence  entre  deux  logarithmes 
consécutifs  ;  niais  les  termes  décroissent  beaucoup  plus  rapidement 
que  dans  la  série  (6). 

Soit  fait  successivement       z=  i,  i2,  5^  4,  5,...;   on  trouvé 

l'4  — 1'3  =  4  f  -  +  5-î-j  + -î-i  + -J-^  + . . . V 

\7       3.7'       5.7'^   7.7'  /' 

Soit    z  =  loo;  il  en  résulte 


Y  loi  =r  100  -{^2 


2or+3(2oO*"^5(20ï)»+'"J' 
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série  dans  laquelle  le  logarithme  de  loo  étanl  connu,  te  premier 
terme  suffit  pour  donner  celui  de  ici  avec  sept  chiffres  déci- 
maux (*). 

Il  existe  encore  des  formules  bien  plus  expéditives  qui  servent  à 
exprimer  des  logarithmes- en  fonction  d'aulnes  déjà  connus}  naais  ce 
qui  précède  suffit  pour  donner  une  jdée  de  la  facilité  avec  lacjuelle  on 
pourrait  construire  des  tables.     > 

226.  Les  logarithmes  népériens  étant  calçulé^^  il  e$^  fapi\^  4a  fers 
mer  un  tout  autre  système. 

Par  exemple,  pour  former  le  jsystème  ordinaire.,  il  faut  (n**  213) 

multiplier  chaque  logarithme  népérieil  par  le  module  tt^-^  Ce  nom-  - 

bre  a  été  calculé,  avec  tout  le  degré  d'approximation  que  l'on  peut 
désirer;  et  sa  valeur  en  décimales  est  o,434^44^)9***  f  ^'^st  le 
module  propre  à  passer  du  système  népérien  au  système  dont  la  base 

êSi  10. 

Ce  module  exprime  d'ailleurs  le  logarithme  ordinaire  de  h  base 
du  système  népérien:  cjSiV^  en  appelant  e  cette  base,  on  a  l'équa- 
tion e''*° j=K  10 ;  d'où,  prenant  les  logarithmes  dans  le  système  ordi- 
naire, 

r  10  X  1.  ^  =  1. 10  =  1  ;      donc      1.  e  =  r; — r  =  1,4^29* . .  • 

1  10 

Comme  les  tables  ordinaires  peuvent  être  déduites  de  ce  qui  pré- 
cède, on  peut  s'en  servir  pour  déterminer  Je  po^bre  anfluel  copœes- 
pond  le  lagarilhme  ci-dessus  ;  et  Ton  trouve 

0,4342944^19...  =  1.  ^  =  1.  2,7182818384. •.. 
Ainsi  '  "   e=  a,7i8î«8i8a84.... 

Nous  allons  bieiîtôt  parvenir  à  ce  même  résultat  par  une  autre 
voie.  ~ 

227.  Développement  en  série  de  V exponentielle  a*;-T-  La  liaison  qui 
existe  entre  les  quantités  exponentielles  et  les  logarithmes  [liaison 
qui  consiste  en  ce  que,  a  représentant  la  base  d^qn  système  de  loga- 
.rithmes,  a?  est  (n"  208)  le  logarithme  de  l'expression  a"]  y  nous  con- 
duit ;à  chercher  s'il  ne  serait  pas  possible  de  développer  à*  suivant 
les  puissances  de  x\  ce  qui  4onnerait  alors  Iç  développement  d'un 
nombre  en  fonction  dp. son  logarithme,  question  inverse  d^  la  pré- 

'  cédente.  '  • 

Supposons  donc  ce  développement  trouvé;  et  soit 

a«==i-f  Aar  +  Rr',+  Cjî'  +  Dr*+...;  (1) 

"  i.    p.i .11  j      ■    I       I  ■         ■ 

•   (*)  yoye%  la  première  note  plae^e  4  M  fin  de  ce  ehapllre. 


DES  EXPONIStf^lJSf Lfi%  |EN  SÉRIE.  .    /  fM 

> 

Si  Tpn  ffii|    X  ==  0 ,    l'pq^ation  sç  réduit  à    a"*  =  i ,    résultai  exact. 
Ainsi,  cette  forme  de  développemeat  est  admissible 
Pour  déterminçr  A,  B,  C,'D,...,  remplaçons  x  par  z;  il  yien| 

a'^iH-A2  +  B2«-fCz'  +  D2*.,.;'   !  (2) 

Fetranchant  ces  deux  équations  Tune  de  l'autre,  on  a 

«•— a'===A(a?  — j2)+^(iP«  — 2«)  +  C(>— z»)  +  D(a?*  — z*)==...  (^ 

équation  dont  le  second  membre  est  divisi))lo  pai*    x  —  z.    Aiusi,  il 
faut  tâcher  de  mettre  ce  facteur  en  évidence  d^ns  le  premie»*.  Or  on/  ^ 
peut  mettre   a*  —  a^  sous  la  forme   «*(«"'-' — 1);    et  si  l'on  rem- 
place, dans  la  série  (1),  x  par   x — z,    il  vient 

a'(ar'—i)  =  a'[k{x'^z]  +  B(x  —  zY  +  C{x  —  z]* +  ...]. 

Substituant  dope  dans  Téquation  (5),  à  la  place  de  a* — a%  la  valeur 
qu'on  vient  d'obtenir^  et  divisant  lesxleux  membres  par  X:^z,  on 
trouvée 

_     "  a'[A  +  B(a;  — «)  +  C(a?  — z)*+...] 

=,j,^B(x  +  z)  +  Gix'+:fz+z^]+..,., 
Faisons  maintenant  or  =^ z  dans  cette  dernière  équation^  elle  se  r<kluit 

ou  y  remplaçant  a*  par  son  développement  (1  )  >  ^ 

A  +  A':r  +  ABf*  +  AC^'4-/..==A-}-î^B^4-3Ca:»  +  4Pa?» 

Éjgalant  sép^réq^ent  les  coefficients  des  inémes  puissance^^  on  ol^tient 
les  équations  « 

A  =  A,      A*^aB^      AB  =  3G,      AC  =  4D,...; 

d'oïl  l^on  déduit  ,         ^  .  .         ,  - 

A  =  A,'"b  =  -:^;    C  =  -^.    »  =  — ^Vt'-- 

1.2  1.2.5  1.2.3.4 

La  loi  du  développement  est  manifeste  :  le  terme  qui^  dans  la 

A** 

série  (  1  ) ,  en  a  n  av^ipt  lui,  ^  pqur  exiJJ'esçioq  : =-  •  - .  «    . 

On  voit  que  tous  les  coefficients  B ,  G ,  D , . .  ^  sont  exprimés  en 
fonction  du  coe|Spiçnt  A  qui  reste  encore  indéterminé  y  c'est-à-dire 
que  1*  méthqde  qui  vient  d'être  suivie  ne  suffit  pas  pour  le  faire  q})-«  " 
tenir  ;  mais  il  n'en  a  pas  moins  une  valeur  unique  qu'on  trouve  pi^ 
l'artifice  suivant  : 

On  peut  mettre  (f  sous  la  forme  (1  -Ka —  1)*,  ou  (ï  +  ^)^  <^P 
posant,  pour  abréger,  a  —  1  =?  ô.  Or  si  on  dévelpgpe  (1  -f"  ^)*  d'après 
la  formule  du  binôme,  on  a 

1  X         9  la  «1: 

0 


y    « 
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mais  en  ne  tenant  compte  ^  dans  ce  développement ,  que  de  la  partie 

affectée  de  x^  il  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  partie  a  pour  ex-^ 

pression, 

/*      *»      *»      **      fc»  \ 

d^ailleurs^  le  coefficient  de  x^  dans  la  série  (i)^  ^  égal  à  A.  On  a 

donc 

*      V      V!      **      *» 

ou  bien ,  en  remplaçant  6  par  sa  valeur  a  —  i^ 

'  a-i       [a- if  ..(g-i}'      {a- A'  , 

^-—        r~  +  ~T^        4~"*" 

On  représente  ordina^*ement  par  h  l'expression 

«— '       (g— i)»  ^  (g— 0*  .  '     ' 


•        *        • 


ainsi,  substituant  A  à  la  place  de  A,  dans  les  valeurs  trouvées  pour 

B;  C^  D ,  •  • . ,  et  reportant  ces  valeurs  dans  la  série  (i) ,  on  obtient 

enfin  < 

^          ,  kc  ,   /Par"   ,      A'x*     ,        A*x*        ,  .,. 

<^=^+  — +  7-r  +  7— -i+ ,    ^  er    .  + (4)' 

1  1.2         1.3.5         i.a.0.4 

Tel  est  le  développement  de  l'exponentielle  (f  en  série. 

228.  Conséquences.  — Si,  dans  cette  sériç,  on  suppose  x=  i,  elle 
devient 

1        i .a  .     1 .2.3   '    1 .a. 3.4 
d'où  l'on  voit  que  a  est  exprimé  en  fonction  dek,  de  même  que  la 

relation  k  =  ■  — r  ^        ^'  +  .  • .  donnait  k  en  fonction  de  ar. 

1  .  a  '  " 

Gela  posé ,  cbercbons  la  valeur  particulière  de  a  qui  con*espoud  à 
i  =  1,  et  désignons  par  c  cette  valeur  particulière;  nous  trouvons 

'    i    '    i  .  !î   '    1 .  a  .  3   '    1 .  a  .  3  . 4 

série  décroissante  (*)  dont  les  ii  premiers  termes  donnent  pour 
somme 

a^7i8a8i8,    à    o^ooooooi  près. 

La  comparaison  de  ce  résultat  avec  le  nombre  obtenu  n*  226,  pour 
la  valeur  de  6,  base  du  système  népérien ,  semblé  indiquer  que  c  et  e 
sont  identiques.  Or  c'est  ce  qu'on  peut  démontrer  immédiatement. 


w  ■  I.  t  >  ■ 


(*)  Voyex  la  première  note  placée  à  la  fin  de  ce  chapitre. 
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En  effet,  sôit  posé  dans  la  formule  (4) ,  fcr  =  i ,  d'où  a?  =  t  ;  elle 
devient 

1  . 

û  *  =  i  +  7  +  7— +  7— iç  +  7-T-5r7  +  •  •  M 
1       i.a       1,2.0       i.a«o.4 

ce  qui  donne  nécessairement  a*  =;  c. 

Prenant  les  logarithmes  des  deux  menibres  de  cette  dernière  éga« 
lité  dans  le  système  qui.aurait  pour  base  c,  on  trouve 

1  '  ' 

■y.la=i,    d'où    la  =  ky 

ou,  mettant  à  la  place  de  &  sa  valeur  (b*  227  ), 

•         a-.       (a-x)t       (g-,).       (g-i)*   ,         . 

ou  bien  encore,  posant    a  =  i  +  i:,    d'où    a —  1 2=  ar, 

l(i  +x)  = 1-  ^  — -^+••^• 
.            '       I        a    '    3        4  ■ 

•  > 

Or  cette  formule  est  précisément  celle  qu'on  a  obtenue  (n"*  225) 
pour  le  développement  du  logarithme  népérien  de  1  +  ^« 
Donc  les  nombres  c  eXe  sont  identiques  (*). 

229.  La  formule  (4)  du  n^  227  peut  prendre  différentes  formés 
qu'il  est  bon  de  faire  connaître  ici. 

i    ,  1 

Considérons  de  nouveau  la  relation  a*  =  c,  pu  plutôt,  a^sse 
(puisque  Ton  a  e  =  6),  et  prenons  les  logarithmes  des  deux  mem- 
bres dans  un  système  quelconque^  il  vient 

-1(1  =  le,    d'où    A  =  r-. 
k  •     '  \e 

Ainsi  la  formule  (4)  se  change  en  celle-ci  : 

*    i     le   '    1.2    \U/     '    1  .a.3    \le/   / 

C'est  la  forme  sous  laquelle  on  présente  ordinairement  le  dévelop- 
pement de  a',  lesUogarithmes  étant  pris  dans  un  système  tout  à  fait 
arbitraire. 

Cas  particulier.  —  i**.  Le  nombre  a  peut  être  pris  pour  base  du 
système  de  logarithmes.  Comme  on  a,  dans  ce  cas,  la=i,^et 


n  Voir  la  noté  IV  à  la  fin  da  yolume. 


•■■■■■M 
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fc  =  r-,  la  formule  devient 

'    1    l  ^   '    1.2    \\e/     '    1.2.5    \UJ    ' 

Tel  est  le  dévelo{)pement  d'un  nombre  quelconque  en  fonctioû  de 
son  logarithme  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  a, 

2^*.  Soit  le  nomb]?e  constant  e  pris  à  son*  tour  pour  base  du  âyêtèmc; 
Comme  on  a  alors  \e:=zi^  d'où  &  c=r  1  a ,  ou  plutôt  ft  r=  T  a,  d'ftprès 
la  notation  du  n"*  225^  il  résulte  de  cette  hypothèse 


X    ..       ,     X*      ,,.    ..    .        x^ 


a-=i  +-.ra-f---T.(l'(i)»-| 5.(l'a)»  +  ..,. 

1  1.2  1«2«^ 

la 

5*.  Enfin,  soit  posé  à  =2  e,  ce  qui  dmne  néiîessaîremeiit  — • 

ou  4=  1. 
La  formule  se  réduit  à  , 

,    X  X^  i»         .  X*  . 

^=*  +  7  +T-7  +  7T1S+  1    o   c;  /  +"- 
1        1.2    ..1.2.0    /I.2.0.4  * 

Cette  série,  qurest  la  plus  usitée,  donne  le  développement  d'un 
nombre  en  fonction  de  son  logarithme  népérien. 

Nous  verront,  dans  le  dernier  chapitre,  les  conséquences  qiie  l'on 
déduit  de  toutes  ces  formules.  Mais  iK)us  poiivons,  dès  à  présent, 
faire  rertiarquer  comnient  lé  développement  des  logarithmes  en  série 
se  déduit  du  développemfint  des  exponentielles. 

ly abord ^  la  relation   k  =  —y   qui  se  réduit  à  ^  =  l^a  lorsqu'on 

prend  e  pdUr  base  du  système  de  logarithmes >  dontlè  (tr  îli)^ 

t*         'ï*  or  1*  " 

ou    l'(. +.)  =  ---  +  ---  +  ..... 

tlette  même  telation  donne  ensuite 

lo=:rA;.l«; 
'  d'où,  en  mettaht  à  la  place  de  k  sa  valeur ,  et  posant  encore 

Xy 

Le  ihodule  inconnu,  le,  p^ut  être  obtenu  faciletrient  (n*  226)  dès 
que  les  logarithmes  népériens  ont  été  calculés. 


NOTE  SUR  LES  SÉftlËS  CONVÈitGÈNTES. 


Le  cléveioppement  d*une  fonction  en  série  a  prineipaiement  pour  but  de  donner 
en  nombres  approchée, la  valeur  de  la  fonction,  lorsqu'on  attribue  des  valeurs 
particulières  à  la  variable  qui  y  entre.  Mais  pour  que  ce  but  puisse  être  atteint, 
il  faut  que  la  série  soit  du  nombre  de  celles  que  Ton  nomme  comergentes.  U  est 
donc  important  d'établir  les  caractères  de  ces  sortes  de  séries  :  tel  est  l'objet  qu'on 
se  ptopese  dans  cette  Noté,  qiii  servira  ainsi  de  complément,  tant  aux  applica- 
tions que  nous  atons  faites  de  la  formule  du  binôme  à  l'extraction  des  racines 
(ri**  175,  177),  qu'au  calcul  des  logarithmes  par  le  moyen  des  sérijus. 

1.  Une  série  indéûnie  est  dite  convergents,  lorsqu'on  peut  assigner  une  limite 
de  Terreur  que  l'on  conuuet  en  prenant  les  n  premiers  termes  de  la  série;  cette 
limiU  doit  d'ailleurs  être  susceptible  de  devenir  moindre  que  toute  grandeur 
donnée ,  quand  on  prend  n  suHisamment  grand. 

Il  faut  avoir  reconnu  que  ces  conditions  sont  remplies  pour  pouvoir  a(j|irmer  que 
la  série  est  cbnvergente,  ^   . 

Par  exemple,  toutes  les  séries  dont  les  termes ,  étant  alternativement  positifs  et 
iUfgatifSf  décrôishht  continuellement  et  indéfiniment^  sont  des  séries  conver- 
gentes ,  puisqu'on  a  vu  (n"  176)  que  la  dilférence  entre  la  valeur  numérique  de  la 
série  tout  entière  et  la  valeur  numérique  de  la  «omme  des  n  plumiers  termes,  est 
moindre  que  le  (n+  i)*^>a«  terme,  lequel  peut,  par  hypothèse,  devenir  aussi  p^tit 
que  Ton  veut  pour  une  valeur  de  n  suffisamment  grande. 

De  même,  toute  progression  par  quotient  décroissante  à  Vinfini  est  une  série 

a 

convergente,  puisque  (n"  195)  la  différence  entre  la  somme de  tous  les 

.1— a 

termes  et  la  somme  des  n  premiers  termes ,  eât  exprimée  par  — ^— ,  quantité  qui 

peut  devenir  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  pour  une  valeur  de  n  suffisam^- 
ment  grande. 

Un  caractère  imporlant  des  séries  de  la  première  esj^èce  dont  nous  venons  de 
parler,  est  que"  le  rapport  d*un  terme  quelconque  à  celui  qui  le  précède  est  une 
^^uéûtiPf HëgaHve j  conslattté  ou  variable,  mais  toujours  numériquement  moindre 
qnè  I. 

-  Dans  le*  âérieS  de  là  seconde  espèce,  le  rapport  est  Une  fraction  positive  con- 
êiantê,  '  '  . 

2.  A  ces  deux  espèces  de  séries  qui  viennent  d'être  caractérisées  comme  .des 
liéries  convergentes,  U  faut  enjoindre  deux  autres  qui  se  rencontrent  soavent  dans 
les  applications  :  , 

i\  Une  série  dont  tous  les  termes  sont  de  même  signe  doit  être  regardée  compe 
convergente  f  toutes  les  fois  que  le  rqppurt  d*ûn  terme  au  précédent  (pouvant 
d'abord  être  plus  grand  que  i,  ce  qui  suppose  que  les  premiers  termes  iraient  en 
croissant j^/tnit par  atteindre  une  taleut  moiniré  qUe  i,  ei  va  continuellement  en 
décroissant,  '  ■ 

En  ell'et,  dès  que  l'on  est  arrivé  au  tèrnae  dont  le  rapport  au  précédent  est  de- 
tenu  moindre  que  i,  si  l'on  fait  la  èomméde  fous  les  tenues  eohipris  depuis  le 
premier  jusqu'au  terme  en  question,  ou  jusqu'à  un  autrè  terme  plus  éloigné,  on 
obtient  la  limite  de  l'errenr  en  supposértrt  qiïe  le  rapport  devierrné  constant  à  par- 
tir du  terme  auquel  on  s'arrête;  et  celte  limite  est  alors  la  somme  d'une  pro- 
gression géométrique  décroissante  ayant  pour  premier  terme  celui  qui  suit  le 
terme  auquel  on  s'arrête,  et  pour  raison  le  rapport  supposé  constant  j  limite' 


2S8  NOTE 

qae  Ton  peut  d'alllenn  rendre  aussi  petite  que  Ton  veut  en  prenant  nn  nombre 
drtennes  .«ffl«mment,^.  puisque,  dan.  l'expression  ^.  a  est  «ip,K>sé 

diminuer  indéfiniment. 

2"".  Une  série  dont  tous  les  termes  sont  de  même  signe  est  encore  convergente 
lorsqiijB ,  ses  termes  allidit  en  décroissant ,  le  rapport  d'un  terme  à  celui  qui  le 
précède  augmente  au  lieu  de  diminuer,  pourvu  toutefois  qu'il  ne  puissB  dépatter 
une  certaine  valeur  numériquement  moindre  que  i. 

Dans  ce  cas,  la  limite  de  l'erreur  est  une  progression  géométrique  décroissante 
dont  le  premier  terme  est  celui  qui  suit  le  terme  auquel  on  s'arrête ,  et  qui  a  pour 
raifoh  la  valeur  maximum  du  rapport. 

3.  Il  est  d'ailleurs  évident  qu'une  série  ne  saurait  être  convergente  :  i*  Si  2^ 
rapport  éCun  terme  au  précédent  était  constamment  égal  à  i  ;  car,  dans  ce  cas, 
tous  les  ternies  étant  égaux,  leur  somme  serait  égale  à  l'un  d'eux  répété  une  infi- 

-nité  de  fois,  et  serait,  par  conséquent,  infinie^  quelque  petit  que  fût  chacun  des 
termes  :  l'erreur  que  l'on  commettrait  en  prenant  n  termes  seratt  elle-même  ififinie, 

a(«.  Si  le  rapport,  <fun  terme  qwUonque  au  précédent  était  plus  grand  que  i, 
constant  ou  variable  ;  car,  dans  ce  cas ,  la  somme  de  tous  les  termes  serait ,  à, 
plus  forte  raison  ,  infinie. 

Ainsi ,  aucune  série  croissante ,  c'est-à-dire  dont  les -termes  vont  sans  cesse  en 
augmentant,  ne  peut  être  convergente, 

4.  Il  y  a  même  des  séries  décroissantes  que  Ton  ne  saurait  regarder  comme 
convergentes,  parce  qu'on  reconnaît  que  la  somme  de  tous  leurs  termes  est  infinie^ 
et  que,  par  conséquent,  la  limite  de  l'erreur  est  aussi  une  quantité  infinie ,  on  ré- 
ciproquement.     * 

Considérons,  par  exemple,  la  série  « 

I     I      f      I      I  . 

connue  sons  le  nom  de  série  harmonique  ;  et  prenons  le  rapport  de  deux  termes 

consécutifs  quelconques, ,  -, 

ti— I      n 

il  vient  -  : = =  i • 

n     «— I  n  fi 

Or  on  voit  que  ce  rapport,  qui  est  constamment  moindre  que  i,  angmoite  i 
mesure  que  n  augmente  et  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  l'untf^,  qui  peutaimi 
être  considérée  comme  la  limite  en  pltu ,  ou  (somme  le  maximum  de  ce  rapport. 
11  y  a  donc  lieu  d'appliquer  à  la  série  ci-dessus  ce  qui  a  été  dit  pour  le  premier  cas 
du  numéro  précédent,  c'est-à-dire  que  la  limite  de  l'erreur  est  la  somme  des 
termes  d'une  progression  géométrique  ayant  pour  ratfon  l'unité,  somme  qui  est 
nécessairement  infinie  (n"  3).  Donc,  enfin,  la  somme  des  termes  de  la^sérieest 
eUe-méme  infinie» 

C'est,  an  reste,  ce  qu'on  peut  vérifier  d'une  autre  manière. 

En  effet,  si,  dans  la  série  (5)  du  n«  225  ,.on  pose  i  +«=y ,  il  vient 

I  Z      "^      3      """"4      "^••* 

Soit  faitmaintenant  y  :s  o  dan&  cette  égalité ,  on  trouve 


../ 
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Of  <m  sali  0&*  S13)  ({ue^  dans  tous  les  systèmss  de  logwrlthiiies  dont  la  luise  est 
plus  grande  qne  Tunité,  le  logarithme  de  o  a  pour  valeur  rin/im  négatif;  donc  là 

^  -    t      I      I 

taleut  dé  Unérie  -  -< h'^  +  7  +  •  • .  est  infinie. 

»    l«      3      4         ^  . 

^Poor  peu  d'ailleurs  qu'une  série  tirée  de  (i)  décroisse  plus  rapidement  que  la 
série  harmonique,  elle  aura  nécessairement  une  valeur  finie;  car,  quelque  petit 
que  soit  y, .  son  logarithme  a  une  valeur  finie  :  atosi  il  doit  en  être  de  même  du 
développement  de  ce  logarithme.  Toutefois,  pour  reconnaître  si  la  série  est  vérita- 
blement eonvtr^f$nte  t  11  £àut  pouvoir  assigner  la  limite  de  IMrreur  commise  lors-t 
qu'on  s'arrête  à  un  terme  de  rang  qaelc(mque. 

Or  si  l'on  pose  y^-^^  x  pouvant  être  un  nombre  très-grand ,  il  vient 
L«  rapport  de  «lanx  tenDM  eonséootib  est 

quantitéplus  petite  que  la  fraction  constante \  maia  qui  s'en  approche  de 

plus  en  plus  à  mesure  que  n  augmente. 

Ou  a  donc  (2*  cas,  n"  2)  pour  limite  de  l'erreur  la  somme  d'une  progression 
décroissante  dont  le  premier  terme  est  celui  qui  suit  le  terme  auquel  on  s'artéte , 

et  qui  a  pour  taitQn  le  nombre,  constant •. 

Cette  fraction  est  d'autant  plus  petite,  et,  par  conséquent,  la  convergence  de 
la  série  est  d'autant  plus  sensible^  que  %  est  plus  petljU 
Soit,  pat  exemple,  j9r  =  a,  ce  qui  donne  •  ^ 

^'i  =  ^(a  +  8'^Î4"*"64"*"763  +  384+ )• 

On  â  ici  =  -. 

Ainsi,  la  limite  de  Terrear  qne  Ton  commet  en  prenant  les  5  premiers  tern.es 

» 
I 


pour  la  valeuf  de  la  série  totale  est        ..r  ■  =■  ;'"^..  =s  — , 

En  général,  la  limite  de  Terreur  est,  pour  cette  série,  >  êauMlé  du  terme  qui 
suit  celui  auquel  on  s'est  ai^été. 

5.  -Nous  allons  actuellement  revenir,  tant  sur  les  applications  numériques  de 
la  formule  du  binôme,  que  sur  les  séries  particulières  qui  ont  été  déduites  des 
séries  logarithmiques  ou  exponentielles  ;  et  nous  ferons  voir  que  toutes  les  séries^ 
obtenues  rentrent  dans  les  différents  cas  examinés  ci-dessus. 

D'abord  la  série  générale  du  n«  174  étant  telle  que  les  termes,  à  partir  du 
second,  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  il  faut  encore  s'assurer  si  les 
termes  vont  en  déeroissiiit  et  peav«Dt  devenir  aussi  petits  que  l'on  veut. 

Or,  en  désignant  par  p  le  rang  d'un  terme  quelconque,  il  est  facile  de  voir  que 
l'on  a ,  pour  le  rapport  le  ce  terme  au  précédent , 

^-î- ' .  -  ,       a  étant  suppose  <  x  ; 

p.n  a;   . 

Mq.  B.,  h  !•  éd.  \      19 
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ce  q»l  proote  fae  ciiaqae  terme  de  la  «érie  ett  tme  paHi^  4q  ptéôédtiit)  pins 

A 

petite  que  la  fraction  marquée  paT  -.  Ainsi ,  les  tejrme^  dlnryinnant  indéfiniment, 

la  série  rentre  dans  le  premier  cas  du  n*>  i  de  cette  Note. 
Dans  la  série  du  n*  1^7,  tous  les  termes  sont  de  même  signe  à  partir  dn  second, 

Mail  la  rapport  du  p*^^  terme  aa  pséeédent  étant  iS^ — J  .77.^. .  ^;  qnan- 

a       I    tt-jr X    a 
tité  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  -  -^  - .  -^-î—  .  - ,  on  yolt  que  ce  rapport 

est  constomm^fit  nwmirè  giif  -^  t  et  de  plua«  à  metufe  que  f»  angnamte,  ee  np- 

a 
port  approche  de  plus  en  plus  dé  la  fraction  -  >qui  en  est  par  conséquent  la  limite 

en  plus,  ou  la>  valeur  nuuptmum.  Ainsi,  cette  série  tombe  dans  le  second  cas  dn 
n""  2 ,  c'est-à-dire  que  la  limite  de  Tefreuf  eommlio  aat  Ift'Semme  d'une  progres- 
sion décroissante  aya^t  poi^r  iiran^tet:  l«rme  celui  qui  puit  le  terme  auquel  on . 

a  ■      ' 
s'arrête,  et  pour  raisQU  le  rapport  tMutimum  ~.  - 

Ep  appli()uant  ce  principe  au  4«  e^^ewplQ  p^ppoié  il"  177«  on  se^noalt.  fue  l£a 

7 

5  premiers  termes  de  la  série  donnent  la  vafeur  de  ^^  4  motfif  ie  o^ooôoj  prèi, 
->  Sn  général,  on  peMt  démontrer  que  la  swie  qui  représente  le  développem<mt 
de  (i  +  %)^  est  wmef^ente  tant  que  %  est  une  fraction  positive  ou  négative, 
m  étant  d'ailleurs  différent  d'un  nombre  entier  et  positif.  Mais  cette  démonstra- 
tion ,  qui  n'offre  aucune  difficulté  d*après  les  principes  établis  ci-dessus ,  nous 
entraînerait  trop  loin ,  et  pou^  la  proposqjv^  <)mmfi  e^ercyloe.        . 

6.  Passons  aux  séries  logariilimiques  et  eipopentielles*       ' 
La  série 

obtenue  n"*  225 ,  rentre  dans  le  premier  cas:du  q"*  1 ,  puisque  les  termes  sont  alter? 
nativement  positifs  et  négatifs  et  décroissent  indéfiniment. 
Quant  à  la  série  du  même  numéro , 

l'(,+  .)-l'.  =  a[^  +  3(^  +  ^^^+ ] 

on  a,  pour  le  rapport  de  jeux  termes  consécutifs  quelconques , 
an  —  3         .1  ^ 


ou 


ail  rr-  I  *  (a js  -f  i)'  (ajf  -f  i 


K-#i)' 


I 


^^  prouve  que  le  rapport  est  cof^ta/mment  mainkdre  que  7— n^r^»  °^^  ^^'^^ 

s'en  rapproche  de  plus  en  plus-à  meàure  que  n  arugmente,  et  qu'il  a  cette  fraction 
pour  limite; 
La  série  se  tronve  donc  encore  dans  le  second  cas  4u  n**  2.  Le  rapport  maximum 

serait  ici ,  >.V"Wâ»  fvaetiOB  très«petite  si  jr  est  trâr^grtfiA. 

Enfin  la  série  qui  donne  a*  (n"»  227}  Anit  toujours  pas  ^v^i^  convergente, 

quels  que  soient  a  et  x,  puisque  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est  — , 

II 

fraction  qui  a  jsr^ro  pour  limite  relative  à  Taecroissement  de  n. 
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7.  Nous  terminerons  cette  Note  piur  utfe  remarque  sur  4a  base  e  du  système 
népérien. 
OnatronTé,  n«228, 

c=aH h -H -—-1-...,        ^'  (i) 

I  .3       I  .»,3       1.2.3.4  *  -T 

^  il  est  aisé  de  démontrer,  i"*  que.  cette  série  est  le  déyeloppement  d'un  nombre 
iheoinmensurable ;  2«  qu'elle  %%X  convergente ,  et  que,  pour  chacune  des  sommes 
partielles  des  deux  premiers,  des  trois  premiers, ...  termes,  la  limite  de  ^erreur 
peut  être  assignée* 

D'abord  ejie  peut  être  un  nombre  entier,  car jon a  éviêemment  \ 

2  2p^'2.3.4  a  2«'2* 

et  cette  seconde  série  est  une  progression  décroissante  qui  (n**  195]  a  pour  sonune 
VuniU, 

11  suit  de  là  que  -  H — r-  -\ — -  ^h  .. •  est  moindre  que  i ,  et,  par  consé-- 

^  22.Cj2.0.(j|. 

qnent,  que  e  est  un  nombre  compris  entre  2  et  I.    , 

Je  dis,  en  second  lieu,  qu'aucun  nombre  fractionnaire  exact  ne  peut  exprimer 
laTiiettidéf. 

En  effelii  soit^  s'il  ^t  possible,  •  ftal  ^  — ,  m  et  n  étant  deux  nombres  entiers, 

et  n  <  m,  mais  >  i.  En  poussant  la  série  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  aux  termes 
dont  lei  4énQminat«Mri  renfermfiiit  le  fac^r  n>  on  aur^  ^ 

n  »*a       ï»a.3^  i.2.i..«m  *  i»a«a,..n(ii-f  1) 

ou  simplement  —  sia  +  Cr,.  (2) 


[ 


en  posant,  ponr  abr^ei. 


1 

a=£2  4~ h  ^  +  «.t  + 


I  I  T 


«f2,3..,n(f»+  ï)      1.2. 3  ♦..«(«  +  !)(»  + 2) 

Gela  posé,  multiplions  Ifs  deux  mçmbres  de  régalité  (2}  par  x.2.3«..n;  il 

Tient 

1.2.3...  (n—  i),m^=  1,2.3.,  .«.tt+  1.2.3...  n. 6. ...  (3) 

Hais  le  premier  membre  de  l'égalité  (3)  est  évidemment  un  nombre  entier;  il  en 
est  de  même  de  la  première. partie,  1.2.3.  ,.n.â(,  du  second  membre ,  puisque 
tous  les  termes  dont  se  composé  a  sont  des  fractions  ayant  pour  dénominateurs 
des  8<>u8-multiples  du  facteur  i .  2 . 3 . . .  n,  par  lequel  on  a  multiplié  a.  Donc,  pour 
que  l'égalité  (3)  subsistât,  il  faudrait  que  i .  2 . 3 , . .  n .  é  fût  aussi  un  nombre  en* 
tier.  Or  eelà  est  impossible,  car  cette  expression  se  réduit,  lorsqu'on  remplace  6 
par  sa  valeur,  à  la  série  .  ^ 

1  i I 


n+i       (nH-i)(n-t2)       (n+ i)  {n  +  a)(n  + 3) 
laquelle  a  évidemment  une  valeur  moindre  que  celle  de  la  progression 


n+T  ^  (n  +  0*  "*"  (n+i)»'*^  * ' ' 


dont  la  limite  (n«  195)  est  - 

II 


/• 


oa 
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m  *i  » 

Donc,  enfin,  l'égalité  —  r=a  +  - 1 r  +  ...      ' 

9  t .a       I . a. J 

est  elle-même  impossible,  et  la  base  e  ne  saurait  être  égale  à  un  nombre  com- 
mensurable. 

Le  calcul  précédent  peut  servir  à  faire  estimer  la  limite  de  Verreur  que  l'on 
co0imet  en  prenant ,  pour  la  valeur  de  « ,  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série. 

En  effet,  Terreur  commise  est  marquée  par  * 

I *  I 

""  i.a.3.  .«n(n+  i)  i ,  2.3,.. n(n+  i)(n  +  a)      **** 
I          Pi  I  1 

I  .  2 . 3. .  .n  L»  +  I  (n  +>)('*  4-  *)      *  *  *J  ' 

I 

Mais  on  vient  de  voir  que  la  série  entre  ptTenthèses  est  moindre  que  -«  On  a 

donc  6< \ -. 

i .  2 .  3. .  .n' 

Soit  n  =  10,  ce  qui  revient  à  prendre  les  ii  premiers  termes  dans  la  sécie 

I  -^ 1 4-  ...  ;      on  trouve     6  <  -5^-^75 —  <  o,ooooooo3. 

I        I  .  a  '  36a88ooo  , 

t)0Qc  la  somme  des  u  premiers  termes  ne  diffère  de  la  vraie  valeur  de  e  que 
d'une  quantité  moindre  que  0,0000001.  \Jii^B%  le  u*>  228.)( 

iV^.  B.  On  parvient  également  à  la  limite      -  *  .    1    *    •  «  » 


1.2.  3...n* 


en  appliquant  directement  à  la  série  (i)  le  premier  cas  du  n«^  3. 

En  effet,  le  rapport  du  (n  +  i)>^m«  terme  de  la  série  au  n*^*^  est  évidemment 

I  ♦       , 

— —  y  quantité  qui  diminue  de  t>lds  43n  plus  à  mesure  ((ue  n  augmente.  Donc  la 

limite  de  l'enfeur  s'obtiendra  (n«  3)  en  supposant  que  le  rapport reste  coc- 

»+  « 
stant  à  partir  du  (n  +  i)»^«  terme;  et  Ton  aura  pour  cette  limite, 

o  t  I 

:  I  — 


I— ^       I  .a  .  3.  ..(n— t)n(rt  +  1)  *         n+«* 

I  '  n-\-  X 


1 .2.3.,.(n  — i)n(n -f- 1)  n  i.2.3...n** 

Ce  qu'il  fallait  trouver. 


1 1- 
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gas     "  '  ■■■'         If,'-  ..';■■■'  'il  BaatassaaaBssaBsaecaasaggp 

*  t 

NOTE 

Sur  le  calcul  de  l'erreur  à  laquelle  dorme  lieu  l'emploi  de  la  propor' 
tion  que  prescrit  l'u$age  des  tables  de  logarithmes  (Voyez  n?2i4, 
et  Arithm,-,  n«  264,  29"  édition). 


PoQT  ealcnler  les  logarithmes  des  nombres  entiers  et  déclmanx  qui  ne  sont  ^as 
dans  les  tables  ordinaires ,  et  pour  revenir  de  ces  logarithmes  aux  nombres  cor- 
respondants ,  on  suppose  :  x*>  que  les  différences  entre  les  nombres  sont  propor^- 
tionnelles  aux  différences  entre  leurs  logarithmes  ;  2.^  que  les  logarithmes  inscrit 
dans  hs  tables  sont  tout  à  fait  exacts. 

Or  ces  deux  propositions  ne  sont  rigoureusement  vraies  ni  Tune  ni  Tantre.  Jl 
est  donc  nécessairci  après  avoir  fait  voir  d'abord  sur  quels  principes  repose  la  pro- 
portion ci-dessus,  de  calculer  ensuite  le  degré  d'approximation  qu'elle  fournit  et 
Terreur  qu'elle  peut  produire^  lorsqu'on  a  égard  aux  deux  causes  d' inexactitude 
dont  elle  est  affectée. 

1.  Premier  prinqpe.  ~  Soient n  et  n  +  i  deux  nombres  entiers  consécutifs;  la 
différence  d»  ouJ(n 4-  1)— In,  de  leurs  logarithmes,  diminue  à  mesuré  que  n 

I 
augmente;  et  eUe  est  toujours  moindre'que  la  fr^tction  — . 

311 

.  ■*■       •  • 

On  a,  en  effet,  l(n-f- 0-l«=  1  (^-^)  =1  (»  +  ^)  5 

ce  qui  prouve  déjà  que  A  diffère  d'ajitant  moins  de }.  i,  on  de  o,  que  le  nombre  n 
est  plus  grand.  ^  . 

Si  maintenant  on  fait,  dans  la  formule  du  n*  223,  a;  =  - ,  6n  trouve 

II 

y        nj  \n      an*       3n»  J 

•èrie  qui  donneni  la  valeur  de  A  avec  un  degré  d'approximation  d'autant  plus 
rapide  qne  n  sera  plus  grand. 

Gomme  on  a  d'ailleurs  (n*  226)  A  =  0,43  ...<-,  [et  que  la  série 

;  -h  . . .  est  (n«  176)  moindre  qiiie  -,  il  en  résulte  nécessairement 

n      an'  n 

-     »       A  <  — -.  Ce  qu'il  fàUait  démontrer, 

•  an 

S0U9  pajr  exemple,     n = loooo ;     il  vient 

A  <     M     .  <  o,oooo5 , 
20000 

c'est-à-dke  qne  la  différence  est  moindre  que  ta  moitié  de  Vunité  de  Vordre  du 
4*  chiffre  décimai. 

Ceci  explique  comment^  dans  une  seule  page  des  tables  de  Gallet ,  et  à  partir 
de  loooo,  on  a  pu  placer  un  aussi  grand  nombre  de  logarithmes.  Chaque  page 
renferme  ^  lignes  horizontales ,'  chaque  ligne  10  logarithmes;  et  comme  il  résulte 
de  ce  qui  vient  d'être  dit  qne  les  trois  premiers  chlffires  décimaux  sont  néeessai- 


«. 


I 
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femest  oommiins ,  ntaiftà  plotieun  dixaines  suceessiTes  de  logarlUunes ,  il 
sait  d'écrire  une  seule  fois  en  marge  ces  trois  chififtes ,  et  de  placer  ensaite  à  part 
les  quatre  derniers  qui  correspondent  à  la  variation  dn  nombre. 

[Gomme  les  tables  de  Call^t  s'étendent  iBH^u'à  loSoco,  on  a  placé  quatre  chiffres 

décimaux  en  marge,  pour  tous  les  nombres  au-dessus  de  looooo  (parce  que  l'on  a, 

^  dans  «8  cas»  à  <  o.ooGodS) ,  oô  qui  a  pertnis  alors  dé  présenter  les  lo^rithfnes  de 

ces  nombres  ayee  8  chiffres  décimaux  au  lieu  de  7,  sans  rien  changer  à  la  dl^KH 

sition  adoptée  pour  les  nombres  compris  entre  loooo  et  1 00000.] 

2.  Sbcom]>  principe.—  Soient  A ,  ou  1  (n+ 1)— In,  et  A',  ou  \(n  +  a) — l(n+ 1), 
deux  différences  consécutives  de  logarithmes  ;  Je  dis  que  cet  différenceê  pewœnt 
être  regardées  comme  égales  toutes  les  fois  Ijue  n  est  au-dessus  de  toooo.    ^ 

Ôna,eneffet,         A  =  l(rt  +  t)  — în==:l  fï-i-îj  , 

el  à^=^l(n^a)-*l(ii4-i)«l  (2±!J 

d'où  A-V=l  (ni  +  .n-H\^^r  ^        i_1 

on  bien ,  posantdans  la  formule  du  n*  S23 ,     â;  â^t  — ^ — ; — - , 
■^  n{n'{-  2) 

Ln(n4-a)       2n*(n+a)«       3n»(n  +  a)«  J' 

et  par  conséquent ,  puisque  A =0,43  ..*.,,     A — A'  <  ■■  . 

Gela  posé,  soit  n  =10000;  il  en  résulta 

■        -         t  t  ^ 

A  — A'< rr <  7-7— <  o,oooooooo&| 

aoooo  X loooa       200040000 

c'est-à-dire  que  la  différence  entre  deux  différences  consécutives  de  logarithmes 
de  nombres  au-dessus  de  loooo  est  moindre  que  la  moitiéde  Vunité  de  Vordre  d« 
huitième  chiffte  démoli  ».  > 

On  voit  donc  encore  pourquoi  l'on  a  pu  placer  dans  lès  tables,  pour  tous  les 
nolfibt^s  àu-deèsus  de  keooo,  les  différences  entre  deot  tegafRMMS  edaMiatift  1 
c'est  que ,  la  variation  d'une  différence  à  l'autre  ne  pomnt  4|iie  tur  le  imnNifliif 
ehlffi'e  décimal,  et  les  tsJl>les  n'en  renfermant  que  eept^  on  peut  regarder. ces  diffé- 
rences comrAe  constante»  pour  uà  grand  nombre  de  logarimmés. 

3.  CofMivuentH  dei  de^  propositions  frëeédemtei*  ^  Admettons  pouf  sa  in- 
stant que,  pour  tous  les  nombres  au-dessus  de  loooo,  à  des  accroissemenis  égauit 
de  nombres  t  correspondent  des  accroissements  égaux  de  logarithmes  ^  ce  qui  est 
sensiblement  exact,  diaprés  ce  qu'on  vient  de  reconnaître  ;  Je  dis  qu'alors  les  diffé" 
\  renées  des  logarithmes  sont  proportionnelles  aux  différences  des  nombres. 

En  effet,  soient  n,  n  + 1 ,  deux  nothbteft  entiers  consécutif!  àu4eâsuè  de  f6d0o, 

n  +  ~  un  nombre  fractionnake  eempria  entre  tf  ei  n  +  i  ;  on  peut  toujours  re- 
gatder  les  trois  nombres  n,  n4-->  n4-i|éeibiiMi  fIdMiftt  partie  d'uni  In^gfes- 

•  -  -s. 

»  /  I  .  .   « 

sion  par  différence,  ayant  n  pouï  premier  terme,.-  pottir  tnlioii,  *+ -  pour 

q  9 

(«4-  i)iéme  terme»  enfin,  n+  ~  ou  n+ 1  pour  dernier  terme»  e'esl-àrdi^e  que 
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i-  a  «  a  —  i 

A^n,n-\'-'.n  +  '- n  +  -.....  n  +  -^ .  fi  -j-  i. 

Or  an  a  supposé  que  les  différences  entriB  les  logarithmes  des  nombres  entiers 
6ont  sensiblement  ^i^esj  donc,  à  fùttiotiykB  dilîérénces  entre  les  logarithmes 

de  n,  n}-^,  n  +  - ,  peuvent  être  regardées  comme  égales.  Ainsi,  en  dé- 

gignftDi  par  d  m  dliiôrence  1  f  n+^  j-^ln,  M  aura  prar  IM  lo^rttlmiei  qsi 

^correspondent  aux  tei^es  de  la  eéri«  «i-dessi^s  9 

•î^lfi.ln.+  fiiln+Jôàiiëéln  +  p^».».  .In-f^ô    ou    l(n4-i)« 
De  là  résulte  nécessairement  la  proportion 

tndsqse,  efr  l'édttlIMti  oii  ttotiV(3 

.    -,  ' 

t  :-::  qS  ijpbi       ou       q:p::q:p,  '^ 

La  légitimité  de  la  proportion  étant  établie  pour  les  caâ  où  les  nombres  sont 
Irôs-giandb  et  ont  «itre  eux  une  différence  au  plus  égale  à  i,  nous  allons  passer 
au  calcul  de  Terreur  qu'elle  occasionne ,  erreur  qui,  comme  nous  ra¥ofis  déjà  dt^ 
résulte  de  deux  causes  que  lious  aurbns  à  considérer  successivement. 

4.  Calculons  d'abord  Terreur  qui  résulte'  de  Tinexactitude  dé  la  proportion ,  les 
logarithmes  employés  étant  supposés  eœaeês. 

Soient  n  un  nombre  supérieur  à  i<}^ooo,  l  son  logarithme,  1  +  ^  celui  de  n+ 1; 
soient  encore  n-\-d  un  Jiombre  comt>ri8  elitreii  et  914*  î»  h'^^hà  son  idgtffllbinl!^ 
.d  et  m  représentent  ici  des  fractions. 

(Tous  les  nombres  n,  i[,  A,  d,  m  sont  supposés  d'ailleurs  rapportés  à  la  même 
unité.) 

Gela  posé,  la  quantité  x  qu'il  faut  ajouter  à  l  pour  avoir  le  logarithme  de  n+d 
&e  dëterniiiïe  (h°  114)  par  la  ptoporlion  i  :  d  ::  A:  i;;  d*oû  dJ=i(jA;  ce  qui  donne 
1 4-  dA  l^Dm  le  logarithme  de  n  +  d,  tandis  qu'on  devmt  avoir  i  +  niL 

L'erreur  tommt>e  est  donc  exprimée  par  é=(iiv>^d)  A,  ou  e=(d— -jii)A,  aai- 
yant  que  Ton  à  m  >  ou  <  d. 

D«  méme^  la  quantité  y  que  Ton  doit  ajouter  à  n  pour  avoir  le  nombre  çor- 
respondaiii  à  j-f  tnA,  est  fournie  par  la  ptoportion  A  :  7?ié  ::  i  '  {/,  d'où  y=:m.  oe 
qui  âotihè  n  +  m  pouf  le  tiombfe  cherché,  tatidis  que  Ton  devrait  jivoir  »  +  a. 

L'erreur  commise  est  donc  exprimée  par  e'^m  —  d,  ou  e*  ^d  ^m, 

D*oâ  Toh  vdit  que ,  dans  les  dëUk  cas ,  l^Rfëttf  provient  â(^  ce  qu'btl  pl^nd  Tune 
pour  l'autre  les  deux  quantités  m  et  d.  Ainsi ,  nôtts  âotomes  conduits  à  chetchtt 
la  diiéMde  ût  Kses  ti«ux^âahttté». 

Oron  a  (&«' W9)  les  «galitës^ndametitaied 

d'^ù^  4lv)fiant  la  seconde  par  la  première, 


A     **+  ^         ,  '  mA 

10"  =;  --T* —  =  14---,         10 -^ 
•  n  A 


pu,  multipliant  cdle-c}  par  la  première,  membre  à  membre, 
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Développons  (^  +^)     par  la  formule  du  binôme  dépiontrée  généralement 

fio  182  ;  multiplions  le  résultat  parn,  et  retnncbons  ensQlttf  n  de  chaque  membre 
de  régalité  précédente  i  il  vient 

(1  = i i^ — i Ll — --J-.CtC 

I         1.2  .n  I.  a  «3.11* 

Dans  cette  série,  le  quotient  de  la  division  du  terme  qui  en  a  r  avant  lui ,  par 

le  terme  précédent  {vmf^  le  n«2  de  la  i**  Note)  est  —  - — —^  \  - ,  quanUté  évi- 

demment  négative  et  numériquement  moindre  que  Tunitét  puisque  l'on  atii<  t 
etn  >.i.  Ainsi,  les  termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  décrois* 
sent  indéfiniment.  On  a  donc  (n»  176) 

m(i— m)      _    .  .     mfi— m) 

d<m^   d>m î -f  d'où   m^d<     ^ 

a»       •  an 

Mais  on  sait  (n«  107)  que  le  produit  m  (i  «—m]  de  deux  faeteoiB  m,  i  »m,  dont 
la  sonune  est  i,  a  pour  maximum  f  -  j  ou  j.  Ainsi ,  la  dernière  inégalité  se  ré- 
duit enfin  à  m  —  <I<  =-. 

on 

Il  est  aisé  maintenant  d'apprécier  les  deui  erreiirs  es=:(fii--d)A,   e's:»—  tf, 
pour  le  cas  de  n  :,&  ou   >  loooo.    ' 
1*  On  a ,  en  vertu  de  rinégalité  précédente  t  ^ 

/  _A 

80000' 

et  €omme  on  a  trouvé  (Note  a,  n?  1)  A  <  -^ ,  il  en  résulte 

a 

0,0001      0,00000001 

160000  16 

L'erreur  e  étant  nK>indré  que  Je  sei^iième  de  l'unité  de  Tordre  du  8«  chiffre  dé- 
cimal, ne  saurait  porter  sur  les  7  premiers  décimales  du  logarithme  cherché. 

*  J*  .1  o.ooor 

c'est-à-dire  que,  qiAmd  on  réduit  en  décimales  le  4*  terme  y=:^m,  pour  l'ajouter . 
à  n ,  l'erreur  ne  peut  porter  sur  le  4*  chiffre  décimal  ;  mais  on  ne  serait  pas  iùt  de 
l'exactitude  du  5«  chiffre  ("). 

-b.  Calculons  actuellement  Terreur  qnf  résulte  de  PinemutiÊude  des  logarithtties 
(la  proportion  étant  supposée  exacte). 

Pour  cela ,  nous  allons ,  dans  ce  numéro ,  raipporter  les  loga/ritkmes  iodtc^nref , 
ainsi  que  leurs  différences ,  â  l^unité  décimale  du  7'  ordre ,  ce  qui  revient  à  les 
rendre  tous  looooooo  fois  plus  grands ,  ou  à  les  regarder  comme  des  nombres  en- 
tiers. Cette  hypothèse  n'a  nul  inconvénient,  puisque  Ton  ne  considère ,  dana  la 
proportion,  que  les  rapports  des  différences. 

Do  là  il  résulte  que ,  les  l(»garithmes  étant  généralement  fautifs,  en  plus  ou  en 
moins^  d'une  quantité  qui  a  pour  limite  supérieure  la  moitié  d'une  unité  décimale 
du  defnier  ordre  {Àrith,,  39*  édition,  N.  B.  ànn"  99),  cette  limite  se  trouvera  re- 

i  '  •       ■ 

présentée  par  -. 

_____       ^      .  •      - 

(")  Les  oalQuls  qpi  yieanent  d'être  établis  dans  ce  iiaméro  sont  dus ,  pour  le  fond ,  à  Bertrand 
de  Génère. 


DES  TABLES  DE  LOGARITHMES.  ^  ^ 

PftEHiÈiE  oOEsnoR.  —  tianX  donné  un  nom^e,  déterminer  à&n  loftarithme. 

Soit  n4-  d  nn  nombre  dont  on  demande  le  logarithme,  n  étant  la  partie  en* 

tière,  et  d  ta  partie  fractionnaire  ;  soient,  A«  plos,  2,  {Mes  logarillnaes  de  ttr, 

n+  I ,  tels  qu'ils  sont  fournis  par  les  tables.  Appelons  t  et  t' Jes  quantités  qu'il 

faudrait  ajoutéir  aux  logaritlunes  l  et  l' pour  les  rendre  exacts ,  ces  quantités  pou- 

^  I 

Tant  être  positiyes  ou  négatiyes,  él  ayant  -  pour  limite  (d'après  ce  qui  Tient 

d'être  dit). 

En  supposant  la  proportion  exacte,  comme  nous  le  faisons  id,  on  tfovmrait 
que  le  logarithme^  de  n  +  4  est  égal  à  { + 1 1  augmenté  d'une  quantité  x  déter- 
minée par  la  proportion 

i:d::(r-fi')  — (I  +  «):«t    '  d'où ,  en  posant      V^l=à^ 

■aj=(l(A  +  »'  — »)î  *' 

ce  qui  donnerait        log  (fi  +  d)s=:{  +  tH-d(A  +  i'— »)•    . 
Ma^  I  fiU  lieu  de  cela,  on  pose  la  proportion' 

%:d::A:Xf      d'où      ff=(iA; 

puis  on  ajoute  dA  à  I,  en  rejetsnt,  même  toute  la  partie  fhuftioiinalre  dn  pro- 
duit dA ,  sauf  à  augmenter  le  dernier  chillto  d'nne  unité ,  s'il  y  a  lien ,  ce  q«i 

peotœsailoBBer  illie  aonToUe  erreur  dent  la  limite  jsst  -.  En  représentant  eeUe 

erreur  par  f,  on  prend  ainsi  I  +  <1À— f  poot  U  logtfitlmia  do  »  +  <<•  tone  l'or* 
reur  finale  est  - 

E=ï  +  f  +  d(A  +  i'  —  i)--2-^dA  +  r=i(«  — <*)  +  »'<* -ff. 
Si  Ton  suppose  qne  les  trois  erreurs  <>  t't  f  atteignent  leur  limite  ->  oe  qui 

est  évidemment  le  cas  où  Terreur  totale  E  est  aussi  grande  qne  possIbW,  U  en 
résulte 

a 

c'est-à-dire  qne,  dans  la  recherche  du  logarithme  d'un  nombre,  ferriiir  prove- 
nant  dé  Vinexaeiitnde  des  logarithmet  tàbulaireê  peut  ^élever,  soit  en  plus ,  soit 
en  moins,  juequ'à  une  unité  déeimate  du  7*  ordre,  ou  généralement ,  du  dernier 
ordre  décimal  des  logairiihmes  ftmmis par  leetaJblet que  Van tmpkie» 

6.  SsooMDE  ovEsnoN.  —  Étant  donné  un  logarithme ,  déterminer  le  nombre 
qui  lui  correspond. 

Soit  2  + a  un  Ijogarithme  compris  entre }  et  1%  A  désigaaiil  lott|em  l'^l, 
et  S  étant  au  plus  â;al  à  A  —  1, 

d  a 

On  prend  ordinairement,  pour  le  nombre  cherché,  n  +  t»  Is  fraction  -7  étant 

A  A 

tMe de*  1»  proportion  A:  8::  t  :y. 

Mais  d'abord^  le  logarithme  donnée  1  +  ^,  étant  poussé  seulement  Jusqu'en 
degré  d'approximation.des  logarithmes  tabulaires,  est  passible  d'une  eneur  posi- 

the  on  BégatiTe  qn^n  pent  représenter  par  +  ^'^»  et  dont  la  Hmite  est  •*.  Eo 

outre,  les  deux  logarithmes  I,  V  peuTont,  comme  el-dessns,  être  Isutife  des 

quantités  posItlTCS  ou  négatîTes  + 1 ,  +  i',  dont  la  limite  est  -• 

Ainsi,  la  proportion  à  établir  deyrait  être 


/ 


^  eàMÂSBh  M  i.*mMni 

on  à  +  <'-tî«+<"-t::i:f.      d'où      f-î^A^; 

«e  fil  dMMoM,  paor  le  dobIh  <h«nW. 

Doue  l'eneor  que  l'on  commet  en  iveiMlil  n  +  -  âo  lien  de  cette  eiprenion,  est 
rapréKBtée  par 

MiiTant  qpe  Too  a  ^  .■  .    ■    .  >  oa  <  -. 

A  +  t'  —  t  A 

JYffiMfr  MU.--  Poof  obtertir  lu  Hmhé  en  pimt  de  la  dilireiMB  fi),  Il  Mrt  tteher 

d*aToir  le  inaximum  de  — --r; — -. . 

A+  i'  — t 

Or,  la  quantité  i  se  tfonvant  à  la  fois  aa  nnAérateof  et  an  dénominatear,  si 

foa  lerappeite  (ilf*,  n*  6)  qne  tonte  fraction  augmenle  de  raleor  qdand  on  i^oiite 

m  même  nom(»iie  à  sei  dani  termes  >  Il  sVnsnIt  qu'on  oMiendra  d*ybord  kl  most- 

fMMid^'la  fraelion  ei-deawia  en  foamil  — «  ia •4*  «^  qni etl  ia'ptot ginaÉin  irnlenr 

que  yntee  reeevoir  eette  qnantité  <»  m  qui  donne 

d+^  +  f'/ 

a 


A  +  i  +  t' 


Actoettement,  pour  avoir  le  vkaximum  relatif  aux  variations  de  t^'  et  de  i\  il 
suffit  de  rendre  le  numérateur  le  plus  grand  et  le  dénominateur  le  plus  petit  po6> 

Bible ,  ce  qui  se  fait  en  posant   {"  =  +-,    r  =: — . 

2  a 

Aias^la iKtiximÊêm idsaiumi dea variations  de «» i% i", est ijéresMirement 

«      Ott      '"    ^    '■'* 


^.  -    »  >  i 


S       a 

Dose  ItflNMPteiras de  là  différence  (  I)  eel 

d+  I        d  I 

~Â i'   '"^  I- 

Seàmd  eat.  ^  Pour  obtenir  la  UmiU-  en  fUu  de  la  différ^ee  (;i)«  U  faut  avoir  le 


iniHfifiiim  de 


A  +  f—t' 


:  Qto|k  pepl  ffonnrtr  par.  «a  i^auinamfniaaelog^o  au  prtcédeat».  mai»  invene, 
que  le  mtmmuiii  résultant  des  variations  des  trois  quantités  t ,  t' ,  i"  est 

i       a  6  —  1 
,    ou    —7—. 

A  —  -  -f  - 

2  2 


D]^  TABUm  1»S  DOOÂRtfHIIBft.  Ml 

Doue  le  Vl«flrt«iiilii  de  là  dtlfi^iice  (2}  est    ^ 

ô     d  —  I  I 

•        i — Â-'  rs' 

é'est-à-dire  qne«  dans  lis  deux  cas ,  la  limite  de  Terreur  commise  est  -. 

Cette  ^antité  croît,  de  plus  en  plus  à  mesure  que  Von  avance  dans  la  tabla^ 
puisqu'oto  sait  [Note  2«;  n""  1)  que  A  diifiinué  de  plus  eil  plus. 

7.  MÛntenint  il  est  Ikelie  de  prouyer  que  des  deux  causes  d'erreur  qui  ont  été 
signalées  au  eommencement  de  cette  note,  la  seconde  est  celle  à  laquelle  on  doit 
dëflntllveinmts'arretef ,  eans  aTolr  aucun  égard  à  la  première 

Bn  efllM,  daM  la  queetio»  qui  a  pour  but  4e  déêèrmtMr  2e  lo(jf«ritMie  dhm 
nombre  dénfi^^  puisque  l'tm  a  rècomia  (n*  4)  Ifue  l'iBeiftditade  de  la  fropertio* 
ne  peut  influer  sur  le  dernier  cliififlre  des  logarithmes  titniialfea)  ondoitconidëm 
la  prepèrlîéft  eomilie  tout  k  M%  exacte,  el  ne  tenir  cemj^e  qœ  de  rtaettbtttaide 
des  l^efitlOttls,  en  ebseryam  (n*  S)  que  ia  demUr  tkifft»  dMmdl-  pml  étr$ 
pf^tif  étuHè  HiMté ,  en  i^iiÉ  ou  en  metas^ 

Dans  la  seconde  queetien  (ifwti90r  U  nombn  muquel  opponteiit  m  ley<Ht»<is 
donné),  la  limite  de  l'erreur  qui  résulte  de  rinezActitode  des  logarUhnies.M» 
laires  tie  dépetidant  (n"  6]  <iue  de  la  différence  tabulaire  A,  et,  par  suite,  deé  der* 
niefii chifiVes  de  ces  logarithmes,  chlilk'es  sur  lesquels  rinexaotitude  de  la  propor- 
tHm  n^ÉtneniieinlBueaftef  11  sl»ttBUtt  encore  qneki^fMitfiiiareeaBaed 
être  tout  à  fait  Mgligée. 

B.  U  ne  nous  reste  plus  qu'à  faire  Tapplication  de  la  théorie  précédente  aux 
tables  dont  on  fait  usage  ordinairement,  c'est-à^lire  aux  tables  de  Gallet 

Première  question,  —  La  proportipn  i  :  d  ::  A  :  a;,  d'où  s  =  dA,  donne  (n*  5) 
les  7  premiers  chifllres  décimaux,  à  unité  du  7*  ordre  décimal  près. 

Ainsi,  une  somme  de  logarithmes  ou  de  compléments  arithmétiques  de  loga- 
rithmes peut  être  fautiye  d'une  quantité  dont,  la  limite  est  exprimée  par  autant 
d^unités  décimales  du  7'  ordre  qu'il  y  a  de  parties  dans  cette  somme.  De  même, 
~Bi,  dansïayue  d'obtenir  une  puissance  d'un  nombre,  on  multiplie  son  logarithme 
par  l'exposant  de  la  puissance,  le  logarithme  résultant  peut  être  fautif  d'autan/ 
d^unités  décimales  de  7*  ordre  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  la  puissance. 
Mais  il  n*en  est  pas  de  même  quand  il  s'agit  d'une  extraction  de  racine ,  parce 
que  les  erreurs  qui  affectent  les  logarithmes  sont  divisées  par  les  indices  des 
racines. 

'S 
Seconde  question»  —  Là  proportion  A  :  6  ::  x  :  y,  d'où  y  =  -•,  donne  la  yaleur 

A 

du  nombre  cherché ,  à  une  fraction  près  marquée  par  - . 

.    8 
Mais  comme  il  est  d'usage  de  conyertir  7  en  décimales,  yoyons  à  quel  ordre  de 

#  A 

décimales  il  conyient  d'arr^er  l'opération. 
Pour  cela,  soit  a  la  puissance  de  10  qui  doit 'exprimer  le  dénominateur  de  la 

fractiondécimaleobtenue«Obseryonsque,  dans  la  transformation  de  7  en  déci- 

A 

nudee,  en  s'expose  encore  à  commettre  une  erreur  dont  la  limite  M  iO' moitié 
de  Vunité  dé  V ordre  du  dernier  chiffre  décimal  ^  c'est-à-dire —  .  On  doit  donc 
satiafiiiie  à  l'inégalité 

-  ^ <  -,    d'où    T  <  — I    ei»  par  conséquent,    A  >aa. 

A       aa      a  A       2  a 


y 


MO  ÇAUXh  DE  h^MMBMm  t^EB  TA9LK9  l>E  LOGARITHIUES. 

Donc  A  doit  étxé  au  moins  le  double  de  la  fuismneè  d«  lo  à  laquelle  cm 
s'arrête. 
Cela  posé  : 
Il  résulte  de  Finspeetlon  des  tables  de  Gallet  que,  jusqu'au  nombre  21809/  la 

différence  tabulaire  n'est  pas  phis  faible  que  aoo;  donc^  pour  tous  les  nombres 

8 
compris  entre  loooo  et  21809,  on  peut,  en  réduisant  -en  décimales,  pousser 

A 

Fopération  jusqu'aux  'ioo'^M«t,  et  l'en  est  certain  de  Teiactitude  du  dernier 
cbiflke  décimal. 

Passé  ce  terme,  et  jusqu'à  1 00000 «  nombre  pour  lequel  la  diflérenee  tabulaire 
est  44»  on  ne  peut  compter  que  sur  l'exactitude  du  cbllAre  des  io»Mie*. 

Depuis  looooo  jusqu'à  108000,  eomme  la  différenee  se  trouve  encore  exprimée 
par  3  éhtffrtt  (dont  le  premier  à  dieite  représente  des  unités  du  8*ofdi»V<^I^ut 
de  néwFeau  comptor  «ur  l'exactitude  du  chiffire  des  ioo*^*>^«,  puisque  cette  diSé- 
renœ  va  de  4^4  à  4^,  nombres  plus  grands  que  200. 

Lee  taMes  à  7  décimales,  publiées  par  MM.  Marie  et  Reynaud,  ont  l'avantage 
rie  donner,  sous  un  format  plus  oommode,  à  peu  prés  les  mêmes  approKimatiens 
que  cdles  de  Gallet.  Nous  ^'oserions  cependant  pis  afflnnar»  à  cause  de  leur  pee 
ri'élendna  (elles  ne  «'étendent  lias  au-delà  de  loooo),  qu«  les  deux  caus^  d'errear 
aignaléès  ci-dessus  ne  donnent  pas  plus  d^une  unité  d'erreur  sur  le  7*  cMffIre  dé- 
cinud  lorsqu'on  cherche  le  iogarithme  d'un  nombre,  et  p{tM  de  deu9  unités  d'er- 
réur  sur  le  chiffre  des  miUièmes  lorsqu'on  cherche  ie  nômlire  correspondant  à  ua 
togarttlane.  Mile  l'ei^^  de  ces  tablea,  dana  leur  état  «etnel»  n*^  mérite  pis 
moins  d'être  recommandé»  en  niUson  de  la  petitesse  de  leur  format. 


T^^ORIS  CÉNIÊRÂLG  Dl»  ^QUATIOIfS.    '  *  tOï 
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CHAPITRE  VIL 

THÉORIE  GÉNÉRALKDES  ÉQUATIONS. 


Inireiuetûm.  —  Les  plus  célèbres  «aalystes  se  sont  occc^  du- 
probièim  de  la  résolution  générale  des  équations  aigébrMfttes  d'«» 
degré  quelconque  à  une  seule  inconifue  ;  mais  jusqu'td  leurs  effort 
ont  été  infiiictueux  par  rapport  aux  équsttiôns  d'un  degré  supérieur 
au  quatrièine.  Cej^ndant  les  rechwches  qu'ils  ont  faites  à  ce  sujet 
les  ont  condiùts  à  des  propriétés  communes  aux  équations  de  tous 
les  degrés  »  et  dont  ils  ont  ensuite  tiré  parti ,  soit  pour  résoudre  cer* 
taines  classes  d'équations,  soit  pour  ramener  la  résolution  d'une 
équation  donnée  à  celles  d'autres  équations  plus  simples.  Nous 
nous  proposons ,  dans  ce  chapitre ,  de  faire  éonnattre  ces  piopnétésy 
et  leur  usage  pour  fadliter  la  résection  des  équaiioBS  (*)» 

{  l**.  DIVISIBILITÉ  DBS  FONCTIONS  ENTIÉfiES.r-  (ROFRiiTÉS  GÉNÉRALES  DBS 
É0UATIONS.--TBS0BIE  COMPLÈTE  DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR.      . 

mVISIBIUli  DBS  FOITCTIONS  SNTlitRBS. 

# 

^0.  Le  développement  des  propriétés  dont  jouissent  les  équations 
de  tous  les  degrés  nous  conduira  à  considérer  les  polynômes  sous  un 
Qoint  de  vue  particulier  et  tout  différent  de  ceux  sous  lesquels  nou9 
les  avons  envisagés  dans  le  premier  chapitre.  Nous  admettrons  pour 
cela  des  expressions  de  la  forme 

dans  lesquelles  m  est  un  nombre  entier  positif  ^  mais  dont  les  coeJOS-" 
cicnts  A,B,Cf  ...fT^Vf  désignent  des  quantités  qui  peuvent  être 
quelconques,  c'est-à-dire  entières  ou  fractionnaires,  commensurables 
ou  incommensurables,  numériques  ou  algébriques.  Or  dans  la  divi- 
sion algébrique,  telle  que  nous  l'avons  exposée  (chàp.  P') ,  on  a  pour 
but,  étant  donnés  deux  polyndfhes  entiers  par  rapport  à  toutes  les 
lettres  et  aux  nombres  particuliers  qui  y  entrent,  de  trouver  un  troi- 
sième polynôme  de  même  esjfèce^  qui  y  multiplié  par  le  second ,  repro- 
duise le  premier. 
Mais  si  l'on  a  deux  polynômes 

Aa?"'  + Ba?-^* +  ûr— * -f . . . +  Tar +U, 

, '    ■' 1 

■  I      il^i»»— 11— Il  m  ■ ■— —i^^ii^—J— ■———■— ■^■————— ———i^^^ 

(*)  Fof r  la  Note  V  à  Iff  fin  du  volatfie. 
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gui  ne  soient  nécessairement  entiers  que  par  rapport  à  a: ,  et  dont  les 
coefficients  A ,  B ,  C , . . . ,  A',  B',  G', .  •  •  soient  quelconques ,  on 
peut  se  proposer  de  trouver  un  troisième  polynôme ,  de  même  forme 
et  de  même  nature  que  les  deuk  précédents  ^  qui ,  multiplié  par  le 
second ,  reproduise  le  premier. 

Le  procédé  pour  efl^ctuer  cette  division  est  analogue  à  celai  de  la 
division  ordinaire  ;  mais  il  y  Â  cette  différence  que ,  dans  celle-ci ,  le 
premier  terme  de  chaque  dividende  partiel  doit  être  exactement  divi^ 
sMepoT  le  pfmnier  terme  du  dime»r;  au  U^u  qi)e,  daiu  la  nouvelle 
mpècè  ée division,  on  diviso  le  premier  termo.de  diaqM diviâsade 
paviiel  (c'est-k^im  h  peartié  affectée  de  la  plus  haute  puissance  de  la 
lettre  principale)  f  par  le  pieipier  terme  du  diviaeuiv  san»  s'inquiéter 
si  le  coefficient  du  quotiept  partiel  correspondant  ^st  entier  ou  fraot 
lionnaire,  et  Ton  continue  l'opéraiion\/iaf{('«  ee  que  tem  ekiienmê 
un  qwdieni  qui  ^  niultiplié  par  le  dùsiseetr,  eméuntine  le  dernier  di^ 
tridénde  partiel  y  ^mquel  cas  la  division  proposée  est.  dite  eiacte;  ou 
Uen ,  jusqu^à  ee  que  Von  parvienne  à  im  iresie  de  plps  faiUe  degré  que 
celui  du  diviseur^  for  rapport  à  la  lettie  {Mrindpaîfi-)  el^  dansoe  ess, 
la  division  e^  ve^fsvd^e  comme  impdasi|»le/ puisque,  00  poussant 
plus  loin  Topération ,  on  obtiendrait  des  quotients  dans  lesquels  la 
lettre  principale  serait  alSbctée  d'exposants  négatifs,  ou  èntierait  dans 
le  dénominateur  ',  ce  qui  serait  contre  la  nature  de  la  question,  puisque 
le  quotient  doit  étpe.de  méqiie  fg^rne  que  les  polynômes  proposés, 
c'est-à-dire  composé  d'un  nombre  limité  de  termes  affectés  d'expo- 
sants en^^  «^ /x»tVt/3i. 

Pour  distinguer  les  polynômes  entiers  par  rapport  à  une  lettre ,  la 
teltre  x  par  exemple  (les  coefficients  étant  d'ailleurs  quelconques), 
des  polynômes  oi^inaires,  c'est-à^lii'e  des  polynômes  entiers  par 
rapport  à  toutes  les  lettres  et  aux  nombres  particuliers  qui  y  entrent, 
nous  conviendrons  de  désigner  les  premiers  sous  la  dénomination  de 
fonctions  entières  de  x;  et  nous  appellerons  diviseurs  relatifs  de  ces 
polynômes  d^âulres  fonctions  entières  de  x  qui  les  divisent  exacte- 
ment dans  le  sens  que  nous  venons  d'élf^Wir. 

231»  Il  résulte  de  ces  définitions  que,  si  UD^  fQ9cti(»i  entière  a 
pour  diviseur  relatif  une  autre  fonction,  eptièpe ,  le  pr(i4¥i^  d^  ^^  di- 
viseur par  un  facteur  quelconque  indépendant  de  la  Ifitlte  principale 
eut  encore  un  diviseur  relatif  4e  h  premère  f^tt<tiQik% 

&i  effet,  supposons  QU^l'op  ait    . 
Aaf"  +  Bar"*-*  +  . . .  4-  U 

Soit  K  un  facteur  quelconque  indépendant  de  x;  On  a  nécessairement 

Ax^  +  Bx'^-^4-.\.:..4^t]    •    A"      '        B^'  U'' 
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Or  lé  second  membre  de  cette  i(fentité  est  tme  fbnctioii  entière 
de  x;  donc  K(A'a;*  +  B'x"-*  +  . .  ;)  est  diviseur  relatif  de  Aar* 

-f-Rr"^*-f 

Cela  revient  à  dire  que  —  Tout  diviseur  reïaljf  du  produit  K(A* 
-j- Px"^*  +  •  •  •  +  V),  %  étîTPt  un  façtçuF  in4épeivteAVd^^^^:4jM* 
être  t^jçm  UB  diviseur  rfJatif  ijle  Ig  fouctiop  A^"*  rf  B^T*  ^ . . . ,  »  .. 
^  Qeia  posé ,  HOU»  alloua  d'aibord  établir  sur  to  ^ivj^jbijitjê4eRfop/î#. 
tiens  entières  quelques  principes  analogues  à  ceux  qui  ont  été  déoioui 
|jré&^  en  AriUmétique,  »i|r  les  nomtHPçg  eatters^paM^  qu'ils  nous 
Auront >tr^s-utile$  dans  la  pechercbe  des.  propriétéa.  relatives  ^ui^ 
équations.      '  .   '  ' 

93$.  PmnniR  FamoFi.  -^  Toute  fimctùm  entiire  p^  +  q ,  rf}*  premier 
éegré  en'x ,  qui  divise  exactement  le  prçduit  ¥  >^  F'  djf  deux  autre$ 
fonctiôm  entières ,  divise  nécessairement  l'une  d'elles. 

Pour  démontrer  ce  priqcipç^  supposons  que  F  ne  s^it  pas  divisible 
par  px-j-q;  nous  allons  prouver  qu'alors  F'  le  sera  nécessa'^rerpent. 
Eh  effet,  en  divisant  F  par  px-^q,  suivant  le  pr&cëdé  ordinaire,  on 

Sarviendra  à  uh  reste  qui  ne  contiendra  plus  x.  Soient  Q  le  qqotieiit 
e  cette  division ,  et  Rie  reste  j  on  a  Fécjuation  idèntlcjué  '  ^    ' 

_         ^  '      .F=?(iw^  +  î}Q  +  R,     ......      / 

kqodle^  multipliée  piir  F  %  donpe  ; 

Or  9  par  hypothèse,  F><F'  est  divisible  par  px  +  q;  vo»  le  qjioticay^ 
d^  second  membre  par  p^ + g  doit  se  réduire  h  une  fanclioii  entière 
de  a^j  ce  qui  exige  quq  RF',,  et,  par  conséquent,  F'  [n\  2?^)^  soieaV 
divisibles  par  />^  +  J. 

833.  CQNss^uiUPCiK.  -^  Toute  fanctioai  eMière,Xi,  du  premi^p  defré 
en  X ,  qui  dime  exactement  (e  pri^^f  FxF^>c:F*^XM*.(i?«im/fiwo« 
tions  entières  y  divise  nécessairement  l'une  de  ces  fonctiQM% 

Car  si  D  ne  divise  pas  F,  il  doit  diviser  le  produit  F'xF.^X .  •  ^jj 
en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit;  s'il  ne  divise  pas  F',. il  doit  divi- 
ser F*xF'*X  .^ .  ;  «t  ainsi  de  suite.  D'où  Ton  voit  que  D,  ne  divisant 
^  aucun  des  [m —  i)  premiers  facteurs,  doit  du  moins  diviser  le  m*^^. 

On  déduit  de  là,  comme  cas  particulier,  que  D  ne;  peut  diviser  F" 
sans  diviser  F  (D  étant  un  diviseur  relatif  du  premier  degré,  et  F  une 
fonction  entière  quelconque).       , 

23^«  Second  ;paiiiçir«,  — ^0Qit  yne  fonction  entière  F  >  résultant  de 
la  mtultiplication  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  eotièret 
F,  F",  F*'^ . . .  (dont  quelques-unes  peuvent  être  égaies)»  CsUt  fonc-i 
iion  entière  F  ne  saurait  avoir  (^*»  i^3i]pQur  4ivi9curs  relaiifi  d^  pre-  ' 
mier  d^ré  en  x  t  que  ceux  qm  entrent  dam  le^fonctiot^  F,  F  >  F'% .»«. 
ou  (uT  331)  deê  produits  de  ces  dirnseurs  tehiifi  par  des  faeteurê'ind^ 
pendants  dex,  \  *  "• 


9t^  .vnonsMê  QinUÂin 

Nouft  ponvont  actueUement  ^aater  .à  rexpoMlion  (tes  propriétés 
communeci  à  toutes  les  équations. 

PRonuins  GinsRALBs  dbs  iQUAncHs. 

S35.  Toute  équation  complète  du  degré  *m  (m  étant  un  nombre 
entier  et  positif)  peut,  par  la  transposition  des  termes  et  après  la 
division  des  deux  membres  par  le  coefficient  de  af*,  être  ramenée  à 
la  forme 

P,  Q,  R, . .  •,  T,  U  étant  des  coeÉdenls  pris  dans  le  sens  algébrique 
1^  plus  général. 

Gela  posé^  on  appeDe  radne  de  cette  équation  [wye%  n*  97)  toute 
expression  j  de  quelque  nature  qu'elle  soit,  c'est-à-dire  numérique  on 
filgébrique^  réelle  ou  imaginaire  ^  qui,  substituée  à  la  place  de  x  dans 
r équation ,  rend  son  premier  membre  égal  à  o. 

,  236.  Une  équation  pouvant^  en  général,  être  considérée  comme 
la  traduction  algébrique  des  relations  qui  existent  entre  les  données 
et  l'inconnue  d'un  problème^  on  est  conduit  naturellement  à  ce  prin- 
cipe ^  que  TOUTE  ÉQUATION  À  AU  MOINS  UNE  RACINE.  A  la  vérlté^  Ics  coudi* 
tiens  de  l'énoncé  peuvent  être  incompatibles;  mais  alors  on  doit  sup- 
poser que  Ton  serait  averti  par  quelque  symbole  d'absurdité^  tel 
qu'une  formule  renfermant  »  comme  opération  nécessaire^  l'extraction 
d'une  racine  de  degré  pair  d'une  quantité  négative  ^  et  il  n'en  existe- 
rait pas  moins  une  expression  qui,  mise  à  la  place  de  x  dans  l'équa- 
tion, y  satisferait.  Nous  admettrons  donc  ce  principe^  que  nous  au- 
rons d'ailleurs  occasion  de  vérifier  par  la  suite,  pour  la  plupart  des 
équations  {*). 

Voici  ntainlensnt  une  nouvelle  proposition  que  l'on  peut  regarder 
comme  la  propriété  fondamentale  de  la  théorie  des  équations. 

837.  PHEtnÈRE  PROPRIÉTÉ.  —  Si  a  est  une  racine  de  l'équation  x"  + 
Px"»-*  -j-  Qx"-*. . .  +  U  =  o,  fe  premier  membre  de  cette  équation  est 
divisible  par  (x — a)j  et  réciproquement,  si  un  facteur  de  la  forme 
(x  —  a)  divise  le  premier  membre  de  la  proposée ,  a  est  une  racine  de 
cette  équation. 

En  effet ,^  essayons  la  division,  et  voyons  ce  qui  doit  avoir  lieu 
quand  on  pousse  Topération  jusqu'à  ce  que  l'exposant  de  x  devienne  o 
dans  le  premier  terme  du  dividende. 

(Cette  opération  est  de  la  nature  de  celles  dont  nous  avons  parlé 
n*  230,  puisque  a,  P,  Q,  •.•.  sont  de  nature  quelconque.) 
-    ■  ■  ■■  ■      '  ■     ■  ■  -  •  -      •- 

(*)  M.  Ganchy  s  donné,  dans  ses  leçons  à  rÉcole  Pôlytechniqne,  une  démon- 
stration de  cette  proposiUon;  maisnons  ne  la  croyons  pas  de  nature  à  trouver 
place  dans  ces  Élémenii!  d'autant  plus  que,  dans  notre  opinion». elle  n'est  pas 
exempté  de  quelques  objections.  . .  ^ 
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Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  manière  dont  s'obtiennent  les  quo- 
tients partiels,  on  reconnaît,  d'abord  par  analogie,  et  ensuite  par 
un  moyen  déjà  employé  plusieurs  fois  (n®'  31  et  86),  une  loi  de  for- 
motion  pour  les  coefficients  de  ces  divers  quotients  ;  et  Fon  peut  en 
conclure,  i*  x|u'il  doit  y  avoir  m  quotients  partiels;  a'*  que  le  coef- 
ficient du  w**^  quotient,  c'est-à-dire  de  a:®,  doit  être 

a«^*  4- Pa*-« -I- Qa"^* -I- • . . -f  T, 

T  étant  le  coefficient  de  Tavant-dernier  terme  de  la  proposée. 

Donc,  en  multipliant  le  diviseur  par  ce  quotient,  et  soustrayant 
le  produit  du  dividende,  on  obtient  pour  reste 

«~  + Pa*-* -f- Q«*^"  +  • . . -I-Ta  4- U. 

Or,  par  hypothèse,  a  est  racine  de  Téquation;  donc  ce  reste  est 
nul,  puisqu'il  n'est  autre  chose  que  le  résultat  de  la  substitution  de  a 
à  la  place  de  x  dans  l'équation;  ainsi  la  clivision  se  fait  exactement . 

Réciproquement,  si  (j?—-  a)  est  diviseur  exact  de  a?*"  +  Pa?"*"*  +  •  •  •  t 
le  reste  rf*-}-  Pa**-*  +...  doit  être  nul;  ainsi  (n**  235) ,  a  est  racine 
de  l'équation. 

238.  Remarque.  —  En  jetant  les  yeux  sur  le  quotient  de  la  divi- 
sion eifectuée  dans  le  numéro  précédent,  on  aperçoit  pour  les  eoef« 
ficients  la  loi  suivante  :  Chaque  coefficient  s'obtient  en  multipliant  ce- 
lui qui  le  précède  par  la  qtuxntité  a,  et  ajoutant  au  produit  celui  des 
coefficienis  de  P équation  proposée,  qui  occupe  le  même  rang  que  le  terme 
du  quotient  qu'on  veut  obtenir. 

Ainsi,  le  coefficient  du  3*  terme,  a*  +  P^*  +  Q>  ^st  égal  à 
-(a  -|-  P)  a  -f  Q j  ou  au  produit  du  coefficient  précédent  a  +  P,  par 
la  quantité  a ,  augmenté  du  coefficient  Q.  du  3*  terme  de  l'équation 
proposée. 

I^  Coefficient  du  4*  terme  serait 

(a«-j-Pa-|-Q)a  +  R,      ou      û»4.Pa^4-Qa-|-R. 

Nous  aurons  quelquefois  besoin  de  rappeler  cette  loi;  qui  d'ail- 
leurs est  facile  à  retenir. 

239.  Seconds  PBOPRisTi»  —  Toute  équation  à  une  seule  inconnue  a 
autant  de  racines  qu'il  y  a  d'umtés  dans  l'exposant  de  son  degré,  et  ne 
peut  en  avoir  davantage. 

Soit  a:*"4-Pa:«-*+Qa?«-«-f . , .  +T;c-f  Ussco  l'équation  proposée. 
Alg.  B.»  ir  éd.  20 


I 


»» 
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Puisque  (n''  236)  toute  équation  a  au  moin»  one  raeine,  ri  l'on 
désigne  par  a  la  racine  que  Péquatk)|i  précédente  comporte  néces- 
sairement, son  premier  membre  est  (n?3^dl)  divisible  par  [a;  —  a]; 
et  l'on  a  ndentité 

.  a-'+Pa;*»-*  + .  ..  =  (x—a)  (x"^^  +P'x'»-*  +  ,..).  (i) 
Mais  en  poçant         a:"*"*  +  P'af*-'  +•••==  P»    •  • 

on  obtient  une  autre  équation  qui  a  au  inoins  une  racine.  Soit  b 
cette  radûc,  on  a  (n*  237) 

égalité  qui,  multipliée  membre  à  membre  par  l'égalité  (i),  donne 

ar  +  fjf^^  +  ...  =  [x—a)  (a?  — ô)(a:*-*H-P"^'*"'+---)-    (2) 

^Raisonnant  sur  le  polynôme,  x^*  -j- P"jî'*"'  +  •  •  •  comme  sur  le 
précédent  9  on  a  encore 

égalité  qui^  multipliée  par  F^^alité  (si) ,  donne 

^m^p^m-i  ^  ^ ,  .  =  (jc_a)  (a?  — 6)  (x  —  e)(xl^^+. .'.).      (3) 

Remarquons  maintenant  que,  pour  chaque  facteur  du  1"  degré  en*" 
a?,  mis  en  évidence,  le  degré  de  a?  dans  le  polynôme-quotient  di- 
minue d'une  ijnit^.  Ainsi,  lorsqu'on  aura  fait  ressortir  (m  —  2)  fac- 
t<iurs  du  premier  degré ,  l'exposant  de  x  sera  réduit  h  m  —  (m  —  2), 
on  a  ;  c'est-à-dire  qu'on  obtiendra  un  polynôme  du  a*  degré  en  x , 
qui  (n**  97)  est  lui-même  décomposable  dans  le  produit  de  deux  fac- 
teur» dtt  prauûer  degré  (x. —  k)  {x  — :  /).  ûr,  comme  on  aura  déjà  mis 
en  évidence  {m  —  2)  facteurs  du  pren^er  degrés  il  s'ensuit  que  fina- 
lement on  a  l'identité 

a^-|-  Par**-*  -)-...  =  [x  —  a)  (x—b)  [x  —  c) . . .  {x^k]  {x  —  /)•, 

dont  le  second  membre  est  le  produit  de  m  facteurs  du  g^'^i&r  degré 
eux.  '        '        ' 

Cela  posé,  pidsqu'à  chaque  diviseur  du  prenner  ()egré  qp  a?  cor- 
r^ppnd  u^cessairement  (n*"  237)  une  racine  de  1^  piroposé^,  il  $'en- 
suit  que  les  m  facteurs  du  premier  degré  x  —  a,  x  —  b,  x  —  c,,.* 
donnent,  pour  la  proposée ,  m  racines  a^b  ^e.y Donc,  etc. 

Il  résulta  d'ailleurs  évicjemmer^t  dii  principe  établi  n*  234-,  que  le 
polynôme  x'^-\-  Pa?"*"*  4- ...  ne  peut  avoir  d'autres  ^diviseurs"  relatifs 
du  premier  degré  que  x  —  a,  x—b  y . . .,  x  —  *,  x  —  /,  ou  le 
produit  de  l'un  de  ces  diviseurs  relatifs  par  un  facteur  quelconque 
indépendant  de  x.  Donc  l'équation  elle-même  ne  peut^  avoir  pour 
racines  que^a ,  d ,  c , . . . ,  Â; ,  / ,  qui  sont  les  saules  quk>n  puisse  tirer 
de3  équations.  .  - 

X — assp,    a?-..6csB4>\  • . .,    »-^A=ao,    x  —  /s=o. 


on  i^i^ag  g^a^em^nl,  âee  équations 

M{»— a)=so.,    M'(a?— *)  =  o,... 

(M ,  M*,  M*,  j  . ,  étant  des  facteurs  indépendants  dex), 

bonc ,  ennn ,  toute  équation  du  degré  m  a  m  racines ,  et  ne  sai^rait^ 
en  avoir  davantage. 

540.  Éemar que. -^11  existe  des  équations  qui,  en  apparence,  ad- 
mettcftit  nieiAS  4e  raeines  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  leur 
degré»  Ce  soat  délies. dont  le  pvemier  membre  a  plusieurs  facteurs 
égaux  :  telle  serait  l'équation  •      - 

'.    {x^af(x^èY{x'^cY{3^—d)=xoy 

qui  n^a  q«e  quatie  raciaes  différeates  ayk,e,d,  quoiqu'elle  soit  du 
dixième  degré, 

n  est  ^ideçt  qu^auoune  quantité  a  différente  ieayb,e,dne  pgvtt 
la  vérifieiv  Car  l'existence  de  cette  racine  «  entraînerait  celle  du  di- 
Yiseur  (x-r^a),  daii«;  le  premier  memlMr,  ce  qui  est  impossible  en 
vertu  du  principe  établi  fi*  334, 

Mais  la  proposée  n'eu  a  pas  moks  lo  racines,  dont  4  sont  égales 
à  a,  3  égaies  à  i,«  égales  à  i; ,  1  égale  à  d. 

Nous  verrons  par  la  suite  que  ces  sortes  d'équations  sont  plus  fc- 
elles  à  résoudre  que  celles  dont  les  racines  n'ont  entre  elles  aucune 
«elation  déterminée. 

ftii.  (iovsiQfnsscÈ  de  la  seconde  propriété. 
Le  premier  membre  de  toute  équation  du  degré  m  ayant  m  (Qvi- 
aeurs  du  preniier  degré  ^  de  la  forme 

ai  Ton  multiplie  coa  diviseur»  dmx  à  deux,  iroù  à  trois,...,  on  ob« 
tiendra  ainsi  autant  de  diviseurs  relatifs  du  second,  du  troisième 9.. • 
degré  en  x,  que  Ton  peut  ibrraer  de  combinaisons  diifiérentas  aveo 

m  quantités  prises  deux  k  depx ,  trois  à  trois , Or  ces  nombres 

de  combinaisons  sont ,  comme  an  l'a  vu  n*  447,  exprimés  par 

m. '-,m. . — j — ,,♦.;  et  les  produits  obtenus  soi\t 

d'ailleurs  (n""  234)  les  seuls  diviseurs  du  même  degré  qife  le  premier 
membre  de  la  proposée  puisse  avoir;  à  moins  que  Ton  ne  considère 
eniuite  les  produits  de  ces  diviseurs  relatif^  par  des  facteurs  indé- 
pendante de  ap. 


Ainsi ,  la  proposée  ^dmet  m . ^  diviseurs  du  second  degré , 

m . .  — - —  diviseurs  du  troisième  degré  ;  et  ainsi  de  suite. 

SU2.  GoMPQsmoK  des  équations.  — -  Si ,  dana  l'équation  identique   • 
^«  4-  Pacf-*  +  .  • .  =  (a?  —  a)  (ar-r  *)  («— e)  ...(x  —  l), 


L. 


on  ^feettie  la  muItipUcation  des*  m  fiieleors  da  aeooiid  membie 
{voyez  n"*  148)  »  et  que  Ton  compare ,  terme  à  terme ,  les  deux  mem- 
bres, on  parviendra  aux  relations  suivantes  entre  les  coefficients  P,  Q^ 
R^..  .y  T,  U9  et  les  racines  a,  b,  Cy. . .,  ft,  l,  de  laproposée, 
savoir  : 

..n— .^ — e„. — * — /==i:P,    ou    û  +  *  +  ^—  +*+'=~Pî 

^ûft  +  ûe4- ... -{-W  =  +  Q; 
—aie — abd... — ikl=zlX,  ou  abc-^-abd  ...  +  t*/=:— R; 

do€Acd.,.kl  =  \î,     ou     o&ecf . /.  i/  =  ^U. 

(On  a  placé  un  double,  signe  dana  la  dernière  relation ,  parce  qu^ 
le  produit — aX  —  àX  —  c.  ..X  —  l  est  +  ou  — cJkôi  ^  •.  kl, 
suivant  que  l'équation  est  de  degré /Mur  ou:  de  degré  impair*) 

Donc^  l^  la  somme  algébrique  de$  raotnes  ^  prises  en  signes  con^ 
iraires,  est  égale  au  cœgkient  du  second  terme;  ou  bien ,  la  somme 
algébrique  des  racines ,  prises  avec  leurs  signes ,  est  égale  au  coeffir 
cient  du  second  terme ,  pris  en  signe  contraire* 

Q,\  La  somme  des  produits  deux  à  deux  des  racines  prises  avec  leurs 
s^nes  f  est  égale  au  coefficient  du  troisième  terme. 

3o.  La  somme  des  produits  trois  à  trois  des  racines,  prises  en  signes 
contraires^  est  égale  au  coefficient  du  quatrième  terme;  Ou  bien>  Ia 
somme  des  produits  trois  à  trois  des  racines,  prises  avec  leurs  signes  y 
est  égale  au  coefficient  du  quatrième  terme  fpris  en  signe  contraire. 

Et  ainsi  de  suite. 

Enfin ^  le  produit  de  toutes  les  racines,  prises  avec  leurs  signes  ou 
en  signes  egntraires^  est  égal  au  dernier  terme;  ou  bien ,  le  produit  de 
Umtes  les  racines ,  prises  avec  leurs  signes,  est  égal  au  dernier  terme 
de.  Véqmtion^  pris  avec  son  signe,  si  Féquation  est  de  degré  pair^  et 
ttuee  un  signe  contraire  ^  si  réquation  est  de  degré  impair* 

Les  propriétés  démontrées  n""  98 ,  par  rapport  aux  équations  du 
second  de^^,  ne  sont  qne  des  cas  partievrfiers  de  celles  qui  viennent 
d'être  établies.  Le  dernier  terme  y  pris  avec  son  signe  dans  ces  équa- 
tions^ est  égal  au  produit  des  raidnes  elles-mêmes;  parce  que  Fé- 
guation  est  de  degré  pair. 

N.  B.  —  On  a  supposé,  dans  tout  ce  qui  précéda^  le  coefficient 
d])  premi^  terme  égal  à  Tunité.  S'il  en  était  autrement,  il  faudipait, 
avant  d'établir  les  relations  ci-dessus  entre  les  coefficianta  et  les  itr- 
eines,  diviser  toute  Téquation  par  ce  coefficient 

343.  C'est  ici  le  lieu  d'établir  deux  propositions  dont  nous  aurons 
plus  d'une  fois  à  faire  usage  par  la  suite. 
Soit  l'équation  la  plus  générale  du  w******  degré. 

kaf^  +  Bâ?«-  *-!-...  +  Hx"^+*  -I-  Kx*-*  + . . .  +  Nà?«+  Pa,»-»  4-*. .  • 

Tar  +  U  =  o: 
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^5  B, . . .  ^  H,  K, .  • , ,  N,  P, .  •  V9  Ty  U^  étant  des  quantités  algébri* 
ques  queleonques.'  (Le  t^me  Nâ^  a  n  termes  après  lui ,  et  le  terme 
Sai*^*  en  a  «  avant  lui.) 

*^  Geia  posé^  il  peut  arriver  que  des  hypothèses  particulières  faites 
sur  les  données  qui  ont  conduit  à  Téquation  proposée  anéantissent , 
8<»t  les  n  derniers  termes  j  à  partir'  du  terme  9af^^  jusqu'à  la  lin , 
soit  les  n  pr^fuiers  termes ,  jusqu^au  terme  Eaf^^^  inclusivement. 
Or  je  dis  que ,  dans  le  prbiosii  cas^  Yéqttaiion  a  un  nombre  n  dé  ra^ 
cines  nulles ,  et  que,  dans  le  second,  elle  a  un  nombre  n  de  racine$ 
infinies. 
En  effet,  dans  le  premier  cas,  Téquation  prenant  alors  la  fomts 

a:*(Ax"^  + Bx^"^*  +  .. . +  N)  =  o, 
on^  peut  y  satisfaire  en  posant 

soit     a^=:o,      soit^    Aa?"^  +  Rï5**'"***  +  •  •  •  +  N  =  oî 

or  la  première  hypothèse  donne  n  racines  nécessairement  nulles 
[np  239 y,  et  la  seconde  (m  —  n)  racines  qui  peuvent  être  quel- 
conques. - 

Quant  au  second  cas,  faisons ,  comme  au  n^  102,  x=  -  dans  Pé- 

*  y 

quation  proposée. 

.    11  vient,  après  la  disparition  des  dénominateurs, 

équation  dont  les  n  derniers  coefficients  sont,  par  hypothèse,. ég||^ 
à  zéro,  et  qui  a  par  conséquent  n  racines  nulles;  donc,  à  ^ 

la  relation  â?  ==:  - ,  Téquation  proposée  a  n^  racines  infinies. 

C.Q^F.D. 

THiOMB  CaUnttTB  DO  PLDS  GRAND  tHOOmXïtf  DIVISBOI. 

s 

Introduciiwié  —  En  r^iéchissant  sur  les  propriétés  précédentes, 
on  iq)erçoit  une  très-grande  analogie  entre  la  recherdie  des<iiviseurs 
rdatife  du  premier  degré  d'une  fonction  entière  de  or,  et  la  résolu- 
tkm  d'une  équation^  En  effet,  il  résulte  de  la  propriété  du  n*  939, 
q»e  tout  pôlynôoiid 

est  décomposable  en  m  facteurs  du  premier  degré  en  x;  or,  pour 
obtenir  cette  décomposition ,  il  suffirait  d'égaler  le  polynôme  à  zéro, 
et  de  résoudre  l'équation  par  rapport  à  x;  et  réciproquement,  si  l'on 
connaissait  les  facteurs  du  premier  degré  en  x  qui  composent  ce 
polynôme,  on  connaîtrait  par  là  même  les  racines. 
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l'on  a  besoin  de  savoir  t*éâou(lre  une  équation  )pour  obtenir  Ida 
diviseurs  relatifs  d^in  polynôme ,  eela  n'est  pas  nécessaire  pour  Ob- 
tenir ce  qu'on  appelle  le  plus  grand  commun  dim^f  relatif  de  dêÉk 
fmdHmB  entièf^.  Le»  ahaly stes  ont  même  tiré  parti  de  cette  dernière 
question  pour  la  résolution  de  certàiniBS  classes  d'équations.  Ainsi, 
avant  de  pénétrer  davantage  dans  la  théorie  déa  équations^  il  est  &é- 
Gessairé  que  nous  complétions  là  recherdie  du  plus  grand  commun 
diviseur  ;  question  qui  n'a  été  qu'ébaucbéë  dan^  le  premier  cha(^itré. 
Nous  traiterone  d'abord  le  cas  de  deux  fonctions  entières  de  œ^ 
après  quoi  nous  considérerons  celui  où  les  deux  polynômes  sont  (^^ 
taon  par  raj^rt  à  toutes  les  lettres  et  aUx  coefficients; 

Du  plm  grand  commun  diviseur  relatifs  . 

244.  £e  plm  grand  commun  diviseur  relatif  Ae  deux  fonctions  en- 
tières de  0?  est  le  polynôme  du  plus  haut  degré  en  ^,  qui  divise  à  la 
fois  les  deux  polynômes  proposés. 

il  résulte  évidemment  de  cette  définition  ^  que  quàiid  les  àeûx  po- 
lynômes ont  été  divisés  par  leur  plus  grand  commun  diviseub,  les 
.  iiuotients  résidtantane  doivent  plus  renfermer  auctui  facteur  commun 
eux;  car,  s'il  eu  existait  un,  }e  produit  de  ce  fecteur  par  le  diviseur 
déjà  considéré  serait  de  degré  plus  élevé  en  x  que  te  divîsfeu^,  et  Se- 
rait encore  diviseur  relatif  des  deux  pôlyûàmes. 

Cela  posé,  soient  rf,  d'^  d"  les  seuls  facteurs  dû  premier  degré 
en  a?,  communs  à  deux  fonctions  entières,  et  supposons  que  n,  p,  q 
soient  les  ëxpôsailts  deè  puissances  dé  ces  fadeurs,  communes  aux 
deux  polynômes.  H  est  évident  qiie  le  produit  d^.d*^  . d*'^  est  lin  di- 
viseur relatif  commun  aux  deux  polynômues^  Je  dis,  de  plus,  que 
c'est  leur  plus  grand  commun  diviseur  relatif;  car  il  résulte  du  prin- 
ci^-étaMl  n*  234,  que  les  autres  diviseurs  relatifs  communs  ne 
peuvent  être  que  des  produits. a  à  a,  3  à  5,  . . .  des  diverses  puis- 
sances dotf  >  â*^  d**i  mmi  liSs  exj^OfifinU  iônt  lôut  au  |Aus  égaux  à 
n,p,q. 

Nous  pouvons  done  étafaHr^  (ïMime  prchi^  paiNârB,  t^  (}nè  le 
plus  grand  commkn  diviseur  relatif  de  deuùi  fénetions  eniièNs  êèt  te 
prodmt  des  plus  hautes  ptnssanees  de  tous  les  divkeurs  dit  prvik^ 
ëegrêenx,  communes  mx  deux  polyfiômes;  n*  que  tout  cfiw«éè^  rel^ 
commun  à  deux  fonctions  entières,  divise  néces^i^^em^M  feKÏ»  phtt 
grand  comnmn  diviseur  relatif» ,  ^ 

N.^  B»  : —  On  pourrait  encore  former  une  infinité  de  diviseurs  re- 
latifs cbmpiuns,  de  même  degré,  en  a?,  que  d'^xd^^Xit"^;  mais  ce 
èjëraît  (n^  231)  en  multipliant  celui-ci  par  des  facteurs  ind^endants 
de  X. 

245.  Second  pmmiI».  ^li&ptuè  grmii  éémmm^ailMut^f^aÊêifêk 
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d€u»fimeii(m  miièîm  €st  le  même  que  feluUqni'^m$te  étU^e  kpoèff- 
nâme  du  plus  faible  degré  et  le  reste  de  leur  division ,  ou  y  du.  moins  ^ 
U.  n'en  digère  que  par  un  fadeur  indépendant  de  t. 

Ëo  €ffei^  soient  A  et  B  1^  deui  pol^a^foea»  D  leur  plus  gtmi 
commun  diviseur  relatif,  Q  et  R  le  quotient. et  le  restai  de  leur  divi- 
sion, D' le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  B  et  de  R  5  on  a 
l'égalité 

d^où  Fon  déduit ,  ^u  divisant  «Uernativement  par  D  et  D>  ' 

A      BQ  :   fl         ,      A       BQ  ,  R 

^  "  B 

D'abord,  D  éta^t  diviseur  relatif  de  A  et  de  Bi  il  s'ensuit  que 
A      BQ 

5  ®-  "d"'^^^*  ^^^  fonctions  entières  de  m;  ainsi,  il  doit  en  être  de 

R  ' 

même  de  =-;  c^est-â-dire  que  D  est  diviseur  relatif  <le  B  et  de  R. 

Doncj  d'après  le  pretnier  principe ,  D  doit  diviser  ÏX  qui  eôt  le  plus 
grand  commun  diviseur  relatif  entre  B  et  tt. 

De  même ,  D',  diviseur  relatif  de  B  et  de  R ,  Test  aussi  â6  BQ  et  de 
R,  et,  par  conséquent,  de  BQ  -{-  R,  ou  de  A-  Ainsi,  D',  diviseur  re- 
latif de  A  et  de  JB,  doit  diviser  î),  qui  est  le  plus  grand  ôommun  divi- 
seur relatif  entre  À  et  6.  '^  . 

Les  deux  polynômes  D  et  D'  sont  donc  réciproquement  divisibles 
l'un  par  [autre,  ce  qui  exige  qu'ils  soient  de  même  degré >  et,  p^ 
conséquent  (n**  244),  qu'ils  soient  identiques  ou,  ne  diffèrent  l'un  de 
l'autre  que  p»r  un  facteur  indépendant  de  a?. 

246*  De  ces  deux  principes  résulte  le  procédé  suivant  pour  trouver 
le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fontstions  ëntièbes.       ^ 

Divisez  le  polywôvm  du  plus  haut  degré  en  x  par  le  seemidy  si  la 
Aï*t>éo^  se  fait  exacÉemènt^  ie,se&ofid  p^yHûme  e^  le  p.  g.  ^\  d* 
cherché.  — >  Si  votes  obtenez  un  reste  ;  divisez  le  §eeûnd  pêtyn&me  pat 
le  l'esté ;\  en  supposant  que  cette  division  se  fasse  exactement,  le  reste 
est  le  p,  g.  Cè  ditrdrft re  rette  lui-même  et  le  seemd  poiynôn^,  et,  par 
conséquent^  aussi  entre  les  deux  polynômes  proposés. — Si  vous  obtenez  un  ^ 
teemd  reste  ^  dwisêz  te  premier  reste  par  le  secùnd^  et  eontimiez  ainsi 
l'qpérgiimi^mlfu*é  0S'q«B  mus  parveniez  à  un  rette  qui  divùe  exacte^ 
ment  Je  reste  précédent^  et  qui  sera  alors  le  pltts  gf'ând  commm  rfivt* 
MÈT^chercAéi  ^ 

L(M*8qu'eit  appliquant  le  pmcédé  ci-dessus  ^  cm  parvient  à  tin  resb  * 
Hidépeùdafat  de  âp^  on  peut  en  conclure  que  les  éè\sx  polynômes  pro- 
poi^  sont  premiers  entre  eu(ty  en  ce  sens  i^ulls  n'admôtteiA  aucun 
diviseur  commun  en  œ;  car  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  ^ 
divisiiiit  (n«  145)  le  hiM'iSa  «^ue  division,  â«vmit  «nssi  diviser 
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4e  reste  indépendant  de  x  auquel  on  est  panrenu,  ce  qui  est  im- 
possible. 

Nous  verrons  (n**  259]  les  modifications  que  Pon  peut^  dans  la  pra- 
tique, apporter  à  ce  procédé,  lorsqu'on  l'applique  à  une  certaine 
dasse  de  pcdynômes. 

247.  Soit  maintenant  à  déterminer  le  plus  grand  commun  diviseur 
relatif  de  pltmeurs  fonctions  entières  A,*B,C,E,..., 

Appelons  D  le  p.  g.  c.  d.  entré  A  et  B,  D' le  p.  g.  c.  d.  entre  D 
et  C ;  je  dis  que  D' est  aussi  le  p.  g.  c.  d.  de  A,  B,  C. 

En  effet,  le  p.  g.  c.  d.  de  A,  B,  C,  devant  diviser  A  et  B,  divise 
leur  p.  g.  c.  d.  D;  d'ailleurs,  il  divise  aussi  G  :  ainsi  il  doit  diviser  D', 
qui  est  le  p.  g.  c.  d.  de  D  et  de  C;  il  ne  peut  donc  être  d'un  degré 
plus  élevé -que  D'.  Mais  U  est  évidemment  diviseur  commun  aux  trois 
polynômes  A^  B,  G;  donc,  enfin,  D  est  leur  p.  g.  c.  d. 

On  prouverait  d'une  manière  analogue  que  le  p.  g.  c  d.  D^,  entre 
D'etE,  est  le  p.  g.  c.  d.  entre  A,  B,  C,  E;  et  ainsi  de  suite. 

.  N,  B.  — Dans  les  applications,  on  commence  par  chercher  le  p,  g. 
G.  d.  entre  les  deux  polynômes  du  plus  faible  degré ,  puis  entre  celui 
qu'on  a  ainsi  obtenu  et  le  troisième  polynôme  le  plus  simple,  sous  le 
rapport  du  degré  î  etc.,  etc. 

248.  En  résumant  les  règles  précédentes,  on  voit  que,  par  une 
suite  de  divisions  algébriques,  on  peut  toujours  obtenir  le  plus  grand 

^commun  diviseur  relatif  entre  deux  ou  plusieurs  polynômes  en  or, 
'quelle  que  soit  la  nature  des  coefficients  des  diverses  puissances  de  la 
lettre  principale. 

On  peut  encore  observer  que,  toutes  leâ  fois  qu'on  opère  sur  des 
polynômes  rationnels,  o'est-à-dbe  sur  des  polynômes  ^ui  ne  renfer- 
ment aucun  signe  d'extraction  de  racine,  l'application  dxi  procédé 
conduit  à  des  quotients  et  à  des  restes  qui  peuvent  être  entiers  ou 
fractionnaires,  mais  qui  sont  essentiellement  rationnels.  Ainsi,  hfdus 
grand  commun  diviseur  relatif  auquel  on  parvient  par  ce  procédé  ne 
peut  être  que  rationnel. 

Du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  mylinaire. 

249.  Les  polynômes  que  nous  allons  maintenant  considérer  seront 
de  la  nature  de  ceux  sur  lesquels  nous  avons  opéré  dans  le  jM^nod^ 
chapitre  ;  et  nous  les  appellerons  des  polynômes  rationnels  et  entiers^ 
parce  que  leur  caractère  consiste  en  ce  que,  composés  d'un  nombre 
limité  de  termes  y  comme  les  fonctions  entières,  ils  ne  renferment  dans 
leur  expression  aucun  des  deux  signes  de  la  division  ou  de  l'extraction 
des  racines;  c'est-à-dire  que  les  coefficients  numériques  on  algébri- 
ques sont  entiers,  et  qu'il  n'entre  dans  ces  polynômes  que  des  expo- 
sants entiers  et  poràlifs  pour  toutes  les  iettres. 
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Un  folyïïôme  ntàotmd  et  entier  est  dît  facteur  ou  dimewf  &vm 
second  polynôme  de  même  nature^  lùrsqt^U  existe  un  trùUièmepoh^  , 
nùme  rationnel  et  eraier  qui,  multiplié  par  lé  premier ^  peut  reproduire 
le  second;  ei  c'est  par  ie  proeédé  de  la  division  algélxriqne  ordinaire 
qu'on  reconnaît  si  le  premier  polynôme  est  facteur  du  second; 

Tout  polynôme  rationnel  et  entier  est  dit  prekier,  lorsqu'il  n'a  pas 
d'autre  diviseur  rationnel  et  entier  que  lui-même  et  Tunité  qui  est  di- 
viseur de  toute  quantité  entière;  et  deux  polynômes  rationnels  et  en-  - 
tiers  sont  dits  premiers  entre  eux^  lorsqu'ils  n'admettent  aucun  fac- 
teur commun  rationnel  et  entier,  autre  que  l'unité, 

250.  Ces  définitions  étant  bien  comprises ,  nous  regarderons  comme 
démontrée  la  proposition  suivante  (*)  : —  Tout  polynôme  premier  P 
(rationiiel  et  entier)  qui  divise  exactement  le  produit  kXB  de  deux 
autres  polynômes  rationnels  et  entiers  doit  nécessairement  diviser  l'un 

ide  ces  polynômes.  Et  voici  les  conséqueifces  qu'on  peut  en  tirer  : 

Premièrement.  —  Concevons  qu'un  polynôme  rationnel  et  entier  A 
soit  déjà  décomposé  dans  le  produit  de  plusieurs  facteurs  premiers, 
numériques  ou  algébriques,  mais  rationnels  et  entiers,  et  que  Ton 

ait  A  =  P.F.P".P'\..Pî«>      . 

(plusieurs  de  ces  facteurs  premiers  pouvant  être  égaux  entre  eux). 

Il  résulte  de  la  proposition  qui  vient  d'être  énoncée,  qu'aucun  po* 
lynôme  premier j^  différent  deP,P',  P%...,P^**^,  nepeutdivisar  A; 
car,  pour  divise^  A»  il  faut  que  p  divise  P  XP'.  P".*.  P^**^  :  or,  s'il  e^ 
différent  de  P,  il  ne  peut  le  diviser,  puisque  P  est  premier,  et  il  doit, 
par  conséquent,  diviser  F. P'^...  P^'*^  Par  la  même  raison,  si  p  est 
différent  de  F,  il  doit  diviser  P".  P'.,.  P^'^î,  et  ainsi  de  suite;  d'qfr 
l'on  conclurait  que  p  doit  être  égail  au  dernier  facteur  P^"^^  ce  qui 
est  contre  l'hypothèse. 

Ainsi,  les  seîds  facteurs  rationnels  et  entiers  que  A  puisse  renfermer 
sont  les  facteurs  P,  F,  P", .,.,  P^"^,  dans  lesquels  A  est-déjà  décom^ 
posé  y  ou  les  produits  de  ces  facteurs  deux  à  deux,  trois  à  trois ^  etc. 

251 .  Secondement.  —  Soient  A  et  B  deux  polynômes  rationnels  et 
entiers,  D  leur  plus  gran^  commun  diviseur,  c'est-à-dire  (n*"  34)  le 
polynôme  le  plus  grand  par  rapport  aux  exposants  et  aux  eœfficients^ 
qui  divise  exactement  les  deux  polynômes  donnés.  Si  l'on  désigne  par 
A'  et  B'  les  quotients  respectifs  de  leur  division  par  D ,  on  a  (même 
numéro)  A  =  A'D,  B=:B'D,  A'  et  B'  étant  premiers  entre  eux. 

Gela  posé,  tout  diviseur  premier^,  commun  aux  deux  polynômes^ 
ne  pouvant  diviser  en  même  temps  A'  et  B',  doit,  en  vertu  de  la  pro- 
position fondamentale  (n*  250),  diviser  D.  11  est  d'ailleurs  évident  que 
tout  facteur  premier  7>  qui  divise  A  sans  diviser  B,  ou  vice  versa, 
ne  saurait  diviser  D. 

I.l.i  I    ■       H ■ ,      ll.i  .   '  I    I.     Il     -.     iiil.« -   ■<■ 
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Donc  le  plus  grand  cmnmun  diviseur  de  deux  jmiymùmms  rgtiwihels 
et  entiers  centient^  comme  facteurs ,  teus  ies  dndseurs  particuliers  mut- 
muns  aux  deux  palgnémes ,  et  ne  peut  en  renfermer  d'autres. 

C'est  le  (mmier  prmeipe  du  ti'*  35  uppltqué  à  deux.  polfiiAiiws 
rationaels  et  entiers. 

252.  TRoisièMEMENt.  —  Soient  A  et  B  deui  polynômes  rationnels 
et  entiers  ;  rf,  rf',  rf'', . ..  les  facteurs  premiers  (rationnels  et  entiers) 
communs  aux  deux  polynômes;  n,pyq,.,,  les  exposants  des  plus 
hautes  puissances  de  ces  facteurs,  coiiimùnes  aux  deux  polynômes; 
et  supposons,  pour  fixer  les  idées ^  que  ces  facteurs  soient  au  nombre 
de  quatre.  On  tt  tes  deux  égalités 

A"  et  B"  étant  premiers  entre  eux  ;  car^  s'il  en  était^  autrement ,  c'est 
qu^  l'on  n'aurait  pas  mis  en  évidence  tous  les  facteurs  premiers  com* 
mous. 

Gela  posé ,  je  dis  que  l'on  a ,  en  désignant  par  D  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  A  et  B  ^ 

En  effet,  il  est  évident  d*abord  que  ce  produit  #* .  rf*' •  rf"* .  rf** 
est  diviseur  commun  des  deux  polynômes.  De  plus,  c'est  le  plus 
grand  qu'on  puisse  obtenir,  puisque  (n**  25(y]  les  autres  facteurs  ne 
peuvent  être  que  les  produits ,  a  à  2 ,  5  à  5 , ...  des  diverses  puis* 
sauces  derf,  <f'i  d",  rf"',  dont  lés  exposants  sont  tout  au  plus  égaux 
à  n,  p,  j,  r.  (C'est  là  proposition  déjà  démontrée  au  n*  244  pour  le 
plus  grand  commun  diviseur  relatif.) 

Jl  résulte  de  )k  que  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  ne  peuvent 
avoir  qu'un  seul  plus  grand  commun  diviseur  y  c'est-à-dire  un  seul 
diviseur  commun,  dans  lequel  les  coefficients  et  lès  exposantiî  soient 
les  plus  grands  possibles,  tandis  que  dcu3^  fonctions  entières  ont  une 
infinité  de  pins  grands  communs  diviseurs  relatifs  (n*  244). 

253.  Quatrièmement.  —  On  peut,  sans' aucun  inconvénient,  intro- 
duire ou  supprimer,  dans  ruri  des  polynômes  A  ow  B,  tel  facteur 
rationnel  et  entier  que  Fon  juge  à  propos ,  pourvu  que  ce  facteur  ne  se 
trouve  pas  déjà  dans  Vautre  polynôme.  Car  il  est  évident  que  le  plus 
grand  Commun  diviseur  entre  les  deux  nouveaux  polynômes  reste  le 
même  qu'entre  les  polynômes  proposés,  puisqu'il  doit  se  composer 
des  mêmes  facteurs. 

234.  CiNQuiÈMBUBNT.  —  Pastons  à  la  démonstration  du  second  prin« 
dpe  établi  n''  35« 

Observons  d'abord  que  les  deux  polynômes  A  et  B  peuvent  tou- 
ÎQuis  être  supposés  tels  qu'après  les  avoir  ordonnés  par  rapport  à  une 
de  leura  kètres  MaBÊmuMi  a>  «I  avoir  dùrieé  le  polynôme  du  plus 
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haiit'idegvé,  A  ^a»  exeînple/par  le  second!  B^  on  fdt  oèleiiu  un  ^ad^ 
tient  efif»er  et  iMi  reste  de  Même  nature^  dat)8  lequel  le  pl»ft  hiiiit 
exposant  dé  o  sait  mniitdrer  que  celui  du  diviseur. 

En  eflbt^  puour  qile,  dam  ^aeane  des  opéi^ations  partiéHeii^  \m 
quotient  sqit  fractionnaire,  il  faut  que  le  eoefiicient  du  p^eitiieir 
terme  de  chaque  dividehde  partid  ne  soit  pas  exactement  divisible 
par  le  co^&cient  du  premier  terme  du  diviseur;  et  alors  le  détiomi^ 
nateur  du  quotient  partiel  est  ce  dernier  coefficient  lui-nféme ,  on 
Tiin  des  fcoteurs  de  ce  coefficient.  Or  il  peut  se  présenter  trois 
cas  :  ou  ce  Oo^fficient  divise  en  même  temps  les  coefficients  de$  autres 
puissances  de  a  qui  entrent  dans  le  diviseur;  ou  il  a  des  &£teurg 
communs  avec  tous  ces  coefficients;  ou  bien  il  a^  avec  quelques-uns 
seulement»  des  facteurs  communs  qui  n'en«rent  pas  dans  les  autres 
(On  dit  dans  ce  dernier  cas,  que  tous  les  coefficients  sont  premiers 
entre  $ux,) 

Dans  les  deux  premiers,  B  coatiaidrait,  comnde  &ct^ur^  ce  cioef^. 
ficimit^  011  l'un  des  facteurs  de  ce  coefficient;  et  ce  facteur  ne  se  trou- 
vant pas  dans  le  dividende,  il  ne  saurait  (n*"  ^51)  faire  partie  du  plua 
grand  connnun  diyiseur  entre  A  et  B.  Ainsi  (n°  253),  on  pourrait  le 
supprimer  d'avance  dans  B;  et  la  question  serait  ramenée  à  redier* 
dier.le  plus  grand  commun  diviseur  mire  A  et  le  résultat  B'  prme- 
nant  de  la  suppression  de  ce  facteur» 

Bans  le  troisième  cas ,  on  pourrait  multiplier  le  dividende  A  par 
/emi</hj^/e/i/tif«tn^e  des  dénominateurs  des  quotients  fraction- 
naires obtenus^  l^uel  multiple  serait  néoeàsairaœient  premier  «v&r^i 
Le  produit  de  A  par  ce  multiple  ayant  (n"*  253)  avec  B  le  même  {dos 
grand  commun  diviseur  que  celui  qui  existé  entre' A  et.  B,  on  pour- 
rait «alors  opérer  sur  ce  produit  A'  el  sur  B,  comme  sur  les  deux 
polynômes  primitifs ,  et  YoW  serait  alors  certmn  d'avoir  des  quo- 
tients entiers. 

Noui5  pouvons  dotoc  admettre  à  prton  que  les  polynômes  A  el  B 
satisfassent  à  là  condition  ci-dessus  énoncée. 

Cela  J)0sé,je  dis  que  le  p.  g.  c.  d.  entre  ketB  .est  le  même  que  le 
p.  g.  c.  d.^  entre  B  e^  R,  R  désignant  le  reste  de  leur  division  poussée 
jusqu'à  ce' que  le  reste  soit  de  degré  moindre  que  B  par  rapport  à  la 
lettre  principale  a. 

£n  efibt^  soient  D  le  j^.  g.  c.  d.  entre  A  et  B^  et  V  le|>.  g.  c.  d. 
entre  B  et  R;  on  a  l'ègâKté 

A  =  BXQ  +  B: 

(Q  et  R  étant  des  polynômes  entiers)  ;  d'où  »  divisant  d'aljord  par  D 
et  ensuite  par  D', 

A_B>CQ      R  A      BXQ   .   R 

Ces  deux  émAiM&  égaillés  prouvent  :   i\  Que  D  dtvteant  A^  B, 


\ 


^ 


/pio 
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M^  par  conséquent,  Bx  Q  ^  divise  aussi  R;  ainsi  D^  diviseur  oom- 
aiun  de  B9  R,  divise  (n""  251)  D%  qui  est  le  p.  g,  c.  d^  de  B  et  de  R. 
a*.  Que  V  divisant  R^  B,  et^  par  conséquent,  BxQ,  divise 
aussi  A;  ainsi  IV^  diviseur  commun  de  A,  B,  divise  D^  qui  est  le 
p,  g.  €»  d.  entre  A  et  B. 
^  Puisque  D  et  D\  divisés  réciproquement  l'un  par  l'autre ,  doivent 
donner  des  quotients  entiers,  ces  quotients  ne  peuvent  être  que 
l'unité;  etFon  a 

D==D'.  C.Q.F.D. 

255.  Il  nous  reste  encore  à  faire  une  remarque  propre  à  nous  guider 
dans  la  question  qui  nous  occupe. 

Soit  A  un  polynôme  rationnel  et  entier  que  nous  supposons  ordonné 
par  rapport  à  Fune  des  lettres  qui  y  entrent,  a  par  exemple. 

Si  ce  polynôme  n'est  pas  premier  (n**  249),  c'est-à-dire  s'il  est  dé- 
composable  en  facteurs  rationnels  et  entiers,  il  peut  être  regardé 
comme  le  produit  de  irm  facteurs  principaux ,  savoir  : 

1^.  D'un  monôme  A^  commun  à  tous  les  ta*mes  de  A  (ce  foctenr  se 
compose  du  plus  grand  commun  diviser  qui  existe  entre  tous  les 
coefficients  numériques,  multiplié  par  le  produit  des  facteurs  lit* 
téraux  communs  à  tous  les  termes); 

a*.  Vun polynàme  A,  indépendant  de  a,  lequel  doit  (n*  90)  se  trou- 
ver facteur  commun  à  tous  les  coefficients  des  diverse^  piiissanoes 
de  a  dans'lés  polynômes  ordonnés  ; 

5*.  D'un  polyn^e  A,  dépeQdant  de  et,  et  dans  leqUd  les  ooeffidents 
des  diiTerses  puissances  de  a  sont  premiers  entre  eux  (n*  254),  en  sorte 
que  Ton  a 

Quelquefois,  Tiin  des  facteurs  A^,  A^i,  ou  tous  les  deux,  se  rédui- 
sent  à  l'unité;  mais,  du  moins,  telle  est  la  forme  la  plus  générale 
d'un  polynôme  rationnel  et  entier  ordonné  pal*  rapport  à  a. 

Il  résuite  de  là  que,  quand  il  existe  un  plus  grand  commun 

diviseur  D  entre  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  A  et  B,  on  a 

également 

D=:D,.D,.D3, 

D,  désignant  le  plus  grand  facteur  monôme  commun,  D,  le  plus 
grand  facteur  polynôme  indépendant  d'une  lettre  commune  a,  et  D^ 
le  plus  grand  facteur  polynôme  dépendant  de  cette  lettre. 

Voici  d'ailleurs  le  moyen  d'obtenir  D^. 

On  cherche  d'abord  le  facteur  monôme  A^  commun  â  tous  les  termes 
de  A.  Ce  facteur  est^  en  général,  composé  de  facteurs  littéraux  qai 
se  découvrent  à  la  simple  inspection  des  termes,  puis  d'un  coeffi- 
cient nilmérique  que  Ton  obtient  en  appliquant  aux  divers  coeffi- 
cients numériques  de  A  le  procédé  établi  en  Arithmétique  (n*  153) 
pour  trouver  le  p.  g.  c,  d.  entre^plusieurs  nombres  à  la  fois. 
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On  cherche  de  même  le  facteur  monôme  B^  comnitm  à  tous  tes  termes 
de  B  ;  puis  on  détermine  le  plus  grand  diviseur  D^  commun  à  A^  et  B^. 

Ce  diviseur  D,  esi  mi$  à  part ,  comme  formant  le  premier  facteur 
du  commun  diviseur  cherché.  On  supprime  d'ailleurs  les  facteurs  k^ 
et  B|  dans  les  deux  polynômes  proposés  ;  et  la  question  est  ramenée 
à  chercher  le  p.  g.  c.  d.  entre  deux  nouveaux  polynômes  A'  et  B'  dé- 
barrassés de  tout  facteur  monôme.  C'est  -donc  à  deux  polynômes  do 
cette  /espèce  qu'il  convient  d'appliquer  le  procédé  dont  nous  allons 
donner  le  développement.  -. 

Procédé  du  ptus  gramf  commun  diviseur. 

9Sff.  Il  peut  se  présenter  plusieurs  cfat^onstances  >  en  égard  au 
nombre  des  lettres  que  A' et  B' renferment. 

1**.  •  •  •  •  A'  et  B'  NB  RENFERHAirr  Qu'uNB  SBUtB  UTTRB  a. 

Si  Ton  ordonne  A'  et  Bl^par  rapport  à  a,  les  coefficients  seront  né- 
cessairement premiers  entre  eux,  puisqu'ils  sont  numériques^  et 
qu'on  a  déjà  retiré  les  facteurs  monômes.  Ainsi ,  dans  ce  cas ,  il  n'y 
a  lieu  à  rechercher  que  td  plus  gri^nd  facteur  convnun  dépendant  de, 
û,  savoir  D,{n' 235). 

Eour  l'obtenir,  on  commence  (n""  254}  par  préparer  le  polynôme 
de  plus  haut  degrés  de  manière  que  son  premier  terme  soit  exaete- 
ment  divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur.  Cette  préparation, 
consiste  à  multiplier  tout  le  dividende  par  le  coefficient  du  premier 
terme^du  diviseur,  ou  par  un  facteur  de  ce  coefficient,  ou  (n®  36)  par- 
une  certaine  puissance  de  ce  coefficient ,  afin  de  pouvoir  (gxécuiejr  plu-, 
sieurs  opérations  de  suite  sans  nouvelles  préparations. 

On  effectue  alors  la  division ,  et  Von  pousse  r  opération  jusqu^à  ce 
qu'on  obtienne  un  reste  de  plus  faible  degré  que  Je  polynôme  qui  a  servi 
de  diviseur. 

On  cherche  si,  entre  les  coefficients  de  ce  reste  [qui  ne  peuvent  être 
que  des  nombres)^  il  n'existerait  pas  un  facteur  commun  qu'on  aurait 
soin  de  supprimer;  comme  ne  pouvant  faire  partie  du  p.  g.  c.  d. 
cherché  ;  après  qu(H ,  on  opère  sur  le  second  polynôme  et  sur  le  reste , 
comme  on  a  opéré  sur  les  deux  polynômes  A'  et  B'. 

On  continue  cette  série  d'opérations  jusqt/à  ce  que  F  on  soit  parvenu 
à  un  reste  diviseur  exact  du  reste  précédent,  auquel  cas  ce  reste  di- 
viseur est  le  p.  g.  c.  d.  D,  qui  existe  entre  A'  et  B*;  et  D,  xD,  ex- 
prime alors  le  p.  g.  c.  d.  entre  A  et  B  ;  ou  bien ,  jusq^tà  ce  qu*on 
trouve  un  reste  indépendant  de  Si,  c'est-à-dire  numérique,  et  c'est 
un  signe  certain  que  les  deux  polynômes  A'  et  V  sont  premiers 
entre  eux.  '  - 

â*" . . .  •  .A'  et  B'  RBNTBBiiAzn:'  dbux  lbttrbs  a  et  6. 

Après  avoir  ordonné  oes  polynômes  par  rfipport  à  a>  il  faut  d'à- 


bord  proqM^  à  la  redierdie  du  fecteur  polyntaie  D,  inâ^fendani 

,  Pour  cela ,  on  amwnence  par  déterminer  le  plus  grand  Cûomtvit  ii- 
viseur  Â,  entre  tous  les  coefficienti  des  diverses  puissances  de  a  dam 
le  polynôme  A\  Ce  commun  diviseur  s'obtient  ep  appliquant  le  porc* 
cédé  (n°  347)  relatif  à  I4  recherche  du  p.  g.  c.  d.  eqtre  plusieurs  po- 
lynôrpes  à  la  fois  ^  .ainsi  que  la  règle  qui  a^été  établie  danale  cas  pré- 
cédent ,  puisque  ces  cocdOTidents  ne  renferment  que  la  seule  lettre  b. 
On  détermine  de  même  le  plus  grand  commun  diviseur  B^  1  entre  touê 
les  coefficients  de  K.  Comparant  ensuite  A,  et  B, ,  on  met  à  part  leur 
plus  grand  commun  diviseur  D, ,  comme  faisant  partie  du  p^g.  c.  d. 
cherché;  et  l'on  supprime  d'ailleurs  les  facteurs  A,  et  B,  dans  A!  et 
B';  ce  qui  donne  lieu  à  deux  nouveaux  polynAmes  A''  et  6"  dont  les 
coefficients /sont  premiers  entre  eux^  et  auxquels  on  peut  ^  par  ochh 
séquent ,  appliquer  ce  qui  ^  été  dit  daps  le  pren^^er  cas. 

Toutefois ,  il  faut  avoir  le  soin  ,  pour  chaque  reste ,  de  fçtssurer 
si  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  a  ne  renferment 
pas  un  facteur  commun,  qu'on  supprimerait  alors  comme  étant  étranger 
au  commun  diviseur.  Nous  avons  déjà  fait  voir  (n°  38)  que  ces  sup- 
pressions sont  absolument  indispensables. 

On  obtient  ainsi  pour  A"  et  B''  le  commun  diviseur  D^;  et  pour  les 
deux  polynômes  A  et  B,  le  p.  g.  c.  d.  est  Dj  xD^xD,. 

N.  B.  —  En  appliquant  à  A''  et  B"  le  procédé  indiqué  jdans  Ip  pre- 
mier cas  ^  on  reconnaît  encore  que  ces  deux  polynômes  mni  pre- 
miers entre  eux^  à  ce  signe  ^  qu'on  obtient  un  reste  ^  soit  numérique ^ 
soit  fonction  de  h ,  mais  indépendant  de  a.  Alors  A  et  B  n'ont  pour 
p.  g.  c.  d.  que  D^  X  Dj. 

3^. ....  A'  et  B'  RiNFERMAirr  trois  lexiiuss  a,  b^c. 

'  Les  deux  polynômes  étant  ordonnés  par  rapport  ka,ûn  déêemnm 
d'abord  le  p.  g.  c.  d. indépendant  de  sl^  ce  qui  se  fait  en  aiq>liquant 
aux  coefficients  des  diverses  puissances  de  a,  dans  les  deux  poly- 
nômes ,  le  procédé  du  n»  347  et  la  règle  du  second  cas ,  puisque  ces 
coefficients  polynômes  ne  renferment  que  les  deux  lettres  b^  e. 

Le  polynôme  indépendant  D,  étant  ainsi  mis  en  évidence  ^  et  les  fac- 
teurs A,  et  6,  qui  l'ont  donné,  étant  supprimée  dam  A'  ^  B'y  il  en 
résulte  d^ux  polynômes  A''  et  B"  dont  les.co^Scients  sont  premiers 
entre  eux  y  et  auxquels  on  peut,  par  epnaéquent^  appliquer  ce  qui  a 
él,é  dit  dans  les  deux  cas  pràcédento. 

Et  ainsi  de  suite. 

Nous  engageons  les  jeunes  gens  à  se  pénétrer  du  {nrooédé  qoe 
nous  venons  d'établir,  et  è  tftchuBr  d'en  bien  saisir  res|>rit. 

Nous  allons  en  faire  l'application  à  quelques  exemples, 

257.  Soient  les  deux  polynômes  .  . 

o«<n— tc*d»— û*c^  +  c*,      et     4a*d-*-aa(^  +  ae*~4(M!«f. 


pu  PLUS  «tum  oNmvii  arnsBiTR.  •  8|tr 

.  La  fltsaqd  Boifflèaie  est  le  s^ul ^i  lenfisiiipc  un  fiifitetir  mêotoe: 
ce  facteur  est  a.  En  le  supprimant  et  ordonnant  par  rapport  kd^ca 
obtient  les  deux  nouvelles  espressiouf       i 

'  (a«  —  c*)d*  —  a*c'  +  c*,     !  et      (2  a\  '^a^Qc]d  —  ac*  +  cK  '  \ 

Il  faut  d'abord  procéder  à  la  recherche  (lu  commun  diviseur  indé- 
pendant de  la  lettre  d.  .  '  "      '  •      ^ 

Or,  si  Ton  considère  les  coefficients  a^.—û^  et  — a^c^-^c^,  du 
premier  polynôme ,  on  obseiVe  que  —  a^€^  -f  c*  pQut  9$  mettre  sous 
la  forme  —  c^a\—  c'),  d'où  Von  yoit  que  a*—f^  est  facteur  WfflWUP 
entre  les  deux  coefficients  du  premier  polynôme.  De  même ,  les  coef- 
ficients du  second ,  aa*  —  aac  et  — «ac*  -f  ^**  reviennent  à  aa(û — c) 
6*  —  c*  (« — c);  donc  a  —  c  est  faîcteur  commun  entre  ces  coef- 
ficients. 

Comparons  maintenant  les  deux  facteurs  a'  -f  c*  et  a — c.  Comme 
ce  dernier  divise  Pautre,  il  s'ensuit  que  a  —  c  est  un  faetew  ocmimun 
aux  deux  polynômes  proposés  ;  et  c'tst  le  plus  grand  dwiêêur  indé- 
pendant dé  ù.  , 

Supprimons  d'ailleurs  û^  —  c*  dans  le  premier  polynôme,  f\a-^e 
dans  le  second;  on  obtient  pour  les  résultats  de  cette  suppression, 
rf*  —  c*  et  aarf  —  c^y  polynômes  auxquels^il  faut  appliquer  te  prœédé 
ordinaire^ 


Explîcatiim,  —  Après  avoir  ipultîpHé  le  dividende  par  4«%  et 

effectué  dfux  divisions  consécutives,  o^ obtient  pour  reste  — 4 û*e* 

-Y  c*,  polynôme  indépendant  de  la  lettre  principale  rf;  donc  les  deux 

polynômes  d^ — c'  et  lad  —  c*  sont  premiers  entre  eux.  Ainsi,  le 

^plus  grand  commun  dijiseur'des  polynômes  proposés  est        a  —  c. 

Reprenons  le  même  exemple  en  ordonnant  par  rapport  à  a.  Il 
yi^nt^  jiprès'ja  suppression  du  facteur  a  dans  le  second  polynôme , 

(<P~c»)a*  — <?V*4-cS      ^      a<ia*— (ac(/  +  c*)(^4-c\ 

En  jetant  les  yeux  sur  le  second  polynôme ,  on  reconnaît  facile-* 
ment  que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  a  sont  premiers 
entre  eux.  Quant  au  premier  polynôme,  on  observe  que  le_coeffi«« 
cient — c*d*  +  c^  du  second  terme,  ou  de  «%  revient  à — c*  (d* — i?')i 
d'où  il  suit  que  d*  —  c*  est  facteur  commun  aux  deux  coeffijcients; 
et  comme  ce  fecteur  n- entre  pas  dans  le  second  polynôme,  on  peut 
le  supprimer  dans  le  premier  sans  en  tenir  aucun  compte ,  comme  ne 
faisant  pas  partie  du  commun  diviseur. 

Opéraint  eette  suppreà^oÀ,  puis  ppenani  le  fécond  polynôme  pour 


n*  THÉoBiB  ooimin 

dividàide  et  le  piemier  pour  dÎTiseur  (afin  d'évûar  fai  pn^nÊlUmk), 
ona 


)2d 


Reste. — acrf 


—  c« 


on  bien^  •  •  •  a — c, 
(en  supprimant  le  facteur  commun  —  acd  —  c')  ; 
a*.  a*  —  c*  J  a  —  c 


+  ÛC — c'  )  Û  +  C 

o. 

Fxfdkatwn.  —  Après  avoir  effectué  la  première  division  >  on 
^obtient  un  reste  qui  renferme  le  facteur  —  2cd  —  c*  dans  ses  deux 
coefficients;  car  2dc*  +  e*=, —  c(— :acd — c*).  Ce  facteur  étant 
supprimé,  lé  reste  se  i^uit  à  a— o^  polynôme  qui  divise  exacte- 
ment a**— c*.         '  ' 

Donc  â  —  c  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Les  commençants  feront  bien  de  reprendre  le  même  exemple  en 
ordonnant  par  rapport  à  c.    '      ^ 

258.  Il  existe  un  cas  assez  remarquable,  dans  lequel  on  peut  obte- 
nir le  plus  grand  commun  diviseur  plus  aisément  que  par  le  procédé 
général;  c'est,  celui  où  l'un  des  deux  polynômes  renferme  une  lettre 
qui  ne  se  trouve  pas  dans  l'autre. 

Dans  ce  cas,  comme  il  est  évident  que  le  plus  grand  commua 
diviseur  doit  être  indépendant  de  la  lettre,  il  s'ensuit  que,  si  Ton 
ordonne  par  rapport  à  cette  lettre  le  poljnôme  qui  la  renferme,  le 
plus  grand  commun  diviseur  cherché  sera  le  même  que  celui  qui  existe 
entre  les  coefficients  des- diverses  puissances  de  la  lettre  ordonnatrice  et  - 
le  second  polynôme,  lequel,  par  hypothèse,  en  est  indépendant. 

A  la  vérité,  on  sera  conduit;  par  ce  moyen,  à  déterminer  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  trois  ou  un  pluâ  grand  nombre  de 
polynômes;  mais  ceux-ci  seront  beaucoup  plus  simples  que  les  pdy-* 
nômes  proposés.  Souvent  mènçie  il  arrive  que  quelques-uns  des  coeffi- 
cients du  polynôme  ordonné  sont,  des  monômes,  ou  bien  ojd  recon- 
naît, à  leur  seule  inspection,  qu'ils  sont  premiers  entre  eux;  et, 
dans  ce  cas,  on  est  certain  que  les  polynômes  proposés  sont  aussi 
premiers  entre  eux. 

Ainsi,  dans  l'exemple  du  n*  257^  traité  par  le  premier  moyen» 
après  avoir  supprimé  le  facteur  a — c  commun  aux  deux  polynômes» 
ce  qui  a  donné  pour  résultats,  . 

d* — c*    et    a^— c", 


^  ro  PhtS  GRAND  COmiUN  DIVISEUR.  S^i 

on  reoonnatt  immédiatement  que  ces  deux  nouveaux  polynômes  sont 
premiers  entre  eux  ;  car  le  second  renfermant  la  lettre  a  qui  n'entre 
pas  dans  le  premier,  il  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit  que  le.  plqs 
grand  conunun  diviseur  doit  se  trouver  entre  les  coefficients  a  (f  et 
—  c*  :  or  ces  deux  quantités  sont  évidemment  premières  entre  elles; 
donc,  etc.  •  s 

Soient,  comme  application  du  cas  que  nous  examinons,  les  deux 
polynômes 

5  bcq  +  3o  wp  +  ^^  ^^  +  5iw/>y, 
et  ^'adq  —  ^2fg  +  a/^ad  —  y  fgq. 

Gomme  f^i  la  seule  lettre  commune  à  ces  deux  polynômes  (qui 
d'ailleurs  ne  renferment  pas  de  facteurs  nipnômes),  on  pourrait  les 
ordonner  par  rapport  à  cette  lettre,  et»  suivre  le  procédé  ordinaire. 
Mais  observons  que  b  se  trouve  dans  le  premier  polynôme,  et  non 
dans  le  second;  donc^  si  Ton  ordonne  le  premier  par  rapport  à  (,  ce 
(fui  donne 

(5cg+  iSc)b'\-5omp'\-5mpq, 

on  peut  assurer  que  le  p.  g.  c^  d.  cherché  est  le  même  que  celui  qui 
existe  entre  le  second  polynôme  et  les  deux  coefficients 

3cy+i^^»  ?omp -{- 5mpq, 
Or  le  premier  de  ces  deux  coefficients  peut  se  mettre  sous  la  forme 
5c(ç  +  6),  et  Tautîe  revient  à  5mj»(  j'  +  6)  ;  d'où  il  suit  que^j  +  6 
est  le  seul  facteur  commun  à  ces  deux  coefficients.  Il  suffit  alors  de 
v<Mr  àq^6,  qui  est  un  diviseur /^remter,  est  facteur  du  second  poly- 
nôme. 
Or  ce  polynôme,  ordonné  par  rapport  à  ;,  revient  à 

et  comme  la  seconde  partie  a/^od — ^2fg  est  égale  à  6{^ad  —  yfg)^ 
il  s'ensuit  que  ce  polynôme  est  divisible  par  ?  +  6,  et  donne  pour 
quotient  4a(f  —  yfg.  ^ 

Donc,  enfin,  jf  +  6  ^st  le  plus  grand  ccftnmun  diviseur  des  deux 
polynômes  proposés. 

259.  Nous  terminerons  cette  théorie  par  un  rapprochement  entre 
le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  relatif  et  celui  du  plus 
grand  commun  diviseur  ordinaire^  en  traitant  successivement  par  les 
deux  procédés  un  exemple  dans  lequel  les  deux  polynômes  sont, 
non-seulement  entiers  par.  rapport  àx,  mais  encore  par  rapport  aux, 
autres  nombres  qui  y  entrent;  parce  que,  dans  la  suite,  nous  aurons 
à  opérer  sur  beaucoup  d'exemples  de  ce  genre. 

Soient  proposés  les  deux  polynômes 

6j:'  —  4ar*— lia:*  —  5a?*  —  Zx — i, 

et  4a?*-f  2ar*— »i8a:'  +  3a?  —  5. 

Alg.  jB„  !!•  éd,  '  21 


N 
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Tabuuu  des  Calculs  par  le  procédé  du  p.  g.  c.  d.  relatif. 
i;  6y»— 4x*— lia:'— 3x*  — 3x~i  \4»*  +  aa?* — ifiar^^-flr— 5 

••m  II  IM     I  !■    Il    ■     I  ■  I         »  I         I       !■  Il  — .^i— ,1,  ■■,■»,——.      MM  É 

a  a  7  a         4 

a  4  4  -  -     <♦  ♦ 

a'.  4a:»+    aa;»  — 18a:»  +  3«— 5  J^a:»  — 502!»+ ^x-*^^ 

a  4  '4 

'39      '    39 


* 


o. 


Donc    —a:'  —  3o:c*  +  -^x  — ^  est  le  ».  g.  c.  d.       * 
a  4  4 

•   / 

V         Tableau  des  Opérations  par  la  méthode  ordinaire,  ^ 

1®.  Multiplication  par  i6»  • 

^6jp»— 64x^-1760:*—  48a?*—  48a?—  16  I  4a?*+Mr'— iSa?*^5ar— 5 

•  — i*i2a:*+a56a;* — iaox*-j-  7^^ —  ^6  )  a4a>~aS 

»  ^ 

Reste  s  +3i2X*— 624a:*+i56a:— 156 
ou  bien ,  sa;*  —  4*'  +  ^  —  i» 

a».       4ar*+    aa:' — i8ar*  +  5a: — 5  \  aa?'-*-4a?'+ar^  i 

^  +ioar'  —  aûar*  +  5a?  —  5  )  aa;  +5 

t). 

Donc  aa?*  —  4^'  +  ^  —  *    est  le  /?•  jf.  c.  <f .     ^  ' 

En  appliquant  le  procédé  du  n*"  246  sans  faire  auctine  J^fépara- 
tion,  on  parvient,  comme  on  le  voit  dans  le  premier  ^  deux 
Vibleaux  de  calcul ,  au  résultat  '^ 

tandis  que  si  Ton  suit  le  procédé  du  n**  256  avec  toutes  ses  modifîca- 
tionsy  on  obtient 

pour  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  p^>aiômes/ 
Or  ce  dernier  résultat-ne  diffère  du  précédent  que  parjê  facteur 


TAànSrOAIlAttOTÏS  DES  i^^ATtOIfS.  t(2d 

^  j  qui  est  commun  à  tous  les  termes  de  celui-ci^  et  que  Ton  peut 

ïnettre  en  évidence. 

D'où  Ton  voit  que  Teffet  produit  par  l'application  du  procédé  sans 
préparation  est  de  donner  le.  plm  grand  commun  diviseur  ordinaire 
qui  existe  entre  les  deux  polynômes  (qu'on  suppose  rationneiè  et 
entiers)]  de  le  donner,  dis-je,  embarrassé  de  facteurs étrwitgers^  maii 
indépeifidants  de  la  lettre  principale. 

•  Or,  comme  nous  le  verrons  par  la  suite,  le  principal  objet  qu'on 
86  propose  dans  la  détermination  du  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  fonctions  entières,  est  de  l'égaler  à  iéro  pour  è)l  tirrt  les 
valeurs  de  la  lettre  principale  :  on  conçoit  donc  que  ^l'introduction 
de  ces  facteUrâ  étrangers,  dans  le  résultat  ne*péut,  en  aucune  manière^  " 
influei*  sur  les  racines  de  Téquation  obtenue,  puisque  ces  facteurs > 
étant  indépendants  de  la  lettre  principale  i  peuvent  toujours  être 
supprimés  dans  ôette  équation.  *        » 

Ainil,  dans  ce -cas,  il  est  tout  à  fait  indifférent  d'employer  ou  de 
ne  pafi  employer  les  modifications  ;  et  lorsqu'on  les  emploie,  c'est 
seulement  dans  la  vue  de  simplifier  les  calculs. 

Nous  proposerons  encore  d'appliquer  les  deux  procédés  aux 
exemples  suivtmts  ! 

&x^  +  20X*  —  laa:* —  êfix^  +  2aa?  +  *^î 
pé  g#  c;  di    simplifié  =  x'  +  ^  —  5x  +  3, 

p.  g.  c  d.    simplifié  =  Sa?*  — »  Sx  +  4« 

X 
I  IL  ^  TRANSFÔRMÂTIOM  DBB  ÉÛUÀTIONS.  ^  PRfeMIÉIB  PàKSA  s 

DE^  L'ÉLIMINATION.  ' 

Nous^  nous  proposerons  de  réutiîr  dans  ce  paragraphe  les  princi- 
pales transformations  dont  le  but  est  de  ramener  la  résolution  d'uM 
équation  donnée  à  Celle  d'une  autre  équation  plus  facile  à  traiter. 

^RCiniâÉ  tftANâfÔàilATlON. 

Mo.  ÉVmouisiémefif  du  setond  terme  de  toute  équàfim. 
.     On  conçoit  qu'une  équation  d'un  degré  donné  est  d'autant  plus 
aisée  à  résoudre ,  qu^elle  renferme  moins  dé  puissances  de  l'incon- 
nue ;  c^est  ainsi  que  l'équation  a?'=î  donne  sur-le-chattip  x==:iiz^q; 
tandis  que  TéqUiltion  complète  x«  ^p£^q  a  bes(*n  d'jne  jirépara-    . 
tionjJDiir'élré 'résolue.  ';''/.* 


m 


ÉVAN0DI8S1HENT  DU  cSSGOHD  TBBIOE. 


,  Or^  une  équation  quelconque  étant  donnée^  on  peut  toujours,  au 
moyen  d'une  transformation  convenable ,  ramener  sa  résolution  à 
celle  d'une  autre  équation  privée  de  second  terme. 
Soit^  en  effet,  Téquation  générale 

^m^p^inM  +  Qa?"*-*  + +TX  +  U=0. 

Posons  a? = «  +  x',  w  étant  une  nouvelle  inconnue ,  et  x'  une  indé- 
terminée dont  nous  pouvons  disposer  à  volonté  ;  il  vient 

^u^x')'^^P^u+x')^'  +  Q[u+x')'^-^+ +  T(w+j?')+ir=o, 

ou 9  développant  d'après  la  formule  du  binôme,  et  ordonnant  par 
rapport  aux  puissances  décroissantes  deu^ 


u'^-^-mxf 


u 


m— 1 


+  771. 

+  (m 
+  Q 


m 


a/ 


a 
i)?x' 


U 


m-t 


+ 


+  Tar' 

+  U 


Puisque  x'  est  arbitraire,  nous  pouvons  poser  wïar'+P=o,  d'où 


l'on  tire 


m' 


Portant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  on  parviendra,  tout 
calcul  fait,  hune  transformée  telle  que 

t*«»  +  Q'w«-* +'r'u«-«  + -^-T'^^  +  U'==o^ 

privée  de  second  terme.  Cette  équation  une  fois  résolue,  on  obtien- 
dra lés  valeurs  de  x  qui  correspondent  aux  valeurs  de  u^  en  rempla- 

p 

çant,  dans  la  relation  a?=.t*  +  a?',  ou  x  =  u ,  la  lettre  u  par 

w  ^ 

chacune  de  ses  valeurs. 

D'où  Von  peut  conclure  cette  règle  générale  : 

Pour  faire  disparaître  le  second  terme  d'une  équation ,  remplacez 
tinconnue  par  une  nouvelle  inconnue  augmentée  du  coefficient  du  se- 
cond terme  pris  en  signe  contraire  et  divisé  par  le  degré  de  Véquaêion. 

On  peut  reconnaître  à  posteriori  que  cette  substitution  doit  atteindre 
le  but  qu'on  s'était  proposé. 

£n effet,  soient  a^iyC^  d, lés  m  racines  de  Téquation  donnée; 

P  P 

11  résulte  de  la  relation  x  =  u —  —,  qui  donne  «  =  ar -{-  — ,  que 

les  valeurs  de  u  sont 


m 


m 


u  =  aA — , 


m 


,   P 
m 


rf  -I-  —. 


ÉrAJÈfOUISSEMENT  DV  SECOND  TERU£.  0fiS 

I 

la  somme  des  nouvelles  racine^  est  donc 

P 

û  +  ô  -j-c  4-d  +  .... .  +  »«.--; 

m 

maïs  on  a  (n'^â^S)  a-]-b*\'C-^d  +  ,,,..=  —  P;  la  somme  précé- 
dente se  réduit  donc  à — P  +  P*  ou  à  0;  ainsi,  le  coefRcient  du 
second  terme  de  k  transformée  doit  être  nul  de  lui-même* 

N,  B.  —  On  a  supposé  le  coefficient  du  premier  terme  de  l'équa- 
tion égal  à  TuniCé;  mais  si  Téquation  était  de  la  forme 

Ax~  +  P^r'*-*  + +Ta?  +  U  =  o, 

en  posant  x:=u-\-x',  on  obtiendrait  pouf  le  coefficient  de  w*^*, 

mAa?'  +  P,  .       ' 

'  P 

expression  qui  ^.égalée  à  zéro ,  donnerait      ar'  = ; 

mA 

donc  le  dénominateur  de  la  valeur  de  x'  serait  alors  le  produit  du 
degré  de  l'équation  par  le  coefflcient  A  du  premier  terme. 
Appliquons  la  règle  précédente  à  Téquation 

Si  Ton  posex=w — ^,  elle  devient  iu  —  -j   -|-p  (^ —    )  =  Îa 
ou ,  effectuant  les  calculs  et  réduisant  ^ 

tt*  —  Ç  =  y;       donc        u  =  dt  \/ v  4*  ?  î 
par  conséquent^  on  obtient  pour  les  deux  valeurs  de  x  correqponp 

dantes^  ^  =  —  -  ±:  \/4"  +  ?• 

'        ^       V  4 

26i.  Au  lieu  de  faire  disparaître  le  second  terme,  on  j^eut  deman- 
der que  réquation  soit  privée  du  troisième,  du  quatrième, .....;, il 

suffit  pour  cela  d'égaler  à  zéro  le  coefficient  de  w*^*^  w**~*, Pat» 

exemple,  pour  cbassèr  le  troisième  terme,  on  posera,  dans  l'équa- 
tion transformée  ci-dessus , 

m.^î^^=^a?'»  +  (m— i)Px'  +  Q'=o, 

^  2  . 

d'où  l'on  déduira  pou)*^;'  deux  valeurs  dont  chacune,  substituée  dans, 
la  transformée,  la  réduira  à  la  forme 

Au  delà  du  troisième  terme,  il  faudrait  résoudre  des  équations  de 
degré  supérieur  au  second  pour  obtenir  la  valeur  de  x'\  ainsi,  pour 
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opérer  la  disparition  du  dernier  terme,  on  aurait  à  résoudre  l'équation 

a;"»  +  Pa;"»r»  +  .....  +  Ta;'-fU=o, 

qui  n'est  autre  chose  que  la  proposée  dans  laquelle  on  a  remplacé 

X  par  x\ 

P 
Il  peut  arrivep  que  te  valeur  a/  = :,  qui  (n<*  260)  fait  disparaître 

iiv 

6  second  terme»  donne  également  lîeu  à  la  disparition  du  troisième 
ou  d'un  tout  autre  terme.  Par  exemple,  pour  que  le  second  terme  et 

P 

le  troisième,  disparaissent  à  la  fois,  il  faut  que  Téquation  x'  =  — ^ 

puisse  s'accorder  avec  celle-ci  : 

TO  .  ^l^=li  x"*  +  {m  —  1  )P*' +  Q  =ï;  0 . 

2 

•p 

ùt,  ù  l'on  remidace,  dans  cette  deniiàre.  cc^  par -,  il  i^nt 

m 

ffi 1   p«  p* 

m  . .  — r  —  (m —  1  ) . 1-  Q  =  o ,    ou    (m —  ilP* — amO  =o. 

Ainsi ,  toutes  les  fois  que  cette  relation  existera  entre  les  deux  co^- 
dents  P  et  Q,  la  disparition  du  second  terme  donnera  lieu  à  oeHe  du  * 
troisième.  / 

262.  Remarque  sur  la  iraiisfofination  précédente^-'--- Loi  be  forma- 
tion des  povtiiomss  bbrives.  ^j 

La  relation  a;  =i  w  +  ^'9  dont  nous  nous  sommes^servi  dans  les  deux 
■mapéroft  qiù  pvéeèdent ,  indique  que  les  racÎBett  d#  ta  t^mslkmnè^  ' 
sont  égales  à- celles  d^l»  proposée  5  diminuées  qu  augmentées  d'une 
'  même  quantité.  Tantôt  cette  quantité  est  introduite  dans  te  cakul, 
comme  une  indéterminée  dont  ta  valeer  est  ensuite  fixée  de  manière  à 
jeempltr  un/e  condition  donnée;  tantôt  c'est  un  nombre  particdier  et 
donné  à  priû»i^  qui  exprime  une  différence  constante  entre  les  rsh 
cines  d'une  prmûère  équation  et  celles  d'une  autre  équation  que  Fon 
veut  former. 

Latransformatioa  qui  consiste  à  remplacer  x  par  tt-{-â;'  dans  une 
équation  est  d'un  usage  très-fréquent  dans  la  théorie  des  équations. 
Or  il  existe;  un  Q^yeaa^so:!  simp^  d'oHenir,  dansi  la  pratique,  la 
transformée  qui  résuite  de  cette  substitution. 
.  Itomt  ceta  j  intervertissons  l'ontoô  des  termes  dan»  ti  *f-  ^  '  r  c'est-à- 
dire  remplaçons  x  par  x'  +  w  da&&  Féquatiou    - 

'  x^'-^Vx'^'^  +  Cj^"^'  +''Ra?'»-»-f .  .  I -f  Tar+U=o j 

/ 

f 

on  trouve,  en  développait  et  ordonnant  par  rapport  aux  puissanees 
ascendantes  de  2^,  .  .  - 
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u'-fM,-f-t<*=i=0 


+Qa/*^*+  (w-2)  Qa/--^    +  (m— i)  ^Zl?)  q^*-^ 
-j-  •••••-(-....  -f-.... 

+U' 

Si  Ton  fait  attëMiéihoE  à  M  Biaoièrè  dont  se  Composent  les  coefficienis 
des  diverses  puissances  de  u,  on  verra  que 

i,"".  Le  coefficient  de  n"*  n*esi. autre  chose  que  le  premier  memire  X 
de  la  proposée ,  dans  lequel  ôh  a  remplacé  x  par  x'. 
Nous  désignerons  dorénatalM  ce  coefficient  pBt  X\ 

a""*  Le  eoeffiaewt  de  n^  se  forme  au  moyen  du  précédent  oUde  £  y  in 
multipliant  chacun  des  termes  de  X'  par  l'exposant  de  x'  dans  ceterme^ 
et  diminuant  cet  exposant  d'une  unité.  Nous  appellerons  Y'  ce  coeffi- 
.cient*.  ,...,» 

S®,  Le  coefficient  de  u*  se  forme  au  moyen  de  X*  y  en  multipliant 
chacun  des  termes. de  X'. par. l'exposant  de  x'  dans  ce  terme ^  di^sant  le 
produit  par  iyCt  diminuant  ensuite  l'exposant  dey!  d'une  unité.  Si  Ftm 

appelle  —  ce  cbeflicîenf  ^  il  est  clair  que  Z'  se  formé  aiu  moyen  dfe  'f', 

comme  Y'  se  forme  au  moyen  de  X';  et  ainsi  de  suite. 

Ëh  général ,  un  coe/ficieftt  de  rang  quelconque  y  dans  la  transformée 
^desi^îi&'y  se  fon/rèe  au  moyen  dn  prétfédmt  yetifnutféphcMt  éhatM,  des 
termes  de  celui  ci  par  l'exposant  de  x'  dans  ce  tetWé  ^dîèiséMlè  pir^h 
duit  pof^  kfi&mhfe  dèffcàefftdêents  qui  précèdent  ceMqUel'on  e^ensidère^ 
et  diminuant  ensuite  Ceùsposant  de  x-  d^une  unité. 

Â'    T 

Cette  loi,  d'après  laquelle  les  coefficients  X',  Y',  — ,  — - , . . .  dé- 

2       2  •  V   -> 

rivent  les  uns  cfes  autres,  est  évidemment  une  copséquefice  fmmé- 
dîate  (îé  celle  cJtrtrëgîrreS  différents  fcrnles  dféla  foriînule  dfù  Wnôùie 

{voycT,  v£  i»]. ^ 

Les  expressions  Y',  Z',  V,  W',.  • .  sont  appelées  lés  polynômes 
dérivés  de  X',  parce  que  Z'  se  déduit  ou  dérive  de  Y'  comme  Y'  dérive 
êd  X'f  V  dérive-  de  Z*  comme  Z'  dérivé  dfe' Y'; ....  dsônsi  de  suite. 
Y'  est  dit  le  premier  polynôme  dérivé  y  2!  le  second^ ....  ;  rappelons- 
nous  d'aflteui^*  que  X*' n'est  autre  cbôse  que  le  preVftier  fiffethbw  X  de 
la  proposée  y  dans  lequel  on  a  renvpiiacé  x  par  x' . 

iV.  £• — On  a  supposé  le  coefficient  dû  preniier  terme  dé  fer  pro- 
posée égal  à  1  :  s'il  était  toul;  mtce  >  la^  loi  ée  ft^mation  des  coefficients 
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de  la  transformée  serait  absolument  la  même;  et  le  coefficient  de  «** 

serait  égal  à  celui  de  x"^.. 

S63.  Pour  faire  connaître  Tusage  de  cette  loi  dans  la  pratique , 
propoçons-nous  de  faire  évanouir  le  coeflTicient  du  second  tenue  de 

l'équation  a?*  — 120?'+ 17a;*  —  9j!?4-7=o. 

13 

Il  faut,  d'après  la  règle  du  n"  260,  poser    x=tt+— ,    ou 

X  =  5 + 1«  9    ce  qui  donnera  une  transformée  du  quatrième  degré  et 
de  la  forme 

X'  +  Y'uH--tt«+^t4?  +  w*=o; 

Z'    v 
«t  tout  se  réduit  à  calculer  X' ,  Y',  — ,  — - . 

a    a. 3 

Or  on  a ,  en  vertu  de  la  loi  précédente, 

X'=    (3)*  — i2.(3)»+i7.(3)'-9-(3r+7,    ou    X'=-iio; 
Y'=4.(3)»  — 36.(3)*  +  34.(3)*— 9,        ou Y'  =— ia3; 

?l=6.(3)*-36.(5)^  +  i7.. ••    T=—   ^7; 

a  a 

v  '  v 

^=4.(5)'-^i- ^=  o. 

Ainsi  la  transformée  devient    w* — 37w* —  ia3M —  1 10  =  o. 

Soit  encore  proposé  de  transformer  Téquation 

4^?'—  5j?'  +  7X-7-9  =  o 

en  une  autre  dont  les  racines  surpassent  de  Yunité  chacune  des  ra- 
cines de  la  proposée. 
Posons  la  relation    w  =  a?  + 1  ;    il  en  résulte    a? = u  —  1 , 

Z' 

ce  qui  donne  la  transformée    X'  +  Y'  w  H w*  +  4^'  =  <>• 

^  '      2 

±=  4.(— 0'—  5.(— ji)»  +  7.(-i)*— 9,  oubien    X'  =— a5; 

Y' ==  12. (—!)•— io.(— 1)^  +  7 > Y'  =     39; 

-=i2.{-iY-  5... -  :^--i7; 

•  V'  V' 

_=  4...; -—  =       4. 

a. 3       ^  a.3  ^ 

Ainsi ,  la  transformée  devient   4  w*  —  1 7  w*  +  ^^9  **  —  a5  =  o . 

'  On  peut  s'exercer  sur  les  exemples  suivants  : 
Faire  évanouir  le  second  terme  dans  les  équations. 

ifi x^  —  ioa?*+-7a;'  +  4^  —  9=5,0. 
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'  (iMftt/«cif  ;         x tt»— 35t#»--.  1  i8tt*  —  i52îi  —  ^3  =  o.) 

2» 3x'  +  i5a7'  +  25jî — 3=0. 

l Résultai  :      3w*  —  —  =  o.  j  [  Voyez  !!•  26i .  ] 

3*  Transformer  Péquation  3a?* —  i3a?'  +  7X* — 8a? — 9  ==  0  w  une 
autre  dont  les  racines  soient  plus  petites  que  chacune  des  racines  de  la 

proposée ,  de  la  fraction  -, 

iBésuliat  :      3tt* — qm* — 4^* u —  -^  =  0.  ) 

Mous  aurons  souvent  occasion  de  rappeler  la  loi  de  formatioades 
polynômes  dérivés,  , 

264.  Ces  polynômes  jouissent  d'upe  propriété  très -remarquable 
que  nous  pouvons  faire  connaître  dès  à  présent. 

Soient  X  =  o    ou    a:'^  +  Pa?"*'* -j- Qar"^' -|- . . .  =  o 

une  équation  proposée,  et  a^b^c,.  .,9 1,  les  m  racines  de  cette 
équation;  on  a  (n*  254)  Téquation  identique 

x*^-|.Px*»-*  +  ...=(ar— û)(a:  — 6)(â?— c}...  (x  —  l). 

Gela  posé ,  remplaçons  x  par  x'  -(-  u,  ou  plutôt  par  or  •j' ^  (pour 
éviter  les  accents);  il  vient 

(ar  +  w)*'+P(a?+w)"'-*+,-.  =  (x  +  w— a)  (x  +  tt— 4)..',, 

ou  bien^  changeant  dans  le  second  membre  l'ordre  dés  termes,  et 
regardant  chacun  des  binômes  x  —  a,  x  —  6, .. .  comme  une  seule 
quantité, 

(a?  +  t<)*?  +  P(x+w)"^*  + ..,  =  (u+x—a)  [u+x—b).,.  {u+x^î}* 

Or,  si  Ton  effectue  les  multiplications  dans  chacun  des  deux  mem- 
bres, on,  obtiendra  d'abord  pour  le  premier,  en  vertu  de  ce  qui  a 
été  dit  dans  le  numéro  précédent, 

X  étant  le  premier  membre  de  la  proposée,  et  Y,  Z, ...  les  poly- 
nômes dérivés  de  ce  premier  membre. 

Quant  au  second,  il  résulte  du  n*  242,  que 

1®.  La  partie  affectée  de  u^,  ou  le  dernier  terme,  est  égale  au  prcy- 
duit  [x  —  a)[x  —  b) ...  (x  —  l)  des  facteurs.de  la  proposée; 

2*.  Le  coefficient  de  u*  est  égal  à  la  somme  des  produits  m  —  i  à 
m —  i  de  ces  wî  facteurs;  * 

3^  Le  coefficient  de  u*  est  égal  à  la  softime  des  produits  m  —  3  à 
m  —  a  de  ces  172  facteurs;  et  ainsi  de  suite* 


r 
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D'ailleurs,  il  y  a  identilé  entre  les  deux  memlffes  de  1&  dernière 
équation;  ce  qui  veut  dire  (d*"  180]  que,  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  sont  égaux  dans  ces  deux  membres. 

Ainsi,  !•..*  oaa  X:s=z[x^*'à)(x — i)a? — c). *.(«—<);  ce  que 
Ton  sait  déjà. 

a*. ...  Y,  ou  le  premier  polynôme  dérlYé^  eU  égal  à  la  ê&mme  des 
prùdmU  m—  i  à  m—*  i  desm  factem^  du  premier  degré  4^  lapr^h 
posée;  ou  bien  encore ,  égal  à  la  somme  des  quotients  que  Fori  obtient 
en  divisant  X  par  chacun  des  m  facteurs  du  premier  aegrê  de  la  pro- 
posée;  c'ést-à-di|fe  algébriquement 

X  —  a      x  —  b      X  —  Q  X — l 

3'. ...  - ,  ou  le  second  polynôme  dérivé  (pris  avec  le  diviseur  3) 

est  égal  à  la  somme  des  produits  m  -—a  à  m  —  a  des  m  faeteMr$  de 
la  proposée;  ou  bien  encore,  égal  à  la  somme  des  quotients  que  l'on 
obtient  en  divisant  X  par  chacun  des  facteurs  du  second  degré;  c'est- 
à-dire  V 

Z_  X  X  X 

'    a  ""  {x—a)(x—b)'^{x  —  a){â!-  c)  "*"  '"'^(x  —  k)  [x  —  l)' 

et  ainsi  de  suite.  ^       ' 

iV.  B.  —  On  représente  quelquefois  une  équation  par 

et  les  polynômes  dérivés  par  f[3c\rf"[Ay  ("'[^y  •'•5  les- exfwssioas 
f(x)y  f'[x)y  f"[x),  f"'[x), . . .  s'énoncent  alors  fonction  de  x,  fenctitm 
prime.de  x,  fonction  seconde  de  x,  fonction  tierce  de  x;  et  ainsi  de 
suite.  ^ 

SSGOKDE   TRÂ«S]rOR||ATION« 

^5.  Une  équation  étant  donnée,  on  peut  toujours  la  transformer 
;en  une  autre  dont  les  racines  soient  égales  à  un  multiple  ou  à  un  sous- 
multiple  donnée  de  celles  de  la  proposée. 

Reprenons  Téquation  x"*  +  P^p*"*  +  Qo?"***  + . . .  +  Tj?  +  U  =  o, 
^  désignons  pi^r  y  Tinconnue  d'une  no^uvelle  équation  dont  lef  racines 
soient  k  fois-^Ius  grandes  que  eeUes  d^  lai  j^eopesée^  Sî*  Vou 
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y  :=  fcp,  il  en  résulte    ^  ===^  f  ;    ffoù,  substituant  et  chassant  le  dé- 

Dominateur  k^  du  pi^ei^ei^  lefme , 

y«  +  PAy*»-*  +  K^k^y"^^  +  RA;»y*"-»  + . . .  +  TA*'»"*  y  +  tj/v*»»  =  o , 

l^uatîoa  dont  les  coeffîeients  sont  égaux  à  ceux  de  la  préposée ,  mul» 
tipliés  respectivement  par  k^^  k\'  A*,  4*, . . . ,  *r. 


Cette  transformation  est  principalement  utile  pouf  faire  'dUpartdire 
les  dénominateurs  d'une  équation  sans,  donner  au  premier  terme  d'autre 
coefficient  que  Vunité. 
"    Soit,  pour  fixer  les  idées,  l'équation  du  quatrième  degré, 


»  • 


Si  Ton  fait,  dans  cette  équation,  x  =  |,  y  étant  ime  nouvelle  in- 
connue  et  k  une  indéterminée,  il  vient        x 

Gela  posé,  il  peut  arriver  deux  cas  : 

Ou  les  dénominateurs  6,  dy  /,  h  sont  premiers  entre  eux  :  dans  cette 
hypothèse,  comme  k  est  tout  à  fait  arbitraire,  posons  k^zbdfh,  pro^ 
duit  de  ces  dénominateurs;  il  vient 

y*  +  ad'fh .f  ■^■cb^dpK' .  y«  +  eb^d'fH'' .  y  +  gb'd'f'h*  =  o, 

équation  dont  les  coeffidents  sont  entiers,  et  dont  le  premief  itcmeû 
pour  ooetBeient  Fimité. 
€to  a  d'ailleurs,  pour  délerminer  les  valeurs  de  a;  qui  eGnespon" 

dent  aux  valeurs  de  y,  la  relation.^  =  r-^ . 

bafh  *  "*» 

Ou  bien  y  les  dénominateurs  renferment  des  facteurs  communs;  et 
Ton  rendra  évidemment  les  èoe^rents  entiers  en  prenant  pour  1*  le 
plies  petit  multiple  de  tous  les  dénominateurs. 

Mais  on  peute^ocN^e  simplifier  davantage,  en  observant  que  tout  se 
réduit  à  déterminer  k  de  manière  que  k\  A;*,  A-%  . . .  contiennent  les 
facteurs  premiers  qui  composant  fr,'  d,  [,  h,  à  des  puissances  au  moins 
égales  à  celtes,  qui  entrent  dans  ees  différents  dénominateurs. 

Âihsi,  soit  réquation  x^  —  ;î  x'  +  —  x^—^r~r*  x  -^ =  o. 

6  13  i5o         9000 

n  y    .,    .    ,    .       5*    .  ,  5A;*  yk^  i3A:* 

Posons  37=7;  il  vient  M* — ttV  ^ V r-  V— -  =  o.  ♦ 

k'  V         6  ^  ^  la^      «150^      9000 

Soit  fait  d'abord  k  égal  à  9000 ,  qui  est  multiple  de  tous  les  autres 
dénominateurs;  il  est  clair  que  les  coefficients  deviendront  des  nom- 
bres entiers. 

Mais  si  Ton  décompose  6,  12,  i5o  et  9000,  en  leurs  fiicteurs,  on 
trouve 

63^ aX^  ia=a*X5,  i5o  =  ax5xî>%  ^00.=  a'X^*X5'; 
et  en  faisant  simpiemept  k  =  2  x  S-x  5,  produit  des  frfeteeh'S  îâmptes 
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différents .  on  obtient 
'     fc«  =  2*X3»X5%   A»=:2»X3'X5»,   iS:*  =  a*X  3*X5*; 

d'où^'an  voit  que  les  valeursde  k,  t^y  &',  k!"  contiennent  les  facteurs 
premiers  a,  5,  5,  à  des  puissances  ai^  moins  égales  à.  celles  qui  en- 
trent dans  65. 13,  i5o  et  gooo. 

Donc  y  l'hypothèse  &=2X3>^5  =  3o  suffit  pour  opérer  la  dis* 
parition  des  dénominateurs.  Il  vient  ^  en  elfet ,  par  la  substitution  ^ 

\      5. a. 3. 5   ,      5.a'.3*.5*   ,      7.a^5^5^         i5.2*.5*.5*_ 
*  a. 3    ^  "*"       a«.3      ^  a.3.5*    ^        a*,3%5»    """*' 

ou>  réduisant  y 
y*  —  5. 5 -y* +  5. 3. 5*.  y*  —  7.  a*. 3*.  5.  y — i5.a.3*.5  =  o, 

on  bien ,  enfin , 

y*  —  a5  y'  +  SjS  y'  7—  1  a6o  y  —  1 170  =  0. 

Il  y  a  des  circonstances  où  Ton  est  obligé,  dans  l'expression  de  k^ 
d'augmenter  l'exposant  de  Tun  des  facteurs  premiers  d'une  ou  de 
plusieurs  unités.  Mais  on  doit  sentir  la  nécessité  de  ne  prendre  pour  k 
que  le  plus  petit  nombre  possible ,  autrement  on  obtiendrait  une 
Iranformée  dont  les  coefficients  seraient  extrêmement  grands ,  comme 
on  en  peut  juger  en  calculant  la  transformée  résultant  de  la  suppo- 
sition de  À  =  9000  dans  l'équation  précédente. 

Voici  de  nouvelles  applications  : 

X.      X  --a:  -j-_aî  — —  —  o; 

;»  =|,    d'où   y'  — i4ï'  +  »iy— 75=0. 

-       i3    .    ,   ai    .        3a     ,        43        ,1 
la  t\o  aa5  600  800 

^       a*. 3. 5'  60' 

d'où 

y'  —  65  y*  +  iS9<>y*  —  30720  y*  —  gaSSocy-]- 972000=  o. 

266.  Les  transformations  précédentes  sont  celles  dont  l'usage  est 
le  plus  fréquent.  Il  en  est  encore  d'autres  assez  usitées;  mais  comme 
elles  sont  trop  simples  pour  être  traitées  séparément,  nous  n'en  par- 
lerons que  quand  l'occasion  s'en  présentera. 

En  général^  le  problème  des  transformations  doit  être  regardé 
comme  une  application  du  problème  de  Yélimtnatton  entre  deux 
équations  d'un  degré  quelconque  à  deux  inconnues.  En  effets  une 
équation  itant  donnée^  supposons  qa'im  veuille  la  transfonneren 
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une  autre  dont  les  racifies  aient  avec  celles  de  la  proposée  une  reia«- 
tioh  déterminée. 

Désirons  par  F(a:)  =  o  Téquation  proposée  (qui  s'éncmce  fonction 
de  X  égale  0} ,  et  par  f(x,  y)  =  o  Texpresçion  algébrique  de  la  reliÉioD 
qui  doit  exister  entre  ]a>  première  incgnnue^  o^^  et  la  nouvelle,  y;  la 
question  se  réduit  à  tâcher,  au  moyen  de  ces  deux  équations ^  d'en 
obtenir  une  troisième  qui  ne  contienne  que  y  :  ce  sera  alors  l'équa- 
tion demandée.  Lorsque  Tinconnuç  x  n'entre  qu'au  premier  degré 
dans  f{x^y)  =  o,  la  transformée  est  facile  à  obtenir;  mais  si  elle  y 

est  élevée  à  la  seconde,  à  la  troisième, puissance,  il  faut  avoir 

recours  aux  méthodes  d'élimination. 

Donnons  une  première  idée  de  cette  théorie  qui  joue  un  si  grand 
rôle  dans  l'analyse  algébrique. 

■ 

Éluonàtion.  —  Première  partie. 

267.  Eliminer  une  inconnue  entre  deux  équations  d'un  degré  quel- 
conque  à  deux  inconnues,  c'est  parvenir^  après  une  suite  d'opérations 
exécutées  sur  ces  équations,  à  une  seule  équation  qui  ne  renferme  que 
Pune  des  inconnues  y  et  qui  donne  toutes  les  valeurs  de  cette  inconnue^ 
propres  à  vérifier  les  deux  équations  en  même  temps  que  des  valeurs 
correspondantes  de  l'autre  inconnue. 

L'équation,  fonction  de  l'une  des  inconnues,  à  laquelle  on  pai^vient^ 
se  nomme  équation  finale;  et  les  valeurs  à^  Tinconnue^  tirées  de 
cette  équation^  sont  appeléeç  valeurs  convenables.  - 

De  toutes  les  méthodes  d'élimination  connues,  la  méthode  par  le 
plus  grand  commun  diviseur  est,  en  général,  la  plus  expéditive;  aussi 
c'est  celle  que  nous  allons  développer  ici. 

Soient  P(a?,  y) =0,  f[x,  y)  =  o,  ou  plus  simplement, 

A  =  o,       B  =  o,  - 

les  équations  proposées. 

Supposons  Vé^jiation  finale  en  y  obtenue,  et  tâchons  de  reconnaître 
quelque  propriété  des  racines  de  cette  équation^  qui  puisse  nous  ser-^ 
vir  à  la  former. 

Soit  y  =  6  l'une  des  valeurs  convenables  dé  y.  Puisque  cette  vaîeur 
vérifie  les  deux  équations  conjointement  avec  une  certaine  valeur 
de  x^  elle  doit  être  telle  que^  si  on  la  substitue  à  la  fois  dans  les  deux 
équations,  qui  ne  renfermeront  plus  alors  l'inconnue  y,  ces  équations 
admettent  au  moim  une  valeur  commune  pour  x;  et  à  cette  valeur  com- 
mune doit  nécessairement  (n**  237)  corresppndre  un  commun  divi- 
seur en  X.  Ce  comnmn  diviseur  sera  du  premier  degré  en  ;çou  d'un 
degré  supérieur, ^suivant  qu'à  la  valeur  particulière  y  =  6il  corres- 
pondra une  ou  plusieurs  valeurs  de  x. 

Réciproquement  :  toute  valeur  de  y,  qui,  substituée  dans  les  ,deu 
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éqtiatioiis,  leur  donne  un  commun  diviseur  en  x,  est  nécessairement 
une  valeur  convenable:  car  alors  elle  vérifie  évidemment  les  deux 
équations  en  même  temps  que  la  valeur  ou  les  valeurs  de  x  tirées  de 
ee  Coinmun  diviseur  égalé  à  o. 

268.  Remarquons  d'ailleurs  qu'avant  aucune  substitution  y  les  pre*-' 
wters  membres  des  équations  ne  peuvent  avoir  dé  commun  diviseur^ 
fonction  des  deux  inconnues  ou  de  Tune  d'elles  seulement,  à  moins 
que  les  équations  ne  soient  ÎLdéterminées,  ce  qu^on  ne  suppose  pas. 

Admettons  en  effet,  pour  un  instant;  que  les  équations  Ai=o,  B,=o, 
soient  de  la  forme  '' 

A'xD=:o,        B'xD  =  ô, 

D  étant  fonction  de  :c  et  de  y. 

En  posant  séparément  D=:o,  on  obtient  une  seule  équation  à 
deux  inconnues,  qyi  peut  être  satisfaite  par  une  infinité  de  êystèmes 
de  valeurs.  D'ailleurs,  tout, système  qui  anéantit  D  rend^également 
nuls  A'D,  B'D,  et  satisfait,  par  conséquent,  aux  équations  . 

A  =  6,        Bs=ao. 

Ainsi ,  ^hypothèse  de  Texistence  d'un  commun  dîvfeeur  en  2r  et  y 
entre  les  deux  polynôrties  A  et  B  entraîne  la  conséquence,  ^que  les 
équations  proposées  sont  indéterminées,  c'est-à-dire  susceptibles  d*étre 
satisfaites  par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  y.  Dès 
lors,  il  n'y  a  pas  lieu  A  déterminer  une  équation  finale  eh  y,',puisque 
le  nombre  des  valeurs  de  y  est  infini.  '^ 

Si  D  était  fonction  de  x  seulement,  on  concevrait  réquation  D=o 
jrésolue  par  rapport  à  ;!:;  ce  qui  dopnéraît  une  ou  plùsi€!tirs  va- 
leurs pour  cette  inconnue.  Chacune  de  ces  valeurs ,  substîtqée  dans 
•A'xD  =  o  et  B'  X'D  ==  o  en  même  temps  qu'une  valeur  de  y  tout 
à  fait  arbitraire,  vérifierait  ceÉ  deux  équations,  puisque TD^^evient 
nul  par  l'efict  seul  de  la  substitution  de  la  valeur  de  x.  Ainsi ,  dans 
ce  cas,  les  deux  équations  proposées  admettraient  bien  unyjombre 
fird  de  valeurs  pour  x,  mais  une  infinité  de  valeurs  pouf  y;  et  il  ne 
pourrait  alors  exister  d'équation  finale  en  y. 

Donc",  tontes  les  fois  que  deux  équations  A^o,  Btr^o,  seront 
déterminées ,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  qu'elles  n'admettront  qu'un 
nombre  limité  de  systèmes  de  valeurs  pour  x  et  y,  leurs  premiers 
membres  ne  pourront  avoir  de  commun  diviseur  fonction  des  incon- 
nues, avant  aucune  substitution  particulière  faite  pouf  Tune  d'elles. 

iV.  S.  —  Le  cas  où  A  et  B  auraient  un  diviseur  commun  en  y  ne 
fait  pas  exception  à  la  conséquence  précédente,  puisque  alors  il  y 
aurait; une  infinité  de  valeurs  de  x  qui  correspondraient  k  chacune 
des  valeu^  de  y  tirées  de  ce  commun  diviseur  égalé  à  o. 

269.  De  là  il  est  aisé  de  conclute  «n  j>rocédé  pour  obtenir  i'dljwa^ 
tmti:finàl9  eu  y. 
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la  pto^riêbè  ôaractérislique  de  toute  valeur  conveneAk  de  y 
est  que,  substituée  dans  les  preiniers  membres  des  deux  équations  y 
elle  leur  donne  un  commun  divaeiir  e&  a  qu'ilà  n'avaieiit  pasàspa- 
ravant  (à  moin^,  q^  lea  équations  ne  soient  ind^tertniaéèd,  ée^uon 
ne  supposa,  jpas}^  il  s'ensuit  que  ^i^  auac  deux  polt/nâmes  projméft  H 
ordonnés  par  rapport  àx^  on  applique  le  procédé  pour  trouver  le  pittlt 
grand  commun  diviseur^  on  n^en  trouvera  généralement  pas;  mais^  en 
continuant  l^ opération  convenablement ,  on  parviendra  à  un  reste  indé- 
pendant de  X  et  fonction  de  y,  qui,  égalé  à  b ,  donnera  l'équation  finale 
demandée;  car  toute  valeur  de  y 9  tirée  de  cette  équation  >  rend  mil  le 
dernier  reste  de  l'opération  du  commuta  diviseur;  elle  est  donc  telle 
que 9  substituée  dans  le  reste  précédent,  elle  ^rend  ce  rest^  diviseur 
commun  des  premiers  membres  A  et  B.  Ainsi ,  chacune  des  racines 
de  l'équation  ainsi  formée  est  une  valeur  convenable  de  y. 

^10.  En  admettant  que  l'équation  finale  fût  po;npléteiii»[^  rteolue^ 
ce  qui  donnerait  toutes  les  valeurs  convenables,  il  faudrait  Ènante 
obtenir  les  valeurs  correspondantes  de  ^.  Qr  il  est.évident  qu'il  suffi- 
rait, pour  cela,  de  substituer  les  différences  valeurs  de  y  dans  Vavm/d^ 
dernier  reste  y  d^ égaler  successivement  à  0  les  polynômes  en  x  jqui  en 
résulteraient  y  et  de  tirer  les  vaiêurs  de  x  de  l'équation  résultante;  car 
ces  polynïknes  ne  sont  fiutre  chose  que  les  diviseurs  en  x  qui  de- 
vienneût.ccwnmuns  à  A  et  B. 

Mais  comme  Téquation  ^ale  est,  en  général,  d'un  degré  supé^ 
rieur  au  second  ^  nous  sommes  forcé  de  renvoyer  à  un  autre  cha^^tre 
la  seconde  partie  de  la  théorie  de  Télimination,  laquelle  partie  a  pour 
objet  de  déterminer  tous  les  bystèhes  cfd  valeurs  propres  â  vérifier  deux 
équations  dhtn  degré  quelconque  à  deux  inconnues. 

Nous  npus  proposons  également  de  revenir  sur  la  méithode  qui  vient 
d'être  exposée,  parce  qu'elle  a  quelques  inconvénients  auxquels  il 
finii  obvier.  Mais  notre  but  était  principalement  ici  de  faire  voir  corn*' 
ment)  deux  équations  d'un  degré  quelconque  étant  données  y  on  peut , 
sans  supposer  la  résolution  d ^aucune  équation,  parvenir  à  une  auire 
équation  ne  renfermant  plm  que  l'une  des  deux  inconnues  qui  cntrmt 
dans  les  proposées. 

271.  Si  l'on  avait  trois  équations  (1),  (a) ,  (5) ,  renfermant  les  in- 
connues x^  y  ei  z^  polir  obtenir  V équation  finale  en  z,  c'est-à-dire 
réqilatîon  qui  admettrait  toutes  les  valeurs  de  l'inconnue  jr,'suscep? 
tibles  de  vérifier  les  trois  équations  en  même  temps  que  certaines 
valeurs  de  a? .et .de  y,  il  faudrait,  en  regardant  y  ooïnmc  connu,  éli-. 
miner  â?  entre  les  équations  (1)  et  (a),  puis  entre  (1)  et  (3),  d-'aprè&la 
méthode  du  n**  269 ,  ce  qui  conduirait  à  deux  équations  en  y  et  « , 
auxquelles  on  appliquerait  la  même  méthode  pour  éliminer  y^ 

Même  raisonnement  pour  4  équations  à  4  inconnues^  àc«   \ 


r 
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Pour  le  momept^  nous  nous  bornerons  à  une  seule  application 

générale  de  la  méthode  d'élimination. 

272. .  Soit  proposé  le  problème  suivant  : 

Une  équation  du  degré  m  à  une  seule  ineonaue  étant  dùnnée^  on  en 
demande  une  autre  dont  les  racines  soient  une  combinaison  DfnaioKBB 
de  deux  quelconques  des  racines  de  la  proposée. 

Soit      .  ar  +  Vaf^^+Qa^^  +  ...+Tx  +  V  =  o 

réquation  proposée;  appelons  af,  ar",  x"',. . .  ses  racines,  et  déa- 
gnons  par  u  llnconnue  de  la  nouvelle  équation. 

Si  nous  considérons  deux  quelconques  des  racines  de  la  proposée, 
par  exemjde  x^  et  x'\  on  doit  avoir,  par  hypothèse, 

u  =  F[x^,x'')  (i) 

[la lettre  F,  qui  s'énonce  fonction  de. .  .^  exprimant  ici  un  certun 
système  d'opérations  qu'il  faut  effectuer  sur  les  deux  racines  xf  etaf 
pour  obtenir  la  valeur  de  u]. 

D'un  autre  côté^  puisque  x'  et  x^  sont  des  racines  de  l'équation 
donnée ,  on  doit  avoir  les  deux  relations 

^m  ^  p^v«_i  ^  Q^.«.,  +  . . .  +  Tar"  +  U  =  o.      (5) 

Les  équations  (i),  (2)  et  (3)  peuvent  donc  être  regardées  comme 
les  équations  du  problème;  et  toutes  les  fois  que  la  nature  de  la 
combinaison  ou  de  la  fonction  exprimée  par  la  lettre  F  sera  connue 
et  définie  »  il  suffira  d'éliminer  x'  et  x"  entre  ces  trois  équations. 
yéquatiofa  finale  en  u  sera  l'équation  demandée.  En  effet ,  le  ré- 
sultat ,  ne  renfermant  plus  aucune  trace  des  racine^  particulières  aif 
et  ar",  conviendra  indistinctement  à  toutes  les  racines  j/,  a?",  ar'*, . . . , 
et  aura,  par  conséquent,  pour  racine  une  combinaison  (exprimée 
par  le  caractère  F)  de  deux  quelconques  des  racines  de  la  pro-> 
posée. 

273.  Cherchons  y  comme  cas  particulier  de  la  question  précédente, 
une  équation  dont  les  racines  soient  les**DifyfifitvcES  entre  deux  quel^ 
conques  des  racines  d^unè  équation  donnée,  et  que  l'on  nomme,  pour 
cette  raison ,  I'équation  aux  pifférencbs. 

^Solution.  —  Soient  ar**  -f  P^*""*  -|-  . . .  =  0  i'équation  proposée , 
ar',  x",  x'\  . . . ,  ses  m  racines ,  et  appelons  u  la  valeur  d'une  quel- 
»  conque  des  différences. 

On  a  d'abord ,  en  vertu  de  l'énoncé ,  cette  première  relation 

t«=:ar"  —  oi.  (1) 

D'ailleurs  ^  oi  et  x^'  étant  des  racines  de  la  proposée  y  doivent  y  isa- 
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tisfaire ,  et  donnent ,  par  conséquent , 

;    ^r .+  Pa?"*-*  +  •  •  •  =  ô  ;  (3) 

il  s^agirait  donc  d'éliminer  a/,  x"^  entre  les  équations  (i),  (a)  et  (3). 

Mais  comme  de  la  relation  (i)  on  déduit  a?"  =  ar'  +  «  >  d'où ,  sub- 
stituant dans  réqûation  (3) , 

il  s'enspit  que  la  question  est  ramenée  à  éliminer  oi  entre  les  équa- 
tions (p)  et  (4).        .      . 

Or  l'équation  (4)  développée  prend  (n**  263)  la  forme 

X'  +  Tw  +  -tt«  +  ;..-f  t<"»  =  o:     . 
a  *    .  ^ 

et  si  l'on  observe  que  X'  n'est  autre. chose  que  x'"*  -f-  Pj?î**'*  +  ••  •/ 
expression  qui  doit  être  nulle  d'après  la  relation  (a),  la  dernière 
équation^  débarrassée  du  terme  X'^  et  divisée  ensuite  par  2<,  se  ré- 
duit à        r  +  -w  +  A?w'  +  ...  +  t**^-'  =  o. 

'    a       '    a. 3        i  • 

Donc^  enfin,  l'équation  cherchée  résulte  de  l'élimination  de  x'  entre 
les  deux  équations  ' 

X'  =  o,    .         ^ 

Y'  +  ~t<+-^w*  +  ...  +  M«-*  =  0. 
'    a       *    a.5        '  ', 

Ainsi ^  règle  générale-:  P(mr  former  V équation  aux  différences  des 
racines  d*um  équation  proposée ,  il  faut  éliminer  x'  entité  Véquaiion 
X'  =  0  qu'on  déduit  de  la  proposée  en  y  remplaçant  x  par  x'y  et 
V équation  qui  résulte  de  la  substitution  de  (x'  -|-  u)  à  /a  place  de  x-, 
cette  résultante  étant  d'abord  débarrassée  de  son  dernier  terme  X', 
et  divisée  ensuite  par  ti. 

JV.  B. —  i%  Dans  la  pratique,  on  se  dispense  de  mettre  F  accent 
sur  la  lettre.^  ^  c'est-à-4ire  qu'on  élimine  directement  x  entre  la 

Z 

proposée  X  =  0,  ou  ar**  +  P^*"~*  +  •  •  •  =  0^  6*  l'équation  Y  +  -^  w  -f-  •  •  • 

a  ■        • 

4-  w«»-*  =r  d ,  dans  laquelle  Y,  -, . . .  sont  composés  en  x ,  comme 

Y ,—,.,. ,  sont  composés  en  a/.  ,      . 

a 

Le  résultat  de, l'élimination  est  évidemment  le  même. 

a^  Après  avoir  posé  dans  l'équation  X  =  o,  ar  +  wàla  place  de 

or  ^  ce  qui  donne 

Z 

^    X  -f  Yu  +  -  tt*  +  . . .  +  «"*  =  0  ? 

Alg.'B.,  11*  éd.  22 
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on  omet  le  terme  X  ^  comme  fonnant  le  premier  membre  de  la  pro- 
posée^ et  Ton  obtiait  mie  nouvelle  équation 

2 

dont  tous  les  termes  sont  divisibles  par  « ,  ou  j  ce  qui  revient  au 
même ,  qui  est  satisfaite  par  u  i^  o.  Cela  doit  être ,  puisque^  parmi 
les  différences  entre  les  racines,  il  faut  compter  celle  qui  existe  entre 
chaque  racine  et  elle-même;  mais  si  Ton  supprime  ce  facteur  u, 
Péquation  ne  renferme  plus  alors  que /««  différences  entre  chacune  dee 
racines  et  toutes  les  autres.  Or  ce  sont  les  seules  différences  que  nous 
aurons  besoin  de  considérer  par  la  suite. 

374.  Soit^  par  exemple,  à  déterminer  Téquation  aux  différences 
des  racines  de  ^équation   '     s^  —  6aî — ^7  =  o. 
On  a  d'abord,  en  vertu  de  la  loi  de  formation  [vf  963), 

a  a  .3 

ce  qui  donne  les  deux  équations  *. 

x^  —  6x  —  7  =  o  I 

entre  lesquelles  il  faut  éliminer  x. 

Si  Ton  applique  à  ces  deux  équations  le  procédé  du  n*  269 ,  on 
obtient,  pour  l'équation  finale  eau  y 

u^  —  56  w*  -f-  524k*  4-  459  *:-o. 
C'est  Féquation  aux  différences  des  raetttes  de  la  proposée. 

Î75.  Composition  et  forme  de  Péquation  aux  différences. 

On  peut  reconnaître  à  priori^  pour  toute  équation  du  degré  m, 
là  forme  et  la  composition  de  Véquation  aux  différeneeê  des  racines 
de  cette  équation. 

Désignons  toujours  par  xf,  a?",  x"', ...  les  racines  de  ta  propoisée, 
et  observons  que ,  si  Pune  des  différences  eA  x^*^af^  il  y  en  a  né- 
cessairenïent  une  autre,  ^'  -^  x*\  qui  ne  diffère  de  ceUe«là  que  par  le 
signe;  c'est-à-dire  que ,  si  a  est  une  valeur  de  t«^  — ^a  ea  est  néces- 
sairement une  autre ,  de  même ,  6  étant  une  racine ,  —  é  en  est  une 
autre;  etc. 

Donc  réquation  en  u  peut  êtrcmisé  sous  la  forme 

ou  (w«  — a»)  (««  —  6»)  («•  —  Y*) . .  .F=o. 

Donc  cette  équation  est  de  degré  pair,  et,  de  plus,  ne  renferme 
le  des  puissances  de  degré  pair  de  l'inconnue  ;  c'est-à-dire  qu'elle 


que 

est  de  la  forme 


+  P*»*"-*  +  QV"-*  4. I-  T«A+  ir = o. 
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•    Le  degré  2n  est  d'ailleurs  égal  à  m{m  —  i),  ou  bien  (n*  146)  au  • 
nombre  d'arrangements  deux  à  deux  que  Ton  peut  faire  avec  un 
Dombre  m  de  letk'es. 

Si,  dans  réquation  précédente^ on  pose,  pour  simplifier,  i«'  =  a, 
elle  devient 

équation  d'un  degré  sous-doublô)  dont  les  racines  sont  les  carré»  dm 
différences  entre  «?',  x'\  a?"', ,  • .  ; 

Car,  en  mettant  dans  la  relation  u*=^Zj  à  la  place  de  u,  ses  diflfé- 
rentes  valeurs,  x"  —  x',  a?'"  —  df, . . . ,  on  obtient 

Uéquàtion  en  2  s^appel|e  Véquation  aux  carré»  d^  différences;  et 
on  la  considère  ordinairement  de  préférence  à  Téquation  aux  diffé- 
rences, comme  étant  d'un  degré  sous-double. 

Ainsi,  dans Texemple  du  numéro  précédent,  Téquation  aux  dif-> 
férenees  est  du  6»  degré,  c'est-à-dire  d'un  degré  marqué  par 
3(5 —  i)  =  6.  Elle  ne, renferme  que  des  puissances  de  degré  pâîr;  et 
si  l'on  pose  t**  =  jb  ,  elle  devient 

I^'équatiop  aux  DimRSNCBs,  ou  plutôt  Téqu^tion  aux  cAaRss  des 
DIFFÉRENCES,  uous  scra  très-utile  par  la  suite. 

* 

m.  —  DES  ÉQUATIONS  SUSCEPTIBLES  D'ABAISSEMENT.    . 

On  comprend  sous  ce  titre  toutes  les  équations  dont  deux  ou  plu- 
sieurs racines  ont  entre  elles  des  relations  particulières  Qi  déterminées  y 
parce  qu'ea général,  on  peut  faire  dépendre  la  résolution  de  ées 
équations  de  celle  d'autres  équations  de  degré  moindre.  Telles  sont 
les  équations  qui  ont  des  racines  égales,  c'est-à-dire  dont  le  premier 
membre  (n*"  214fO)  coatient  des  facteurs  égaux. 

Les  méthodes  qui  se  rapportent  à  ces  classes  d'équations  s'appellent 
méthodes  d'uAaissement ,  et  doivent  être  regar4ées ,  jusiquf à  uft  owlsm 
ppiat,  comme  une  branche  de  la  transformation  des  équation^  ^  puis* 
que  le  but  général  de  cette  théorie  est  de  ramener  la  résolutiou  ^'uM 
équation  à  celle  d'une  équation  plus  simple. 

THÉORIE  DES  RACINES  EGALES. 

Î76.  Wré  qu'une  équation  a  des  racines  égales,  c'est  dire  (n®  240) 
que  son  premier  membre  contient  des  facteurs  égaux;  dès  lors  ^  le 
premier  polynôme  dérivé,  qui  (n**  264)  est  la  somme  des  produits 
(m— 1)  à  (wi —  i)  des  m  facteurs  de  la  proposée,  renferme  dans  cha- 
cune de  ses  partie  au  ipoins  une^fois  tout  facteur  qui  entre  pluaiejuars. 
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fois  dans  la  proposée.  Donc  il  doit  exister  un  commun  diviseur  entrée  te 
premier  membre  de  celle^i  et  son  premier  polynôme  dérivé. 

Mais  de  quelle  manière  ce  commun  diviseur  se  compose-t-il  au 
moyen  des  facteurs  égaux  de  Téquation  donnée  ?  C'est  ce  qu'il  s'agit 
maintenant  d'examiner. 

.    277.  On  demande  de  reconnaître  si  une  équation  a  des  racines  égales^ 
et  y  autant  que  possible ,  de  déterminer  ces  racines, 
.    Désignons  par  X  le  premier  membre  de  l'équation 

ar«»  +  Par**-*  +  Qx"^*  +  ...  +  Ta?  +  U  =  o; 

supposons  qu'il  renferme  n  facteurs  égaux  à  x — a  y  n'  facteurs  égaux 
à  X :—  6 ,  n"  facteurs  égaux  kx  —  e,. . . ,  et  qu'il  confienne  en  outre 
les  facteurs  siùiples  X — p,  x  —  q,  x  —  r^ ...  ^  en  sorte  que  l'on  ait 

X  =  (rr  —  a)*  (x  —  6)**'  (œ  —  cY ...  [x  —  p)  [x — q)  (x—^r)...\ 

Si  Ton  considère  Y,  ou  le  polynôme  dérivé  de  X,  on  a  vu 
(n"*  264)  que  ce  polynôme  est  encore  égal  à  la  somme  des  quotients  de 
la  division  de  X  par  chacun  des  m  facteurs  de  la  proposée.  Or  comn^e 
X  renferme  n  facteurs  égaux  à  x  —  a,  on  aura  d'abord  n  quo- 

tients  partiels  égaux  à ;  même  raisonnement  pour  les  facteurs 

X — by  X  —  c ,.. . .  D'i^illeurs  on  ne  peut  former  qu'un  seul  quotient 

X  X  '       X 

égal  à , ,  — : — , .  . .  •  Ainsi,  Y  est  nécessairement  de 

X — p   X — q  X — r 

la  forme 

X — a      X — b      X — c  X — p      x—q      x — r 

D'après  cette  composition  du  polynôme  Y,  il  est  visible  que 
(x —  û)**-*,  [x — 6)*'-* . [x  —  cY""^ ....  sont  des  facteurs  communs  à 
toutes  les  parties  de  ce  polynôme;  donc  le  produit 

eÈt  un:  diviseUr  relatif  de  Y  (n*"  230).  D'ailleurs,  X  renferme  aussi 
évidemment  ce  diviseur;  ainsi  X  et  Y  ont  pour  commun  diviseur 
relatif  (a? — a)'*"*  (a:  —  b^''^-^  (x  —  c)'"'"*....  Je  dis  maintenant  que 
c'est  leur  plus  grand  Commun  diviseur.  En  effet,  les  facteurs  pre- 
miers de  X  sont  a? —  a,  X  —  b,  x-^c. ..  etar — jo,  x — q,  x  —  r...; 
or  Y  ne  peut  avoir  pour  diviseur  x  —  p,a?  —  y,  x  —  r,...,  puisque 
chacun  d'eux  entre  comme  facteur  dans  toutes  Içs  parties  de  Y,  une 
seule  exceptée. 
Donc ,  enfin ,  le  plus  gr^nd  commun  diviseur  de  X  et  Y  est 


D  =  (x  —  a)"-*  ix  —  6)*^'-*  {x  —  c) 


,n//-l 


.  •  • 


c'est-à-d!re  que  ce  ^lus  grand  diviseur  est  le  produit  des  facteurs  qui 


^     \ 
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entre  plusieurs  fois  dansja  proposée,  élevés  respectivement  à  des  puis* 
sances  dont  les  exposants  sont  moindres  d'une  unité  que  dans  la  jpro^ 
posée. 

278.  De  là  on  peut  conclure  la  méthode  suivante  :  '  • 
Pour  reconnaître  si  une  équation  X  =  o  renferme  des  racines 

égales^  formez  Y  ou  le  polynôme  dérivé  de  X,  puis  cherchez  (n**  246) 
le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  entre  X  et  Y;  si  vous  n'en 
trouvez  pas^  Téquation  n'a  pas  de  racines  égales  ou  de  facteurs 
égaux. 

Si  voué  en  trouvez  un,  et  que  ce  commun  diviseur  D  soit  du  pro- 
mis degrés  ou  de  la  forme  j;  —  hy  posez  x  —  h  =  o,  rf'ottx  =  h; 
vous  pouvez  alors  conclure  que  l'équation  a  deux  racines  égales  à  h, 
et  n'a  que  cette  seule  espèce  de  racines  égales ,  dont  vous  pouvez  la  dé- 
barrasser en  divisant  X  par  (x  —  A)'. 

Si  D  est  du  second  degré  en  x ,  résolvez  l'équation  D  =  o  ;  il  peut 
arriver  deux  cas  :  ou  les  deux  racines  sont  égales ,  ou  elles  sont  iné- 
gales.—  !•.  Si  vous  trouvez  D  =  (a: -^A)%  vous  pouvez  en  conclure 
que  réquation  a  trois  racines  égales  à  h ,  et  n'admet  que  cette  seule 
espèce  de  racines  égales ,  dont  vous  pouvez  la  débarrasser  en  divi- 
sant X  par  [x  —  hf.  —  a*.  Si  D  est  de  la  forme  [x  —  h)  [x  —  A'), 
c'est  que  la  proposée  a  deux  racines  égales  àh  ,et  deux  racines  égales 
à  h',  dont  on  la  débarrasse  en:  divisant  X  par  [x  —  hf  [x — A')%- 
c'est-à-dire  par  D*. 

Supposons  maintenant  que  D  soit  d'un  degré  quelconque ,  il  faut , 
pour.connaitre  les  diverses  espèces^ de  racines  égales,  et  le  nombre 
des  racines  de  chaque  espèce,  7'ésoudre  complètement  V équation  D  =  o  ; 
et  toute  racine  simple  de  D  ==  o  sera  double  dans  la  proposée;  toute 
racine  double  rf«  D  =  o  sera  triple  dans  la  proposée;  et  ainsi  de 
suite. 

279.  Appliquons  cette  méthode  à  quelques  exemples. 
Reconnaître  si  l'équation  x* —  lax'  +  igx'  — 6x  +  9=  o  a  des 

racines  égales,  et  les  déterminer  s*il  en  existe. 
On  a  (n"  262),  pour  le  polynôme  dérivé, 

8ar'-^36â?»-f38ar  — 6. 

Or,  en  appliquant  à  ces  deux  polynômes  le  procédé  du  p.  g.  c.  d  , 
on  trouve  I>=a:  —  3;  ce  qui  prouve  que  l'équation  a  deux  racinos 
égales  à  3. 

Divisant  son  premier  membre  par  [x  —  3)*,  on  obtient 

2ar'-|-i  =  oj      d'où      a:  =  ±|^ — a. 
Ainsi ,  réquation  est  complètement  résolue,  et  elle  a  pour  racines, 

3,    3,+iv^^^,     .et      — iV— ^' 
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V 

Sait  pour  seamd  exemple ,  x* — 20?*  + 5a?*  —  y3^'\-Sx — 5=o; 

on  a  pour  le  polynôme  dérivé,    5x*  —  8a?'  +  9a?*  —  i^x  +  8, 

et  pour  commun  diviseur,        x*  —  ^x-\~i    ou    (x  —  1  )*; 

donc  la  proposée  a  trois  racines  égales  h  1 . 

Divisant  son  premier  membre  par  (x  —  i)'  ou  par 

x^  —  '5x^-{'Zx  —  1 ,  on  trouve  pour  quotient  ' 

37*4-^  +  3  =  0;        dou        x  = ï . 

a 

L'équation  est  donc  encore  complètement  résolue. 
Soit  la  nouvelle  équation 

ar'^  +  5a?«4-6a?'*— 6a;*— 15^'— Sa^'  +  Sâr-f  4  =  0: 

le  polynôme  dérivé  est  ^ 

7x^  +  Zox^  +  5ox*  —  a4a:'  —  45^?*  —  6a?  +  8  ; 

et  l'on  trouve  pour  commun  diviseur, 

a?*  +  3x'  +  ^* — 3a? — a. 

Uéquation  x''  -{-^x^-^-x^-^T^x  —  a  =  o  ne  peut  pas  être  immé- 
diatement résolue;  mais  en  y  appliquant  la  méUbode  des  racines 
égales,  c^est-à-dire  en  recherchant  le  plus  grand  commun  diviaeur 
entre  le  premier  membre  et  son  polynôme  dérivé,  4^'H-9^*+2a? — 5, 
on  trouve  pour  commun  diviseur,  x*\-i\  ce  qui  prouve  que  a?+ 1 
entre  au  carré  dans  a?*  -|~  ^a?* + a?*  — ^3a? —  9 ..  et  au  cube  dans  le  pro^ 
mier  membre  de  la  proposée. 

Si  l'on  divine  a?*+3aî*+a;* — 3a? — a  par  (0?+  0*  ^^  a:*4-ajr?-(-  S 
il  vient  pour  quotient,  à^'\-x^—^,  polynôme  qui,  égalé  à  zéro, 
donne  les  deux  racines  0?;=  1 ,  a?  = — a,  ou  les  deux  facteurs  x — i 
et  a?  +  a.  On  a  donc 

a?*  -f  3a?'  -f  0?*  —  3  a?  —  a  =  (a?  + 1  )*  (a?—  1  )  (a?  +  a). 

Ainsi,  le  premier  membre  de  ta  proposée  est  de  la  forme 

'(a?+i)'(a?  +  ,)*(ar  +  a)*; 

ou  bien ,  en  d'autres  termes  ,'^réquation  a  trois  racines  égales  à  —  1 , 
deux  égales^ à  +  1 ,  et  deux  égaies  k  — -a.  ^ 

Ydici  de  nouvelles  applications  : 

lo x"^ — 7^*+  ioa?'  +  aaa?* — 43a?' — 35a?* -|- 4^^  +  36  =  0, 

(a?— 2)*(a?— 5)*(ar+i)»=o; 

a** x''  —  Sa?*-.—  9a?* — 19x^+370?' — 35a?*-f  a7a? —  9  =  0, 

(^— i>(^'  +  3)*  =  o.  ^       ^ 

280.  Lorsqu'en  appliquant  la  méthode  précédente,  on  obtient  une 
équation  D  =  o  d'un  degré  supérieur  au  second,  comme  cette  équa- 
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lion  peut  elle-même  être  soumise  à  la  méthode  ^  on  parvient  souvent 
ainsi  à  opérer  la  décomposition  de  D  =^  ô  en  ses  fiicteurs  ;  et  Ton 
connaît  par  ce  moyen  les  difTérenteà  espèces  de  racines  égalet  de 
Téquation  X  =:?  o  ^  ainsi  que  le  nombre  des  racines  de  chaque  espèce, 
Quant  aux  racines  simples  de  X  =  o,  on  commence  par  dégager 
cette  équation  des  facteurs  égaux  qu'elle  renferme;  çt  Téquation  ré- 
sultante^ étant  résolue,  fait  connaître  ces  racines  simples. 

Les  racines  égales  de  X  es;  o  ne  peuvent  pas  toujours  être  décou- 
vertes immédiatement  :  c^est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  lorsque  D 
n^a  que  des  racines  simples  et  surpasse  le  second  degré,  auquel  cas 
chacune  de  ces  racines  entre  deux  fois  dans  la  proposée;  et  l'on  ne 
peut  les  obtenir  qu'en  résolvant  Féqùation  D  =  o  d'après  des  mé- 
thodes que  nous  exposerons  ultérieurement. 

S8I  •  Mais  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  oette  matière ,  «ous 
allons  faire  voir  que,  quelle  que  soit  Piquaiion  propoêie,  si  elle  a  des 
racines  égaies,  on  peut  totyours  faire  dépendre  sa  résolution  de  celle 
d'une  suite  d'équations  dont  la  première  n'admet  que  les  racines  simples 
de  la  proposée  f  une  seconde  les  racines  doubles  (c'est-à-dire  les  racines 
qui  y  entrent  deux  fois),  une  troisième  les  racines  triples,  etc.' 

En  effet,  soit  X=ro  l'équation  proposée,  et  désignons  par  X' 17 
produit  de^  faq^urs  du  premier  degré  qui  correspondent  aux  racines 
simples  ;  par  X''  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré,  correspon*^ 

dant  aux  racines  doubles;  par  X"',  X'^, le  produit  des  fecteurs 

ccNnrespondant  aux  racines  triple« ,  quadruples, ;  en  sorte  que 

l'on  ait  X==X'.X"*.X'^».X-^*.X^» ; 

il  réaulte  de  ce  qui  a  été  dit  n*  t77 ,  que  le  plus  grand  commun  divi- 
seur entre  X  et  son  poiynàme  dérivé  Y  est  de  la  forme 

D=X\X'^.X''».X'» , 

puisque  les  facteurs  égaux  de  la  proposée  doivent  entrer  dans  D  à  une 

puissance  dont  l'exposant  est  moindre  d'une  unité  quedan«Iaproposéat 

Cela  posé,  opérons  sur  D  comme  nous  avons  opéré  sur  X,  et  dési^ 

gnons  par  D' le  plus  grand  commun  diviseur  qui  existe  entre  D  et  son 

polynôme  dérivé.  On  a       D' =  X" .  X'^« .  X'» 

On  trouverait  de  même,  en  opérant  sur  D' comme  on  a  opéré  sur 

DetX,  D''  =  X'^X'* ; 

et  enfin  D*  =  X\ 

(Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  5  soit  le  plus  grand 
nombre  de  fois  qu'une  même  racine  entre  dans  l'équation  proposée , 
c'est-à-dire  que  l'équation  D'"  =  o  n'ait  que  des  racines  simples.) 

Actuellement,  si  l'on  divise^ successivement  X  par  D,  D  parD', 


-^ 


) 


D' par  D",  D'  par  D*,  et  qu'on  désigne  respectivement  par  Q ,  Q',  Q" 
Q*  les  quotients  obtenus,  on  pourra  former  le  tableau  suivant  : 

X  =X'X''»X"»X"»X'»  , 

[  Q  ==X'X''X''X"X»  j    Q 


D  =  X'  X*»  X"»  X»* 


|.= 


X'X"'X"X' 


Q,=X'=o 

(y 


D'  =  X"'X"»X»»  {  I    ôs=^"=o 

I  Q»  =  X'X"X''  I    0' 

D''=:X"X'»  ?  J^„=X'"=o 


Q"'=X"X' 
D"=  X'  =  o  J  .^  =  X"  =  0 


Q 


D'où  l'on  voit  que,  par  le/noyen  de  trois  systèmes  d'opérations, 
savoir  :  une  série  d'opérations  du  plus  grand  commun  diviseur  et 
deux  séries  de  divisions,  on  parvient  à  isoler  successivement  les  fac- 
teui-s  X',  X",  X'%  X*^  et  X%  qui,  égalés  séparément  à  o,  donnent^  le 
premier,  les  racines  simples,  le  second,  les  racinesdoubles^  etc. 

Il  est  à  remarquer  d'ailleurs  que  le  degré  de  X'=o  exprime  le 
nombre  des  racines  simples  de  la  proposée;  le  degré  de  X''=o,  le 
nombre  des  racines  doubles;  celui  de  X'''=:  o^  le  nombre  des  racines 
triples 5  etc.;  et  la  résolution  complète  de  ces  équationis  fait  con- 
naître les  différentes  espèces  «de  racines  simples,  doubles^  triples, 
quadruples,  etc. 

Ainsi,  la  méthode  des  racines  égales  n'est  pas^  en  général,  une 
méthode  de  résolution  complète,  mais  bien  une  méthode  d'abaisse- 
ment. Ce  n'est  que  dans  le  cas  où  les  équations  X'  =  o,  X''=o^ 

X'''=o, ne  sont  que  du  premier  ou  du  second  degré,  qu'on 

peut  obtenir  immédiatement  toutes  les  racines  de  l'équation  proposée. 

282.  On  peut  appliquer  la  théorie  des  racines  égales  à  la  recherche 
des  relations  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  d'un  polynôme 

en  X  du  second,  du  troisième, degré,  pour  que  ce  polynôme 

soit  un  carré,  un  cube, parfait!  H  suffit,  pour  cela,  de  former 

le  polynôme  dérivé  du  polynôme  proposé,  puis  d'exprimer  (n**  277) 
la  condition  nécessaire  pour  que  ce  polynôme  dérivé  soit  diviseur 
relatif  du  polynôme  proposé. 

Soit,  par  exemple,  le  trinôme  du  second  degré  ax* -{- bx -\- Cy  dont 
le  polynôme  dérivé  est  2 ax  +  J, 

2ax^  '{-2bX'-\-2C  \   aûx  +  J 
bx-{-2C  ]     x  +  b 
iiabx'\-^ac 
^ac—b*    • 

En  appliquant  h  ces  deux  polynômes  le,  procédé  du  plus  grand 
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commun  diviseur  avec  ses  modifications  (n**  259),  on  trouve  pour 
reste,  4 ac — i';  et  si  Ton  suppose  ^ac — é*=o,  ou  b*  —  ^ac=^Oj 
nax  +  b  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  entré  ax*  +  ix  -f-  c  et , 
son  dérivé,  qui  n'est  autre  chose  que  2ax  -fb  lui-même.  Ainsi,  sous 
la  condition^  i* —  ^ac  =  o ,  on  peut  regarder  ax*  -{-bx-^-c  comme  le 
carré  de  2ax-{-by  à  un  facteur  quelconque  près,  indépendant  de  x. 

On  a  vu,  en  effet  (n**  li2),  que  6*-r-4ûc=  o  est  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante  pour  qu'un  trinôme  du  second  degré  soit  un 
carré  parfait. 

Soit  encore  le  polynôme ax^  +  bx^  +  car  -|-  rf, 

dont  le  dérivé  est. . Zax^  +  26^  +^; 

en  cherchant  leur  plus  grand  commun  diviseur,  on  trouve  pour  reste 
{6ac — ^b*)X'\-gad — bc.  Or,  si  Ton  écrit  que  ce  reste  est  nul,  on 
établit  la  condition  que  3t?57'-j-  aôor+c  est  commun  diviseur  entre 
le  polynôme  et  son  dérivé;  mais  ce  rest«  doit  être  nul,  quelle  que  . 
soit  la  valeur  de  x.  Ainsi  (n"  180),  on  a  séparément 

6ac  — 26*  =  o,    gad  —  ic=o. 

En  effet ,  la  première  de  ces  deux  conditions  donne  c  =  — ,  et  la 

bc        6' 
srconde ,  d  =  —  r=  — ^  5  d'où  y  substituant  dans  le  polynôme  pro- 
posé, 

4'bx^4-cx4-d=^a  ( a?'+  - x'+  =— ; xA r )  =a  [oc 4-—] 

Même  raisonnement  pour  les  polynôines  du  quatrième,  du  dn- 
qnième , . . .  degré. 

PI 

N»  B.  —  Les  deux  relations  6ac  —  ai*  ==  o ,  gad  —  6c  =  0 ,  en- 
traînent nécessairement  la  condition  que  le  dérivé  3âa;*-[- 26^  +  ^ 
soit  un  carré  parfait;  car  si  les  deux  facteurs  du  premier  degré  en  or, 
dont  il  se  compose,  pouvaient  être  inégaux ,  comme,  d'après  la  théo- 
rie >des  racines  égales ,  ces  facteurs  devraient  se  trouver  à  la  deuxième 
puissance  dans  le  polynôme  proposé,  il  faudrait  alors  que  celui-ci 
fût  au  moins  du  quatrième  degré,  tandis  qu'il  n'est  que  du  troi- 
sième. 

Et,  en  effet,  la  condition  pour  que  3aa?'  +  aôx  +  c  soit  un  carré 
pai'feit  est,  comme  on  Ta  vu  tout  à  l'heure, 

(26)*  —  4.3ac==o,    ou    *'  —  3ûc  =  o; 

et  cette  relation  rentre  dans  la  première  des  deux  relations  ci-dessus. 

Autres  applications  de  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur. 

283.  Le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  sert  encore, 
dans  d'autres  cas,  à  abaisser  le  degré  d'une  équation  :  tel  est  celui 


ax^ 


\ 


• 
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OÙ  Ton  donne  d'a^iranco  une  certaine  relation  entre  deux  dos  radnes 

de  réquation  proposée, 

,    Soit,  pour  fixer  les  idées, l'équation  générale 

et  supposons  qu^entre  deux  des  racines  a  et  ^,  on  ait  la  relation 
b=ka-\'h  (keih  étant  des  nombres  connus  et  donnés  d  priori). 

.Puisque  l'équation  (i]  doit  être  satis&ite  par  les  deux  quantités  a 
et^a-^  A,  il  s'ensuit  que,  si  Ton  met  dans  cette  équation  kx-\'h 
à  la  place  de  ^,  ce  qui  donne  la  nouvelle  équation 

(te  +  A)-  +  P(&p  +  A)**-*  +  ...+T(Aa:4-A)+U  =  o,       (a) 

les  équations  (  i)  et  (a)  doivent  être  satisfaites  par  une  même  valeur  a; 
donc  (n°  S37)  il  doit  exister  un  commun  diviseur  relatif  entre  le$  deux 
premiers  membres. 

Ainsi,  en  appliquant  à  ces  deux  polynômes  le  procédé  du  plus 
grand  (K)mmun  diviseur  relatif,  et  égalant  à  o  le  diviseur  obtenu,  on 
en  tirera  la  valeur  de  la  racine  a.  Cette  valeur,  substituée  dans  la 
relation  6  ==  j:a  -|-  A ,  fera  connaître  la  valeur  correspondante  de  è. 

Si  ce  commun  diviseur  est  du  premier  degré  en  x,  on  peut  en 
conclure  que  deux  racines  seulement  de  Tiquation  ont  entre  elles  la 
relation  donnée.  Si  ce  diviseur  est  du  seeopd  degré,  c'est  qu'il  existe 
deux  couples  de  racines  qui  jouissent  de  cette  propriété;  et  leur  dé* 
termiiiation  ne  présente  encore  aucune  difficulté.  Après  quoi,  l'on 
pourra  diviser  le  premier  membre  de  la  proposée  par  chacun  des 
facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent  aux  racines  obtenues. 

En  général, _soit  D  le  commun  diviseur  auquel  on  est  parvenu.  L4 
résolution  de  Téquation  proposée  ne  dépend  plus  que  de  la  résolu- 
tion de  l'équation  qu'on  obtient  en  divisant  le  premier  membre  de  la 
proposée  par  chacun  des  facteurs  dii  premier  degré  qui  correspon- 
dent aux  racines  de  D  =  o  et  à  celles  xi^u'on  a  déduites  de  la  relation 
b  =  ka-\'h. 

Soit  pour  exemple  l'équation 

0?*  -  -  i2X^  +  48ar'  —  71  a?  -f  3o  =  o,  (1) 

dont  nous  supposerons  que  deux  des  racines  a  et  i  sont  liées  par  la 

relation  *  =  att+ >• 
En  mettant  aa?-f- 1  pour  â?  dans  la  proposée,  et  développant  les 

calculs,  pu  obtient,  toute  réduction  faite, 

8a?*  -^  8aâ?*  +  360?*  ^^^x  —  »  iw  o. 

Appliquant  aux  premiers  membres  de  cette  équation  et  de  la  propo- 
sée le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur,  on  parvient  au  divi- 
seur relatif  x  —  2  ;  ce  qui  donne 

X  —  2  =  0;    d'où    a?=sa,    ou  '«  =  3. 


J 
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Cette  valeur  de  a ,  substituée  dansia  relation  A  =  aa  -j^  i ,  donne  en- 
suite 6  =  5. 
Le  preniier  membre  de  la  proposés  est  donc  divisible  par 

(x — a)  (j?  —  5)    ou    œ*  —  7a: -{-lo; 

et,  en  effectuant  cette  division^  on  a  pour  quotient 

5 

»       2 

L'équation  proposée  se  trouve  ainsi  complètement  résolue. 


5        1     *   .■ 
X* — 5a?  +  5  =  o,    d'où    a?=-di-/i3« 


DES  ÉQUATIONS  RËGIPROQUJSS. 

284.  Parmi  les  équations  susceptibles  d'abaissement ,  on  distingue 
particulièrement  les  équations  dites  réciproques;  ce  sont  celles  qui 

i 

restent  les  mêmes  lorsqu'on  y  change  a:  en  -  •  § 

X 

Ainsi  f  par  exemple  ^.toute  équation  de  la  forme 

c'est-à-dire  telle  que  les  coeiBci3nts  des  termes  à  égale  distance  des 

extrêmes  soient  égaux  entre  eux,. est  uneiéquation  réciproque;  car  si 

1  - 
l'on  y  remplace  a?  pai*  - ,  elle  devient 

fgJHk         I         /yi*I»— 1         »         /«•!— 1         •  mS         *         /y»         •  ^ 

M/  M/  M/  «W  w 

d*où ,  en  multipliant  par  a?**,  et  renversant  l'ordre  des  termes, 

équation  identique  avec  la  proposée.  "      ^ 

La  dénomination xle  réciproqtm,  donnée  à  ces  équations,  vient  de 

ce  que^  si  Ton  suppose  que  a  est  racine ,  -  l'est  nécessairement  aussi. 

285.  Afin  de  pouvoir  assigner  la  forme  générale  des  équattèna  fé^ 
ciproques^  nous  considérerons  suceessivement  le  cas  où  l'équation 
est  de  degré  impair  y  et  celui  où  elle  est  de  degré  joatr. 

Pabuieh  cas.  —  Soit  une  équation  quelconque  de  degré  impair^ 

Pour  que  cette  équation  soit  réciproque,  il  faut,  d'après  la  défini- 
tion ,  qu'elle  reste  la  même  lorsqu'on  y  remplace  «c  pa]f  -  «  Effec^ 

X 


\ 
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tuons  cette  substitution;  il  vient 

d'oui  multipliant  par  x*"^} ,  divisant  par  u,  et  renversant  l'ordre  des 
termes, 

a;t»+i  ^  i  ^n^l^fn-i  ^  _  ,  ^  ?  a?*  +  ^  a?+  i  =  o.      (2) 
u  tù  u  u  u  ^  ' 

Or,  pour  que  les  équations  (i)  et  (a)  soient  identiques  entre  elles ^  il 
faut  et  il  suffît  que  les  coefficients  des  mémos  puissances  de  x  soient 
égaux  ^  c*est-à-dire  que  Ton  ait  les  relations 

t  s  q  p  \ 

n  ^       u      ^  u  u  u 

On  déduit  de  la  dernière  w'  =  i,  d'où  w  =  it  i  ;  et  si  Ton  prend  d'a- 
bord la  valeur  u  =  '{'  i,\len  résulte 

♦      t=:p,       8  =  5',...,        q  =  s,       p=^t. 

Prenant  ensuite  la  valeur  w  =  —  i ,  on  trouve  ' 

t=—p,      s=—q,...,      q  =—s,      p  =  —  t; 

d'où  l'on  voit  qu*une  équation  du  degré  impair  est  réciproque  quand 
les  coefficients  des  termes"  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux 
ibi  de  même  signe  y  ou  bien  égaux  et  de  signes  contraires.  Elle  ne  peut 
d'ailleurs  être  réciproque  que  dans  l'un  ou  Tautre  de  ces  deux  cas. 

Second  cas.  — Soit  une  équation  quelconque  de  degré  pair^ 

x*""  +  px^"^-^  +  qx*"^* . . .  +  rx*  4-  •  •  •  +  «^*  +  ^^  +  w  =  0.     (3) 

(Dans  ce  cas ^  comme  le  nombre  total  des  termes  est  an-{- 1,  le 
terme  rx""  est  à  égale  distance  des  deux  extrêmes.) 

Reniplaçons  x  par  -  dans  cette  équation  ;  il  vient 

lj^/>      j^      q        ^^  _\_  ^     i.  _L*_I_^_L     

75;  +  ziiTi  +  zi;rî  +  ••'  +  ':zi  +  "*  +  ZÂi'i+^'-à; 

d'où,  multipliant  par  x**"-,  divisant  par  u^  et  renversant  Tordre  des 
termes^ 

'a?»"+-x»"-»+-a;»»-«+...  +  ra;»4-...  +  ?x»+?x+i=o.   (4) 

M  «  tt  M  M  «  ^ 

V 

Or,  pour  que  les  équations  (3)  et  (4)  soient  identiques  entre  elles,  il 
faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  les  relations 

t s r q .  p 1 

U      '^      U      ^'  U  'm         'm         '    w 

La  dernière  revient  à  «•  =  i ,  d'où  w  =  ±  1 . 
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fieierUs  des  termes  à  igale^distoneedes  extrêmes  sont  égaux  et  de  même 
signe,  petit  être  ramenée  à  la  résolution  d'une  équation  de  degré  Ibtts- 
double. 

387,  CSoncidérons  y  en  second  Heu ,  t'équntion  de  degré  impair^ 

a?*^*  +px^  -f.  jj^*  ^  . , .  ^  qx^-^-px  4*  i  =  o, 

dans  laquelle  les  coefSeienta  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes 
sont  égaux  et  de  même  signe. 

fl  est  d^abord  visible  que  —  i  est  racine  de  cette  équation  ^  car  le 
premier  membre  devient,  par  hypothèse  x=:  —  i, 

donc  ce  premier  membre  est  divisible  par  x  -f-  *  * 

Je  dis  de  plus  que  le  quotient  est  un  polynôme  réeiproque  de 
degré  pair  j  dont  les  coefficients  à  égale  distance  des  extrêmes  sont 
égaux  et  de  mime  signé.  ^       '  ' 

En  effet ,  on  voit  bien  clairement  que ,  si  l'on  divise 

soit  ar**+*-j-jox**4"î^**"*4- •  •  •  +  ?^'4"P^+ 1  parar-f^i 
soit .  1  -j-  ^x  -f-  {?** 4"  •  •  •  4"  î^**^*  +/>a?**  +  ^"'*^*  "pftP  *  +  ^f 
les  coefficients  des  termes  de  même  rang  dans  les  deux  quotients  sont 
nécessairement  égaux  (il  suffit  d'ailleurs  d'effectuer  les  deux  divisions 
pour  s'en  convaincre)  ;  mais  le  second  quotient  n'est  autre  chose.que 
le  premier  obtenu  dans  un  ordre  inverse  :  donc  il  faut  nécessai- 
rement que  les  derniers  coefficients  du  premier  quotient  soient  deux 
à^deux  égaux  aux  premiers. 

II  résulte  de  là  qu'après  avoir  divisé  le  premier  qiembre  de  la  pro- 
posée par  â;-f-i,  on  obtiendra  une  équation  réciproque  de  degré 
pair^  de  même  f<mne  que  celle  du  numéro  précédent ,  et  qu'on  ré- 
soudra de  la  même  manière. 

188.  n  nous  reste  encore  à  considérer  les  équations ,  de  degré 
pair  ou  impair,  dont  les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  ont 
des  coefficients  égaux  fit  de  signes  contraires* 

Soit  l'équation 

ar**4*P^^*  +  ?^*^* —  . . .  —  qx^ — po^ — iî=^q. 
(Il  n'y  a  point  ici  de  terme  du  milieu^  parce  que^  si  m  est  impair^ 

le  nombre  total  des  termes^  m  + 1»  ^  P^î^>  ^^  ^^  ^  ^^^  P^^^  1^ 
terme  du  milieu  doit  manquer  (n^  28^ ,  :>*  cas)  pour  que  l'équation 
soit  réciproque.  ) 

Cela  posé ,  il  est  encore  visible  que  Téquation  proposée  est  satis^- 
faite  par  or  c^  4*  >  >  ^o^c  le  t»^mier  membre  est  divisible  par  x  —  i'. 

Or^  ai  l'on  divisa 

a*.    —  I — px  —  yjD*  — .. . -|- yo?^* -f- pjî*'* +•  **  par— 1-|-^> 
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ou^ce  qui  revient  au  même  (en  changeant  les  signes)  ^ 

'  +P^  +  ?^+  •  ••  —  qsf^^ — px*~* — a?"  pari — a:, 

r 

on  devra  obtenir^  pour  les  termes  de  même  rapg  dans  les  deux  quo- 
tients j  des  coefficients  absolument  idaatiques  (ce  qu'on  peut  d'ail- 
leurs aisément  vérifier  en  effectuant  la  division). 

Donc  le  premier  quotient  est  nécessairement  un  polynôme  dont 
les  termes  à  égale  distance  des  ^  extrêmes  ont  des  coefficients  égaux  et 
de  même  signe;  ainsi ,  ce  polynôme  rentre  dans  l'un  des  deux  cas 
précédemment  examinés. 

iV.  B. — Dans  Thypothèse  qui  nous  occupe  actuellement,  sil'on  sup- 
pose que  m  soit  pair,  comme^  en  divisant  le  premier  membre  de  la  pro- 
posée par  X — 1,  on  obtient  un  quotient  de  degré  impair  dont  les  coeffi- 
cients sont  égaux  et  de  même  signe  ^  ce  quotient  est  lui-même  divisible 
par  X  -f  1  (n°  287  ) .  Ainsi ,  le  premier  membre  de  la  proposée  est  divi- 
sible par  (x — i)  (a?+i)  bu  x* — i  ;  et  le  quotient  est  im  polynôme  de 
degré  pair  qui  rentre  dans  la  classe^de  ceux  déjà  traités  au  n»  286. 

289.  En  résumant  tout  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  voit  : 

1°.  Que,  si  ï  équation  réciproque  proposée  est  de  degré  pair ^  et  que 
les  coefficients  des  termes  à  égale  distante  des  extrêmes  soient  égaux  et 
de  même  signe  y  sa  résolution  peut  être  (n»286)  ramenée  à  celle  d'une 
équation  de  degré  50w5-rfowWe; 

a*.  Que ,  si  Véguation  est  de  degré  impair,  les  coefficients' à  égale  dis- 
tance des  extrêmes  étant  égaux  et  de  même  signe,  le  premier  membre  est 
divisible  par  a?  -|- 1  (n*  2f  7)5  et  cette  division  étant  effectuée,  l'équation 
résultante  peut  être  ramenée  à  une  équation  de  degré  s6us-datd)le ; 

5®.  Que,  si  Yéquation  est  de  degré  impair,  les  coefficients  à  égale 
distance  des  extrêmes  étant  égaux  et  de  signes  contraires ,  le  pre- 
mier membre  est  divisible  par  x—i  (n*  288);  et  la  division  étant 
effectuée,  on  parvient  à  une  équation  susceptible  d'être  abaissée  à 
un  degré  sous-double; 

4".  Que,  si  Véquaiion  est  de  degré  pair,  les  coefficients  des  tef^nes 
pris  à  égale  distance  des  extrêmes^ étant  égaux  et  da  signes  contraires, 
le  premier  membre  est  divisible  par  x*  —  1  (N.  B.  n°  288);  et  si  Ton 
effectue  la  division,  l'équation  qui  en  résulte  peut  être  elle-même 
abaissée  à  un  degré  sous-double, 

290.  Applications. — Soit  l'équation  générale  à  deux  termes  x*~  —  1 
=  0  ;  cette  équation  a  évidemment  1  pour  racine  ;  et  en  effectuant  la 
division  par  a?  —  1,  on  trouve  (n*  31  )  pour  quotient, 

équation  réciproque,  dont  la  résolution  peut,  au  moyen  des  prin- 
cipes précédents ,  être  ramenée  à  la  résolution  d'une  équation  de 
degré  plus  simple. 
Soit,  par  exemple,  Téquation  x^  — 1=0. 
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s.  ^ 

On  a ,  en  divisant  par  a;  —  i,  -, 

a?*  +  a?'*  +*  ^'  +  -^  +  1  =  0  » 
équaition  que  Ton  peut  mettre  soi|s  la  forme 

i  1       — 

^  +    -i  +  ^  +.r-  +1=0.  '^  -^ 

.       a?*  ^  a?        , 

Posons  a?  +  -  =  z,    d'où    x*  —  zx+i=o;  il  en  résulte 

X*  -j-  2  +  -—  =  2*       ou      a?*  +  --Î  =  2*  —  a« 
a?"  'a?* 

Reportant  ces  valeurs  àex  -\ —  et  de  a?'  +  ~  dans  Téquation,  on 

obtient    ,.  z^- —  a  +  z-|-i=o, 

ou ,  réduisant,  3*  +  z  —  i  =  o  j 

donc  z=z ±-  i/5. 

a       a 

D'ailleurs ,  Téquation        x*  —  jsar  -f- 1  =  o  i 

donne  a?=  -  ±:  -  y^z*  —  4  ; 

a       a 

donc,  en  substituant  à  la  place  de  z  ses  deux  valeurs^  on  a^  toute 
réduction  faite, 

xz=  —  7d:7i/5±7Vio±:î?  v5.  y  —  i . 
4      4^4 

L'équation  ari*  —  i  =  o  peut  encore  être  résolue  complètement 

par  le  même  moyen. 

'En  effets  on  a         a?*® — i=(ar^ — i){i^4-0  =  ^- 

On  connaît  déjà  les  racines  de  Téquation  x^  —  i  =  o  ;  quant  à 
celles  de  Téquation  ar*  4"  i  =  o  >  comme ,  par  réchange  de  x  en 
—  a?,  elle  devient  a?*+i=o,  on  voit  que  tout  se  réduit  à 
prendre  avec  xles  signes  contraires  les  racines  de  cette  dernière 
équation. 

§  IV.  —  THÉORIE  DES  FONCTIONS-  SYMÉTRIQUES. 

Pour  compléter  Tensemble  des  matériaux  nécessaires  à  la  réso- 
lution des  équations  d'un  degré  quelconque;  il  nous  reste  à  exposer 
une  des  théories  les  nlus  curieuses  et  les  plus  importantes  de  l'Ana- 
lyse :  c'est  ïa  théorie  des  fonctions  symétriques.  L'illustre  Lagrange 
en  a  fait  la  base  d'une  méthode  pour  résoudre  les  équations  du  troi- 
sième et  du  quatrième  degré. 

(Les  candidats  à  l'École  Polytechnique  peuvent,  sans  inconvé- 
nient ,  passer  ce  paragraphe ,  que  nous  n'avons  placé  ici  que  pour 
nous  conformer  a  la  marche  précédemment  tracée). 

Mg.  B.,  11"  ccl.  23 
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29i .  On  appelle  fonction  symétrique  des  racines  tfune  équation 
toute  expression  algébrique  qui  renferme  ces  racines  combinées  de  la 
même  manière  i  soit  entre  elles  y  soit  avec  d'autres  quantités.  Ainsi,  la 
somme  a  +  *  +  ^"«'H"^  +  ^  des  racines  d'une  équation,  la 
somme  ûi  +  ac  +  «^  +  •  •  •  -h  *^  de  leurs  produits  deux  à  deux,  la* 
^somme  abc -{- abd -{-...  de  leurs  produits  trois  à  trois...,  sont 
dites  des  fonctions  symétriques  des  racines. 

Le  caractère  distinctif  d'une  fonction  symétrique  de  diverses  quan- 
tités est  qu'e/Ze  conserve  la  mêrne  valeur  numérique,  quelque  permuta- 
tion que  Von  fasse  subir  à  ces  quantités. 

Nous  avons  Jéjà  vu  (n«  242)  que  P,  Q,  R, . . .,  T,  U,  étant  les 
Qoefiioients  d'une  équation,  on  a  entre  les  racines  et  les  coefficients^ 
les  relations  a  +  *  +  ^  Hr  •  •  •  =  —  P. . .,  aJ  +  «<?  +  ûd  + . ..  = 
Q . . . ,  abcd .  ^. ,  =  ±:  U;  nous  allons  voir  maintenant  que  toute  fonc- 
tion symétrique  rationnelle  de  ces  mêmes  racines  peut  être  exprimée 
également  au  moyen  des  coefficients  de  l'équation. 

292.  Sommes  des  puissances  semblables  des  racines  d'une  équation. 
—  Les  plus  simples  des  fonctions  symétriques,  celles  au  moyen  des- 
quelles on  peut,  comme  nous  le  verrons,  former  toutes  les  autres, 
sont  les  sommes  des  puissances  semblables  des  racines,  telles  que 

a  +  *  "f  ^  +  ^  +  •  •  M  «*  +  **  +  ^'  +  ^*  +  •  •  M  ^^y  ^^  général, 
û<^  ^  $«  ^  ç»*  ^  çj»  -j- . . , ,  w  étant  ui^  nombre  entier  quelconque. 

Or  je  dis  que,  sans  connaître  les  racines,  il  est  possible  d'exprimer 
les  sommes  de  leur$  puissances  semblables  au  moyen  des  coefficients 
P,  0?  R,  • .  M  qui  sont  des:  quantités  connues. 

Soit,  en  effet,  >  -f  Px-"*-^  +  Qx"^*  +  Rx"*-^ , ,  +  Tx  +  U  =  o 
l'équation  proposée;  et  désignons  ses  racines  par  a,  6,  c,  (/,... .  Si 
l'on  divise  successivement  le  preipier  membre  par  chacun  des  m  fac- 
teurs da  premier  degré,  x  —  a,x-rb,x-—^c,...,  on  obtiendra 
(  n^  998  ) ,  pour  les  différents  quotients  : 


X 


m-l 


+  P 


X' 


m~% 


X 


.m-^S 


+  P 


-     X 


m-S 


+«» 

X"-*  +  <** 

X-^-f-  . 

..  +  a"-* 

+  Ta 

-t-Pa* 

,♦ 

+  Pa»-« 

+  Q 

+  Qfl 

+  Qa"-« 

.     +R 

+ 

+  T, 

+  *» 

^m-*  ^  J» 

a!-*  +  . 

..  +  *-» 

+  P« 

+  P4* 

+  P4"-» 

+  Q 

+  Q5 

1 

4-  Q*"-* 

* 

+  R 

+• 

• 

+  T, 

et  ainsi  de  suite  pow  chac^u  cks  facteur»  x  —  c,*-— d,.... 
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Mainteuaat^  si  Ton  fait  la  somme  de  ces  m  quotients,  et  que  Ton 
pose ,  pour  plus  da  simplicité 

a      +b      +c      +....  =  S„ 
+  6»     +c»     f  .•.  =  S„ 

on  obtient  évidemment  pour  cette  somme. 


a* 


wwr 


m-l 


a?"  -'  +  g. 


» 


>f»-l 


+  s. 


iF 


,♦»-♦ 


ri"  •  •  •  n"  ^w-i 


t  P3.       .  +  PS. 

4-Qs,  ,  +QS^, 

.      ■  ,  î;;::: 

D*un  autre  côté,  l^on  a  vu  (n*  284)  que  Y,  ou  le  polynôme  dérivé 
du  premier  membre  d«  la  proposée,  représente  aussi  la  somme  des  m 
quotients  de  la  division  de  X  par  x  —  a,  x —  b,  x  —  c , ...  ;  0^  on  a 
(»•  268) 

Y±=:  wi^*»*-* -j- (m— 1  )P^«^* -f  (?^— ajQa:*''' + (m— 5)Rx*^* +. . .+ T. 

Donc,  en  comparant  terme  à  terme  ces  deux  expressions  identiques 
de  la  somme  des  m  quotients,  on  obtient  les  relations 

8i  +  *»P«5i(wf-"i)P,  ou  simplifiant,    Si  +  P  =  oj 

S,-fP8i  +  mQœ:(m— a)<},    oubien    Sj  +  PSi  +  aÛsïioj 

S,  +  PSi  +  QS,+mR=(m— 3)R,    ou    S^  +  PS.+  QS^-f  3R=o; 


S^,  +  PS_,  +  QS^.3  +  ...  +  mT^T, 
ou  S^.,4.PS^.,  +  QS^-.  +  ...  +  (m-i)T  =  o. 

La  première  formule  donne  d'abord  la  valeur  de  Sj  en  fonction  à& 
P;  la  féconde  donne  ensuite  S,  en  fonction  de  P,  Q,  et  de  S^ ,  ainsi  de 
suite;  enfin,  la  dernière  fait  connaître  S^-^j  au  moyen  de  P,  Q,  R,.,.j 
T,  et  cle  S,^,,  S^, , . . . ,  qui  sont  censés  connus  d'après  les  relations 
précédentes. 

Pour  étendre  ces  forjpules  au  cas  d'une  puissance  entière  çt  posi- 
tive quelconque,  reprenons  l'équation  proposée,  et  remplaçons  par  x 
chacune  des  racines  a,  6,  c,  ^{^ . . . ,  on  a  les  éj^alitéa 

^a*»  +  Var-^  +  Qa*"-'  +  . . .  +  Ta  +  U  =  o, 

i«  +  Pôm-l  ^QJ«.ï_|.  ^^,  ^T5^  U  =  o, 


•  *  ». 


••  • 
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Multipliant  toutes  ces  égalités  respectivement  par  a",  6%  <?*,..., 
et  ajoutant  les  produits  terme  à  terme,  on  obtient,  d'après  les  nota- 
tions convenues. 

Gela  posé,  voici  Tusage  de  cette  formule  :  .  ^ 

Soit    w  =  o;     d'où    Sn  =  S^  =  ao  +  *o  +  ^o  +  •••=='^> 
elle  devient 

S«  +  PS«,,  +  QS«..,  +  ...  +  TS,  +  mU  =  o; 

cette  dernière  formule  se  lie  immédiatement  avec  la  dernière  des 
formules  obtenues  ci-dessus. 
Soit  fait  ensuite  n  =  i,  2,  3,  4^  5, . . . ;  on  trouVe 

■    .S^,,  +  PS«,     +QS^.,+  ...  +  TS,  +  US,  =  o, 

'     S^.  +  PS«,,  +  QS«,    +...  +  TS3  +  US,  =  o, 

S^,  +  PS«^,  +  QS.H.i  +  ...  +  TS,  +  US,  =  o, 


Il  est  facile  de  reconnaître,  d'après  Tinspection  de  ces  formules, 
que  les  sommes  des  m  premières  puissances  étant  formées^  les  sui- 
vantes forment  (n**  184)  une  série  récurrente  dont  Téchelle  de  relation 
est  l'ensemble  des  m  coefficients  P,  Q,  R, . . . ,  T,  U,  de  la  proposée, 
pris  en  signes  contraires. 

La  formule  8;;+^+  PS^+^_j  +  •  •  •  =  o  peut  donner  égalaient  les 
sommes  des  puissances  à  indices  entiers  et  négatifs.  En  e£Eet^  soit 
d'abord  n  =  —  1  pi  en  résulte 

^  S«_,  +  PS«..,  +  -  .^  +  TSo  +  US.,  =  o, 

équation  d'où  Ton  peut  tirer  la  valeur  de  S.^  en  fonction  de  S^.^, 
S^_, , . . . ,  S, ,  Sq,  qui  sont  censés  connus. 

Soient  encore  n  =  —  2 ,  n  =  —  5, ...  ;  on  obtiendra  de  nouvelles 
formules  qui  doniieront  S_,  en  fonction  de  S^-,,  S.,.^,...,  S^, 
S„i,...;  puis  S_8  en  fonction  de  S^.,,...,  S^^,...,  S^^,  S_,;  et 
ainsi  de  suite. 

Concluons  de  là  qu'wne  équation  quelconque  étant  donnée,  on  peut 
toujours  y  sans  connaître  ses  racines ,  obtenir  les  sommes  de  leurs 
puissances  semblables  y  le  degré  de  la  puissance  étant  un  nombre  entier 
quelconque ,  positif  ou  négatif.  ' 

Soit  pour  exemple  Péquatioa 

x*  4"^*  —  7^*  —  ar4-6  =  o. 
On  a  pour  cette. équation  pÉÙlîculière, 

P=i,    Qï=— y,    T=:— 1,    U^6; 
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ce  qui  donne 

S,=— P=— t,  '  ' 

S,=— PS,— aQ  =  1  4- 14  =  i5, 
S,=-PS.-Q8,-.3T=-i5-7  +  3  =  -i9, 

S»=^— PS,— QS,— TS.— 4U  =  19  +  105  —  1  —  a4  =  99» 
S,=— PS»— QS,— TS,— US,=— 99— i33  +  i5  +  6  =  — ail,' 

S,=— PS,— QS»—TS,—  US,=  a<i  +693—  19  — 90  =  795; 


_— S,— PS,— QS,— TS,       19—15  —  7  +  4       1 

S-. TO r= 6 =  6- 


/ 


1 


S    ^  -S,-PS,-QS,-TS,,  _ ~ '^  +  ^  +  ^^  +  6  _  85 
"*  U  ~  6  36' 


Cea valeurs  peuvent  être  aisément  vérifiées;  ear  Téquation  a  été 
formée  par  la  multiplicatiopo  des  facteurs  x  —  i,x+i,a:  —  Hy  x^-^: 
ce  qui  donne  +  1,  —  1.,  +  2  et  —  3,  pour  les  quatre  racines., 

Coiisidérons  maintenant  d'autres  espèces  de  fonctions  symétriques. 

293.  On  distille  les  fonctions  symétriques  rationnelles^ et  en- 
tières des  racines  d'une  équation,  en  fonctions  symétriques  d  t«n<? 
lettre  y  à  deux  lettres^  à  trois  lettres,  etc. 

Les  fonctions  symétriques  à  une  lettre  sont  celles  dont  chaque  terme 
ne  renferme  qu'une  racine  ;  telle  eti  la  fonction  «**+ ô**4-^""«  m^^ 
nous  savons  déjà  (n*  29^)  exprimer  au  moyen  des  coefficients  de 
l'équation. 

Les  fonctions  à  deux  lettres  sont  celles  dont  chaque  terme  renferme 
deux  racines  :  telle  est  la  fonction  «"6^  -(-  û**^  +  ^""^^  +  ^*^''  +  •  •  •  > 
dont  il  est  aisé  de  concevoir  la  formation  en  prenant  tous  les  arran- 
gements deux  à  deux  des  m  racines ,  et  en  affectant  les  deux  lettres 
de  chaque  produit  des  exposants  respectifs  n  et  />.  D'où  il  suit 
que  le  iiômbre  total  des  termes  de  cette  fonction  est  (n""  146)  égal 
àm(m — 1). 

-  Les  fonctions  k  trois  lettres  sont  celles  d&nt  chaque  terme  renferme 
trois  racines  :  telle  est  la  fonction  a"6^ç*'  +  à^e^d'^  +  i**^''^'  +  •  •  •  >  que 
.Ton  obtient  en  formant  tous  les  arrangements  trois  à  trois  y  des  m 
raeines  »  et  affectant  les  trois  lettres  de  chaque  produit  des  exposants 
respectifs  w,jo,  q.  Ainsi ^  le  nombre  total  des  termes  est  marqué 
par  m[m  —  1  )  (m  —  2) ;  et  ainsi  de  suite. 

Comme ,  un  terme  quelconque  d'une  fonction  symétrique  à  plu- 
sieurs lettres  étant  écrit,  oh  peut  obtenir  tous  les  autres  en  substi« 
tuant  à  Tarrangement  des  lettres  qui  entrent  dans  ce  terme  les  autres 
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arrangements  dont  les  m  lettres  sont  susceptibles^  et  en  oonsenrant 
aux  exposants  le  même  ordre ^  on  est  convenu,  pour  si)ré%er^  de 
représenter  les  fonctions  à  une,  deux^  trois,... Mettres,  de  cette  ma^ 
nière;  Ta%Tq"^P,  Ta^ftPcS...;  c'est-à-dire  que  Ton  place  en- avant 
de  l'un  des  termes  de  la  fonction  la  lettre  T  ^  et  ces  notations  équi- 
valentiia*-fi*-hc*+...,  ««ft^-f aV+...,  a'»i''c«  +  a*6Prf«-f-.... 

Les  fonctions  dont  nous  venons  de  parler  sont  dites  les  fonctions 
symétriques  élémentaires. 

On  peut  concevoir  ensuite  que  tous  les  termes  d'une  même  fonc- 
tion soient  affectés  de  coefficients;  mais,  pour  que  la  fonction  soit 
symétrique ,  il  faut  que  tous  ces  coefficients  soient  égaux,  et  alors  on 
peut  mettre  ce  coefficient  en  facteur  commun. 

C'est  ainsi  que  l'expression  4«*^*  +  4^'<^^  +  4^'«*  +  •  •  •  *  sup- 
posée symétrique  en  a,  b,  c,...,  peut  se  mettre  sous  la  forme 
4(a»^*  +  ûV  +  b^a"  +  . .  Or-ou  4T(ï'A«; 

Enfin,  un  polynôme  symétrique  en  a,  ft,  c, . . .  peut  être  composé 
de  la  réunion ,  par  addition  ou  pai*  soustraction ,  de  plusieurs  fonc- 
tions symétriques  élémentaires  ;  et  son  évaluation  se  réduit  alors  à  celle 
de  chacune  des  fonctions  élémentaires  qui  la  composent.  Passons 
donc  à  la  détermination  de  céltes^i. 

Évaluation  d£s  foneiiom  symétriques  à  deux^  troiê^ .  • . ,  lettres* 

\. 
294.  On  a  déjà  donné  (n**  292)  des  formules  pour,évaluer  les  fonc- 
tions telles  que  Ta*,  qui  n'est  autre  chose  que  S^.  Cherchons  à  éva- 
luer la  fonction  à  deux  lettres  Ta^'b^.  Pour  cela,  multiplions  entre 
elles  les.deux  expressions 

tt'»  +  *'»  +  c'*  +  rf'*-f  •..=Ta~,  • 
a^  +  b^ +c^  +  d^+...=TaK 
lie  second  membre  est       Ta''  x  Ta**. 

Quant  au  premier  membre ,  il  peut  arriver  deux  cas  dans  la  multi- 
plication. Ou  les  deux  termes  du  multiplicande  et  du  nniltiplicateur 
ont  la  même  lettre;  et,  dans  ce  cas,  le  produit  partiel  est  un  des 
Jtermés  de  la  fonction  Ta"^**.  Ou  bien,  ces  deux  termes  ont  des  lettres 
^différentes ,  auquel  cas  le  produit  partiel  est  un  terme  de  la  fonction 
Tâ"^.  Comme  d'ailleurs  le  produit  total  doit  être  symétrique ,  puis- 
que les  deux  facteurs  lé  sont,  ils'ens'iit  que  le  pj^mier  membre  a 

pour , expression ,  Ta^'^  +  Tcrb^. 

Ainsi,  l'on  a  l'équation      Ta^^^  +  Ta"*"  =:=  Ta~  X Ta"; 

d'oii  Ton  déduit 

Ta'»ôP  =  Ta*XT^  — To*^.  (i) 

Ta'',  Ta%  Ta*****  étant  connus ,  d'après  les  formules  du  n«  292 ,  la 
fûrmiile  (i)  pourra  servir  à  déterminer  toutes  les  fonctions  à  deux 
lettres,  \ 
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Cas  particuliers,  —  Si >. dans  cette  formule ,  c»  suppose  ticap,  cir- 
constance qui  arrive  assez  souvent  «  le  second  membre  se  tÀluH  à 
(Ta**)* — Ta*'*..Pour  savoir  ce  que  devient  le  premier  (qui  ^  en  appa- 
rence, se  réduit  à  la'^b^  il  faut  observer  que  l'on  a 

Or,  dans /hypothèse  de  n  =jo ,  tous  les  terrtiôs  de  ce  pojynôme  de- 
viennent égaux  deux  à  deux,  savoir,  a%p  et  6**û^  a**cP  et  c^a^.,,: 
doncTû^ôPseréduitréellementa  2 Ta*****;  c'est-à-dire  au  double  de 
de  la  fonction  exprimée  par  Ta^'b"',  et  dont  le  nombre  des  termes  n*est 
plusjn^  293)  le  nombre  des  {arrangements,  mais  le  nombre  descom^ 
binaisons  deux  à  deux. 
Donc,  en  supposant  « = p  dans  la  formule  (  i  )>  on  trouve 

^    ^        (Ta")»— Ta*" 

Ta"ô"  ==  ^      ^    . .  '  a) 

Tâchons  maintenant  d'évaluer  la  fonction  Ta^'i'^c?.    ' 
Pour  y  parvenir,  multiplions  entre  elles  les  équations     , 

a"6P  +  oTc^  +  a»dP  + . . .  +  6"a^ .  •  +  c"a''  +  . . .  =  Ta-i<', 
a?  _[-  i«  +  c'  -f  d«  -f =i  Ta« . 

On  a  d'abord  Ta*^  x  Ta«  pour  le  produit  des  seconds  membres. 

Quant  aux  premiers  membres,  on  doit  obtenir  trois  espèces  de 
fonctions  symétriques  pour  le  produit  total. 

Car,  ou  bien  la  lettr,e  du  terme  multiplicateur  est  semblable  à  la  * 
lettre  du  terme  multiplicande,,  affectée  de  1 -exposant  n;  auquel  cas 
le  produit  partiel  est  un  des  termes  de  la  fonction  Tc^^b^. 

Ou  bien  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblable  à  la  lettre 
du  terme  multiplicande,  affectée  de  lexpôsant  p;  et, dans  ce  cas,  le 
produit  partiel  appartient  à  la  fonction  Ta^é***^». 

Ou  bien,  enfin ,  elle  est  différente  des  deux  lettres  qui  entrent  dans 
le  terme  multiplicande;  et  alors  le  produit  partiel  est  un  des  termes  de 
la  fonction  Ta"*Pc«. 

Donc  le  produit  total  des  deux  premiers  membres  a  pour  expres- 
sion,  Ta"-^''6p  +  Ta^ô*^^  +  Ta^ô^c'. 

Ainsi,  l'on  a  pour  nouvelle  équation, 

Ta"+'^p  +  Ta"6P-^«  +  Tû^ô^c"  =  Ta^ô''  X  Ta«  ; 
d'où  Ton  déduit  ■       , 

Ta"è»'c«s=Ta*6''XTa«  — Ta^+^J*»  — Ta***»^.^  (3) 

Cas  particuliers,  —  i'*.  Supposons  rfew^  des  trois  exposants  égaux, 
p  =  q  par  exemple;  le  premier  membre  se  réduit  à  2Ta**6''c*',  puis- 
que tous  les  termes  de  la  fonction  générale  Ta^fc^c'^  sont  alors  égaux 
deux  à  deux^et  la  formule  (5)  devient 

•      m  't.         Ta"èP X TaP  —  Ta^^^'ô^  —  Ta"^»''  , , , 

.  Ta*ô''cP  = ■ ^ — ^ .         .         (4) 
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Cette  nouvelle  formule  servira  pour  toutes  les  fonctions  à  trou 
lettres  dont  deux  exposants  sont  égaux. 

3**.  Supposons  les  trois  exposants  égaux ,  c'est-à-dire  n:=.p  =  q\ 
le  premier  membre  de  la  formule  (3)  se  réduit  à  6T«*6'*c'',  parce  que 
tous  les  termes  (n"  145)  deviennent  égaux  six  à  six. 

Ainsi ,  celte  formule  devient 


Ta'*6*»c"  = 


Tû**^**  X  Ta*»  —  aTa*'»^" 


(5)- 


On  parviendrait  à  ce  même  résultat  d'après  la  formule  (4),  en 
observant  que  n  =p  donne  Ta'^b^c^  =  3Ta**6*t'*,  parce  que  tous  les 
termes  de  Ta^b^c^  deviennent  égaux  trois  à  trois. 

Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  marche  qui  vient  d'être  suivie 
pour  évaluer  Ta*'6P,  Ta^'b^c^,  il  est  aisé  de  voir  ce  qu'il  faudrait  faire 
pour  l'évaluation  des  fonctions  à  quatre  lettres^  à  cinq  lettres,  etc. 

295.  Comme  nous  avons  remarqué  (n°"293)  que  toute  fonction  sy- 
métrique rationnelle  et  entière  des  racines  d'une  équation  n*est  que  le 
résultat  delà  réunion,  par  addition  ou  soustraction,  des  fonctions  Ta", 
Tû^b^,  Ta^b^c'^y . , , ,  nous  sommes  en  droit  de  conclure  ce  théorème, 

^  qui  est.  un  des  plus  beaux  et  des  plus  importants  de  l'Analyse  algé- 
brique :  Toute  fonction  symétrique ,  rationnelle  et  entière  des  racines 
d'une  équation  peut ,  sans  que  l'on  connaisse  ses  racines ,  être  évaluée 
au  moyen  des  coefficients 4e  l'équation, 

N,  B.  —  Il  en  est  de  même  d'une  fonction  symétrique  rationnelle 
et  fractionnaire  ;  car,  si  Ton  conçoit  que  tous  les  termes  soient  ré- 
duits au  même  dénominateur,  on  aura  une  seule  expression  fraction- 
naire dont  le  numérateur  devra,  d'après  le  caractère  distinctif  d'une 
fonction  symétrique  (n°  291),  être,  ainsi  que  le  dénominateur,  une 
fonction  symétrique  rationnelle  et  entière.  Donc ,  en  évaluant  cha- 
cune de  ces  fonctions  séparément,  on  obtiendra  la  valeur  de  la 
fonction  proposée. 

Applications  de  la  théorie  des  fonctions  symétriques. 

.     s 

296.  La  théorie  des  fonctions  symétriques  donne  les  moyens  de 
résoudre  cette  question,  que  nous  avons^  déjà  traitée  (n**  272)  par  le 
secours  de  l'élimination  ; 

Une  équation  dont  on  ne  connaît  pas  les  racines ,  étant  donnée , 
former  une  nouvelle  équation  qui  ait  pour  racine  une  combinaison 
DÉTERMINÉE  dc  dcux ,  trois ,,,,  quelconques  des  racines  de  la  proposée. 

Pour  fixer  les  idées ,  supposons  d'abord  que  l'on  demande 

Une  équation  dont  les  racines  soient  la  somme  de  deux  quelconques  des 
racines  de  l'équation  X  =  o. 

"Soient  a^  b,  c,  d,  . , ,  les  racines  de  cette  équation  ;  celles  de  la 

'  nouvelle  équation ,  que  nous  appellerons  Z  =  o,  seront  a  -|-  &,  a  -f-c, 

.n  -\-d,'  b^  c  y., .;  et  leur  nombre  sera  exprimé  par  le  nombre  de 


J 
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sommes  du  de  combinaisons  différentes,  deux  à  deux^  que,ron 

peut  faire  avec  l^s  m  lettres  a,  by  c^  d , .  . . ,  c'est-à-dire  (n**  1-47) 

mim —  i)        • 
p^r  — i^ '.■ 

Ainsi  ^~- -^  représente  déjà  le  degré  de  Téquation. 

2 

Quaïit  à  la  composition  de  ses  coefficients,  comme  (n^  242)  le 
coefficient  du  second  terme  est  égal  à  la  somme  des  racines  prises 
en  signes  contraires ,  il  a  pour  valeur 

-[a^b)--[a  +  c)-[a  +  d)..., 

expression  dans  laquelle  a,  6 ,  c , .  * .  entrent  toutes  de  la  même 
manière;  ainsi,  cette  fonction  symétrique  rationnelle  et  entière  peut 
s'exprimer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q,  R, . . .  de  la  proposée. 

On  a  de  même,  pour  le  coefficient  du  troisième  terme,  la  somme 
des  produits ,  deux  à  deux,  des  mêmes  quantités ,  ou  bien 

> 

expression  qui  est  encore  symétrique  en  a,  ô ,  c, . . . ,  et  peut ,  par 
conséquent ,  s'évaluer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q ,  R , . . .  Même 
conclusion  par  rapport  aux  coefficients  du  quatrième,  cinquième, . . . 
terme,  et,  en  général,  par  rapport  au  coefficient  de  rang  (w  +  i) , 
puisqu'il  n'est  autre  chose ,  au  signé  près ,  que  la  somme  des  produits 
n  à  n  des, quantités  a  +^,  a-{-c^ .  , ,  y  somme  qui  est  nécessaire- 
ment une  fonction  symétrique  de  a ,  6,  c, . . .  Toute  la  difficulté  con-» 
siste  à  mettre  en  évidence  ces  diverses  fonctions  symétriques ,  et  à 
les  évaluer  d'après  les  formules  établies  précédemment. 

Au  reste,  nous  verrons  bientôt  un  moyen  plus  simple  d'évaluer 
les  coefficients  de  l'équation  cherchée. 

On  peut  également  former  une  équation  dont  les  racines  soient 
des  combinaisons  de  la  forme 

û  -f-  6  +  kab ,      a  -}-  a+  kac ,      a-\-  d-\-  kad , . . . , 

k  étant  un  nombre  connu  et  déterminé. 

Le  degré  de  cette  nouvelle  équation ,  que  l'on  peut»  encore  dési-^ 

m —  1      ^  2» 

gnerpar  Z  =  o,  est  toujours  marque  par  m. — r — ;  et  sescoem- 

cients  étant,  au  signe  près,  les  sommes  des  produits,  une  à  une , 
deux  à  deux ,  trois  à  trois , . . . ,  des  quantités  a  +  *  +  ^^  ^  ^  +  ^ 
-j-  kac  y . . . ,  sont  nécessairement  des  fonctions  symétriques  ration- 
nelles et  entières  de  la  proposée. 

297.  Proposons-nous,  pour  seconde  application ,  de  former  l'équa- 
tion aux  différences  des  racines  d^une  équation  donnée  y  question  qui  a   ^ 
déjà  été  traitée  par  l'élimination.  / 

Nous!^  avons  fait  connaître  (n**  275)  la  forme  et  le  degré  de  cette 
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équation.  Soit  m  le  degré  de  la  proposée  ;  celui  de  réquation  aux  difé* 

renées  est  exprimé  par  m  [m  —  i].  De  plus^  elle  est  de  degré  pair,  et 

ne  renferme  que  des  puissances  de  degré  pair^  de  sorte  que^  si  Ton 

pose  dans  cette  équation 

-             -      m(m— i) 
u^  =  z      et       -— ^ =  n . 

2 

réquation  prend  la  fornie 

j5'*  +  Fz--*  +  Q'«*-*  +  ...  +  r2  +  U'  =  o,       (i) 

et  les  racines  de  cette  nouvelle  équation  sont  les  carrés  des  différences 
des  racines  de  la  proposée. 

Les  coefficients  P',  Q', . . . ,  T',  U'  sont  les  mêmes  qua  ceux  de 
l'équation  aux  différences;  mais  elle  est  de  degré  sous-double j  et, 
par  cela  même ,  plus  simple  à  considérer. 

Cela  posé,  si  a ,  6 ,  c,  d, . . .  sont  les  racines  de  la  proposée,  oa 
a,  pour  celles  de  l'équation  (i),    ^ 

[a-b)\    (a-e)%    [b-c)\,.r, 

donc,  d'après  la  composition  connue  des  équations,  les  coefficients 
P',  Q',  R', . . .  sont,  au  signe  près  pour- quelques-uns,  les  sommes 
des  produits  iài,2à2,3à3,..*  des  quantités 

[a  —  b)\      (a  — e)%      (6  — c)*,...; 

c'est-à-dire  que  l'on  a 

V   ^  (^  =  [a-hY[a~cf  +  [a-bf[b-cf-^...', 

—  ^  =  [a  —  bY[a—cY[b  —  €f +  ..-... 


Or  toutes  ces  expressions  sont  des  fonctions  symétriques  tjue  l'on 
peut  évaluer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q,  R , . . . ,  de  la  proposée. 

Toutefois ,  si  l'on  effectuait  ces  •développements ,  les  diverses 
fonctions  que  Ton  obtiendrait  seraient  des  fonctions  à  une ,  deux , 
trois,  etc.,  et,  en  général,  à  p  lettres  (si  Ton  considère  le  coefficient 
de  rang  /?  +  i);  et  ces  coefficients  s'évalueraient  avec  beaucoup  de 
peine  dans  la  pratique. 

Mais  il  existe  un  moyen  pins  simple  de  calculer  P',  Q',  R', .  • . 

Les  formules  Sj  +  P  =  o ,  S,  +  PS,  -f  aQ  =  o , . . . , .obtenues  au 
n®  292 ,  font  connaître  S  j ,  S, ,  S, , . .  . ,  en  fonction  de  P,  Q ,  R , . . . 

Réciproquement ,  connaissant  à  priori  les  sommes  8^,82,83,... 
des  racines  d'une  équation,  on  pourrait  calculer  les  coefficients  P, 
Q,  R, .  . .  d'après  les  mêmes  formules,  car  elles  donnent 

p_  — b„     y ,     K_  -  .... 
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Donc  y  si  nous  pouvions  évaluer  les  sonuzji^B  des  puissances  sëinblai- 
bles  des  carrés  des  différences  [a  —  6)',  [a  —  c)*, . . , ,  nous  obticin- 

drions  facilement  les  valeurs  de  F,  Q',  R', 

Or,  en  appelant  S'^^S',,  S'j,  S'^, . .  .  les  smnmes  des  puissances 
semUaUes  des  racines  de  Péqùation  ^5),  on  a 

S\=|a— ô)«  + (a— e)'+>  — «)'  +  ...  =.(^—0Ta*  —  2Ta6, 
S',=  (a  — i)*-[-(a  — c)*  +  .  ..=(m  — i)Ta*  — 4Ta»i  +  6Ta«6«, 
S'8==  (a— 6)«  +  («  — ^r+  .  . .  ={w—  i)Tû*— 6Ta»J+  i5Ta*ô« 

— aoTûW. 


Explication  de  ce  tableau.  — Il  est  évident  d'abord  que  les  dévelop- 
pements de  S'i,8',,S'',. ..  ne  peuvent  se  composa*  que  de  fonc- 
tions symétriques  à  une  ou  à  deux  lettres  au  plus.  Quant  à  la  manièpe 
de  les  obtenir,  on  observera  que,  dans  chacund'eux,  a*,oufl*oua^... 
doit  être  répété  autant  de  fois  que  Ton  peut  former  de  différences 
entre  la  racine  a  et  toutes  les  autres  dont  le  nombre  est  tw —  i  ;  donc 
les  fonctions  Ta^,  Ta*,  Ta%  .-. .  ont  toutes  [m —  i)  pour  coefficient. 

Les  coefficients  des  autres  fonctions  sont  d'ailleurs  ceux  des  déve- 
loppements des  puissances  {a  —  hf  ,  {a — 6)*,  (a —  6)*, . . .,  depuis 
le  coefficient  dû  second  terme  inclusivement  jusqu^à  celui  du  terme  qui 
tient  le  milieu  j  aussi  inclusivement.  Enfin  ^  les  diverses  parties  sont 
alternativement  positives  et  négatives,  comme  dans  les  développe- 
ments de  (a- — J)*,  (a — 6)*,.... 

Le  nombre  des  sommes  S^,  S'j,  S'j, .  • .  qu'il  est  nécessaire  d'éva- 
luer, est  égal  au  nombre  des  coefficients  F,  (y,  R', , . .  •  de  Téqua- 
tion  (3);  par  conséquent,  la  dernière  somme  est  S'^. 

Cela  posé,  voici  la  marche^u'il  faut  suivre  dans  la  pratique  pour 
évaluer  ces  sommes  : 

On  commence  par  calculer  les  sommes  S^,  S,,  S,, .  •  .^  jusqu'à  S^ 
ou  S^m-i)^  ^^5  racines  de  la  proposée  (1);  puis,  à  l'aide  des  formules 
du  n*  294,  on  évalue  toutes  les  fonctions  Taô,  Tû'6,  Ta* 6*, ...  ;  d'où' 
Ton  conclut  les  valeurs  de  S'^,  S'j,  S',, . . .,  S'„,  et,  par  suite,  celles 
deP',Q',SS...,r,U'.       ^ 

298.  Soit  proposé  de  former  Inéquation  aux  carrés  des  différences 
des  racines  de  l'équation  x*  —  7  a;  +  7  =  a 

Cette  équation  étant  du  troisième  degré,  on  a  m =  3» 

Ainsi ,  réquation  cherchée  est  de  la  forme  2'  +  F2*  +  Q'^  +  R  =  0  ; 
c'est-à-dire  qu'il  y  a  trois  coefficients  à  déterminer,  et,  par  consé- 
quent, trois  sommes,  S\,  S',,  S'j,  à  calculer.  Cela  posé,  on  a 

P=5o,  Q  =— 7,  R  =  7î 
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d'où  Ton  déduit^  tout  calcul  fait^ 
S,  =  o,  S,=  i4,  S,=  — ai ,  S,  =  98,  S,=—a45> 8,5=833, 


Ta«     =S^     =835, 

Tû'é  =  SgS,  —Se  =—833 , 

Ta*  ô*  =  S^S, — Se  =      539 , 

TaH^  =  1?»)L=:Ë5  =  - 196; 


Ta»    =     S,=      i4, 
Ta6    =     Q  =—  7, 

Ta»    =     S,=     98, 
Ta*b  =— S^=— 98, 

a  a  ^^ 

*      ^     < 

Donc      S'i  =  a  Ta*  —  a  Ta*  =  4a, 

S'2  =  aTa*  — 4Ta»J+  CTa*6'=88a, 

S'3  =  aTa«  —  6Ta''i+i5Ta*6'  —  aoTaV=  18669. 

Afnsi  9  à  cause  des  formules 

8',  +  F  =  o,  S',  +  FS'j  +  aQ'  =  o,  S',  +  FS',  +  Q'S',  +  3R'  =  o, 

on  a       P=— S',  =  -42,       Q'  =  — Î«__LÎ«  =44, , 

-S',-FS'.-Q'S\_'' 
K= = -  =  —  49. 

Donc,  enfin,  l'on  obtient 

^  z»  — 4as*  +  44is— 49=0,       ^ 

pour  l'équation  aux  carrés  des  différences  des  racines  de  l'équation 
ar»  — 7a:  +  7  =  o. 

Nous  engageons  les  commençants  à  traiter  ce  même  exemple  par 
l'élimination^  afin  de  comparer  les  deux  méthodes. 

999.  Ce  moyen  de  déterminer  les  coefficients  de  Téquation  aux 
carrés  des  différences  peut  être  également  employé  pour  déterminer 
les  coefficients  de  l'équation  atiâ;  sommes  des  racines  prises  deux  à 
deux^  a-\'by  a'\-Cy  b-\-Cj^..  (voyez  n°  296). 

Soit  x^  +  Pa?'  +  Qj?  +  R = o  l'équation  proposée  ; 

l'équation  aux  sommes  a'\-bf  a-^-c,  b-\-c  serait  de  la  forme 

et  en  appelant  S'^ ,  S',,  S',  les  sommes  des  puissances  semblables  des 
racines  de  cette  seconde  équation,  on  aurait,  pour  déterminer 
8', ,  S'j ,  S'a ,  les  formules 

S\={a  +  b)  +{a  +  c)  +[b+c)  =a  (a +i  +  c)=aTa, 
S',  =  (à  +  6)*  +  (a  +  c)'+(/^  +  c)*=aTa»+'2TaJ, 
S'3  =  (a+6)»  +  (a  +  c)'  +  (ô  +  c)»  =  aTa»  +  3Ta'6. 

Après  avoir  calculé  les  sommes  S^ ,  S^ ,  S3 ,  de  la  proposée ,  on  f*n  dé- 
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duirait  fes  valeurs  de  IV,  Tab^  Ta*,  Tû*ô,  ce  qui  ferait  connaître 
S'j,  S',  ,.8',;  et  Ton  obtiendrait  enfin  F,  Q',  R',  d'après  les  formules. 
S\+F  =  o,  S',  +  FS>^  +  2Q'  =  o,  S',  +  FS',  +  Q'S\  +  5R'=:o. 
On  opérerait  d'une  manière  analogue^  pour  former  une  équation 
dont  les  racines  fussent  des  combinaisons  de  celles  de  la  proposée  ^ 
de  la  forme  a-f-b-^'^^f  a-^c-^-kac,..,;  on  aurait  pout  une 
équation  du  n»*"*  degré,  ^. 

Sf^=(a  +  b+kùb)  +  [a+c  +  kac)  + ...  ==(m  —  i)Ta  +À;Ta*, 
S',  =  («  +6  +  kaby  +. . .  =  (m—  i)Ta*  +  aTaé  -p  a  ATa«6+À;'Ta'6% 

+  3ifc(Ta«6  +  aTû***) 


Nous  proposerons  les  exercices  suivants  : 

Déterminer  y  i».  V équation  aux  carrés  des  différences  des  racines 

deFéquation  x^—'Sx — 7  =  0. 

[Résultat. ..  .    z* — 562*-|-3a42-f  459=^o0 

Cet  exemple  a  déjà  été  traité  (n°  274)  par  la  méthode  d'élimina- 
tion. 

2*.  L'équation  aux  sommes  deux  à  deux  des  racines  de  l'équation 

x^  —  5x  +  a  =  o. 
[Résultat.  .>.  .  z*  —  3z  —  a  =  p.) 

3*.  U équation  dont  les  racines  soient  des  combinaisons  de  la  forme 
a  +  *  +  <^   des  racines  de  Téquation 

x*-\-5x* —  4^ — ia  =  o^ 
(Résultat., .  •  ''z'-f- 102*4"  17^-^*^  =  0-) 
4^*  Inéquation  dont  les  racines  soient  les  sommes  deux  à  deux  des 

racines  de  l'équation  x\  —  6x^ — 5  a?'  -f  4^  ^  +  4o  =?  0. 

[Résultat 

z* —  i8z* -f  98-2*  T-9^*'*—: 747^*+  a3aaz —  1944  =  0.) 

300.  Nous  terminerons  les  applications  de  la  théorie  des  fonctions 
symétriques  par  la  démonstration  d'un  très-beau  théorème  sur  Téli- 
mination. 

Ce  théorème,  dû  à  Bezc^,  consiste  en  ce  que  le  degré  de  /'équa- 
tion piNALB  qui  résulte  de  Nlimination  de  Vune  des  inconnues  y  intre 
deux  équations  d'un,  degré  quelconque  à  deux  inconnues,  ne  peut  être 
plus  grand  que  le  produit  des  degrés  des  deux  équations  ;  et  il  est  jus- 
tement égal  à  ce  produit  lorsque  l^  éqtuUions  proposées  sont  les  plus  ^ 
générales  de  leurs  degrés. 


\* 
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Âviant  d'en  développer  la  dànonstratioû^  il  eist  indispetisabie  de 
faire  Goonaitre  la  forme  d'uoe  équatioa  complète  du  m*^"**  degré  à 
dieux  inconnues. 

Nous  àvoQs  déjà  reconnu  (n»  116)  que  toute  équation  du  second 
degré  peut  être  ramenée  à  l'a  forme  Ux*  -^^Nx  4-  P= o^  M  étant  une 
quantité  toute  connue,  N  un  polynôme  du  pramier  degré  en  y>  etP 
un  polynôme  du  second  degré. 

En  général,  une  équation  à  deux  inconnues' est  dite  du  wi»*»«  de- 
gi'é^  lorsque,  le  pluâ  haut  exposant  de  chaque  inconnue  étant  m,  la 
somme  des  exposants  de  ces  deux  inconnues  dans  un  même  terme 
ne  surpasse  pas  m  (*).  Il  résulte  évidemment  de  là  que  toute  équa- 
tion du  degré  m  peut  être  i*amenée  à  là  forme  - 

Â  étant  qnç  quantité  connt/e>  numérique. ou  algébrique^ 
B  un  polynôme  du  i*'  degré  en  y,  t^  que  %  +  6', 

G  un  polynôme  du  »•  degré.  * . . .  ^y'  +  ^'y  +  <^'*i 
D dii  3«  degré  dy'  +  dy-^d'y+d'". 


T du  (m—  i)»^"*  degré.  .  .  ty'^^^  +  t'y^^  +  •••:. 

U du  m*^"»^  degré,  . .  wy"*    +  w'yf-*  +  •  •  •  j 

(quelques-uns  des  coefficients  by  b',  c,  c'y , . .  peuvent  être  nuls  dans 
les  cas  particuliers). 
301.  Cela  posé^  considérons  les  deux  équations  à  deux  inconnues ^ 

Aar  +  Baf^^  +  Caf^  +  . . .  +  Tj?  +  U  =  o, 
A'a?**  +  BV-*  +  Car*-»  +  . . .  -f  Ta? -f  U'  =  o, 

que  nous  désignerons  ^  pour  abréger,  par      M  =  o,    N  =  o, 

Concevons,  en  ontre,  que  la  première  équation  soit  résolue  com- 
plètement par  rapport  à  x  [quoique  noua  n^ayons  pas  encore  |es 
moyens  d'effectuer  cette  opération]^  et  qu'elle  donïie  les  m  valeurs 
X  =  a^  a;  =  ft,  x  =  c,s . .  (a,  b,  c, . . .  étant  alors  de$  fonctions 
de  y). 

Chacune  de  ces  m  valeurs  de  X,  substKuée  dans  l'équation  M  =  o, 
doit  la  vérifier^  quelque  valeur  que  Ton  aittribua  à  y  aprè^  cette  mib- 
stkution. 

D'un  autre  côté^  si  l'on  porte  ces  m  valeurs  successivement  dans 
le  premier  membre  de  l'équation  N  =?  o  »  on  obtient  les  astpreasions 

A'««  +  Bé'-*'+  . . . ,   A'*''  -f  B'**»-*  +  . . . ,   A^<*  +  B'c*-*  +  . . . , 

iiHH   I     ^— »Hi— iiiui    I    II— ^w— .— — ifcii  I  I  I  II      III      III     ,      i.iiiiMi   11,1        -    >|     m     <iii     11  II    I  I  II 

(*)  On  suppose  tel  qua  les  dénominateurs,  s'il  y  en  a,  ne  renferaient  pas  les 
Irasonnaes  «  et  y»  auttement,  il  fauénit  4*atad  ebaieer  les  dénominileon. 

(rov«JK  la  remarque  du  n»  92.). 
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qui  sont ,  en  général ,  des  fonctions  irrationnelles  de  y.  Or  je  dis  que 
toute  valeur,  y  =  6,  qiii  rend  nulle  Tune  de  ces  fonctions,  est  une 
valeui*  convenable  (n'  267). 
En  effet,  supposons ^  par  exemple,  que  6  rende  nulle  la  fonction 

A'a»»  +  B'a»»-*  +  . . .  ; 

et  désignons  par  :ç^;^  a  ce  que  devient  a;==:a  lors(gx'on  remplace  y 
par  6  dans  à;  le  système  (;c  =  a ,  y  =  6)  vérifie  évidemment  M :=:  a, 
puisqu'on  a  déjà  vu  que  9:  =  a  là  vérifie ,  quel  que  soit  y. 
En  second  lieu ,  y  =  3  rendant  nulle  la  fonction 

qui  n'est  auti*e  cl^ose  que  le  premier  membre  de  N  =  o,  dans  lequel 
on  a  mis  a  à  la  place  de  x^  vérifie  N  =  0  en  même  temps  qnfê  a?  ^sa, 
valeur  de  a  qui  correspond  à  y  =  6. 

On  voit  donc  que  (a:  =  a ,  y  =  6)  forme  un  système  commun  aox 
deux  équations  M=3:o  et  N  =  o;  ainsi,  y  ==6  est  une  valeur  con- 
venable. 

Réciproquement ,  ^ou^e.  m^r  convenue  de  y  d&it  anéantir  Ptme 
des  fcnctims  ci-desms. 

Car,  pour  ôtre  eanvenaUef  il  faut  qu'elle  satisfasse  aux  deux  équa- 
tions en  même  tenips  qu'une  certaine  valeur  de  a?;  or  toutes  les  va- 
leurs de  X  convenables  sont  comprises  dans  a:  =:a,x  =  byX  =  c,,,.; 
.et  dès  que  l'on  fait  x  =  a ,  on  a;  =  6 , . . . ,  le  premier  membre  de 
^[  =  0  retombe  dans  Tune  des  fonctk>ns  ci-dessus,  qui  doit,  par 
conséquent ,  s'évanouir  par  Thypothèse  y  =  6. 

On  peut  conclure  de,  là  que,  si  Von  égale  à  o  le  produit  de  toutes 
^ces  fonctions,  rKQCAxioN  qu'on  obtiendra  sera  (sans  aucun  facteur 
étranger)  l'équation  finale  qui  doit  résulter  de  Vélimination  de  x  entre 
les  deux  proposées. 

Cette  équation  finale ,  que  nous  nommerons  C équation  (Y) ,  est 
donc 

(A'a«  +  B'û^^  +  ..,)(A>4.B'*"-*+...)(A'c«  +  B'(-*-*4-...)±=o. 

Sa  formation  semble  reposer  sur  la  résolution  complète  de  l'équa- 
tion M  =  o  par  rapport  à  x  :  mais  nous  allons  voir  que  cette  der- 
nière opération  n^est  pas  nécessaire;  et  nous  reconnaîtrons,  dans  ce 
qui  vient  d'être?  dit,  une  nouvelle  méthode  d^élimmation. 

Remarquons  d'abord  que  l'équation  (Y)  ne  change  pas ,  quelque 
permutation  que' Ton  fasse  entre  les  racines  a ,  6,  c,  rf ,  •  .x.  ;  ainsi , 
le  premier  membre  est  (n"  291)  une  fonction  symétrique  rationnelle 
et  entière  dès  racines  de  l'équation  M  =  o ,  résolue  par  rapport  à  x. 
Donc,  en  vertu  du  théorème  établi  au  n^295,  ee  premier  membre 
peut  être  exprimé  au  moyen  des  coeflScients  A ,  B,  G ,  ...  de  Téqua- 
tkm  M  =  o  ;  et  il  est  possible  de  former  l'équation  (Y)  saïis  que  Ton 
soit  obligé  de  résoudre  dlibord  l'équation  M  =  o. 
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Cette  méthode,  qui  est  assez  simple  pour  deux  équations  du  second 
degré ,  devient  très-laborieuse  lorsqu^oo  veut  l'appliquer  à  des  équa- 
tions d'un  degré  plus  élevé.  Elle  a  toutefois,  sur  la  méthode  ex- 
posée n""  269  et  sur  plusieurs  autres,  l'avantage  de  conduire  toujours 
à  la  véritable  équation  finale ,  sans  l'introduction  d'aucun  facteur 
étranger. 

Mais  ici ,  notre  principal  objet  est  de  démontrer  le  théorème  sur  • 
le  degré  de  Féquatitm  finale. 

302.  Pour  déterminer  le  degré  en  y  de  l'équation  (  Y) ,  il  suffît  de 
considérer  un  terme  de  rang  quelconque.  Or  chaque  t^rme  du  pro- 
duit qui  compose  le  premier  memlre  se  forme  de  la  multiplication 
d'un  terme  du  premier  facteur  par  un  terme  du  second,  par  un 
terme  du  troisième. ....  Soient  Ka*,  K'é*^,  K^c*', ...  des  termes 
pris  au  hasard  dans  cliacun  des  m  &cteurs  :  le  terme  correspondant 
du  {voduit  sera 

K.K'.K"...Xa''i'»'c*'' 

D'ailleurs ,  le  produit  total  est  symétrique  en  a ,  6  ,<:,...  ;  tionc  ce 
terme  fait  partie  d'une  des  fcHictions  symétriques  qui  entrent  dans  la 
composition  de  (Y)  ;  et  cette  fonction  partielle  peut  elle-même  être 
représentée  (n**  293)  par  ^        . 

K.K'.K"  ...xTaH^c'"' 

Il  suffit  donc  de  déterminer  le  plus  haut  degré  en  y  de  cette 
fonction. 

Or,  si  l'on  se  rappelle  la  composition  des  formules  qui  donnent 
8j ,  S, ,'  S,, . . .  (n"  292) ,  et  que  Ton  ait  égard  aux  degrés  en  y  des 
coefficients  A,  B,  C, . .  .  de  l'équation  M  =  o  (n**  300) ,  on  verra  que 
que  S,,  S^,  S,, .  « .,  S|,,  sont  du  premier,  deuxième,  troisième , . . . , 
et,  en  générai,  du  degré  h  en  y.  Donc  S^xS^xS'^ ...  est  d'un 
degré  marqué  par  A  + A'  + A"  + . . .;  et  d'après  les  formules  du 
n**  294 ,  qui  donnent  l'expression  d'une  fonction  symétrique  quel- 
conque ,  Ta^b^^'c^^ ...  est  aussi  du  degré  A  +  *'  +  A"*  •  •  •  ?  et  ne 
peut  surpasser  ce  degré. 

D'un  autre  côté,  soient  k,  Vy  k%  ...  les  exposants  de  y  dans  les 
coefficients  K,  K',  K", . . .  ;  la  somme  des  exposants  du  produit 
K .  K' .  K". . .  est  A  +  A'.+ r...  Ainsi,  dans  la  foncUon  K .  K' .  R". . . 
X  Ta^b^'c^'* . . . ,  la  somme  des  exposants  est  A  +  A:'  -f-  k'  .4"  •  • .  +  ^ 
-1"  h'  +  A''  + . . .  ;  mais,  d'après  la  composition  de  l'équation  N  =  o, 
l'on  a  tout  au  plus 

*-fA  =  n,      jfc'-fA'  =  n,      r  +  A''  =  n, 

Donc,  enfin,  la  fonction  symétrique  ci-dessus^ est  tout  au  plus  d'un 
degré  marqué  parn-fn  +  «  +  . . .,  ou  wX«.  ^.  Ç.  F^D* 
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N 

N.  B,  — L'équation  aux  différences  étant  [a*  273)  le  résultat  de 
l'élimination  de  x  entre  les  équations 

-  ■      X  =  o,  ' 

2  2  •  O 

V 

dont  la  premièpe  est  du  degré  m  eux,  et  la  seconde  du  degré  m  —  i 
en  X  eiu,  il  s'ensuit  que  cette  équation  finale  doit  étse  du  degré 
m  [m  —  i),  et  c'est,  en  effet,  ce  qui  a  été  reconnu  (n*  275). 

Le  théorème  précédent  est  également  applicable  à  un  nombre  m 
d'équations  renfermant  un  pareil  nombre  dMnconnues.  (Foyez  pour 
sa  démonstration ,  un  Mémoire  de  M.  Poisson,  XI«  cahier  du  Journal 
de  l'École  Polytechnique,  page  199.) 


CHAPITRE  VIII. 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES  ]t  U^Œ  OU  A  PLUSIEURS 

INCONNUES. 


Les  principes  que  nous  avons  établis  dans  le  chapitre  précédent 
sont  applicables  à  toutes  les  équations,  de  quelque  naturequc  soient 
leurs  coeflScients ,  numériques  ou  algébriques  ;  et  ces  principes  doi- 
vent être  regardés  comme  les  éléments  des  méthodes  employées  pour 
résoudre  les  équations  de  degré  supérieur. 

Nous  avons  déjà  dit  que  les  analystes  ne  sont  parvenus  jusqu'à 
présent  qu'à  la  résolution  des  équations  générales  du  troisième  et  du 
quatrième  degré.  Les  formules  qu'ils  ont  obtenues  pour  les  valeurs 
des  inconnue^  sont  si  compliquées  et  d'un  usage, si  peu  commode, 
lorsque  toutefois  on  peut  les  appliquer  (ce  qui  n'est  pas  toujours  pos- 
sible), que  l'on  doit  regarder  le  problème  de  la  résolution  des  équa- 
tions algébriques  d'un  degré  quelconque  comme  plus  curieux  qu'utile. 
Aussi  les  analystes  ont-ils  dirigé  principalement  leurs  recherches  vers 
la  résolution  des  équations  numériques,  c'est-à-dire  de  celles  dont  les 
coefficients  sont  des  nombres  particuliers;  et  ils  ont  trouvé  des  mé- 
thodes au  moyen  desquelles  —  Une  équation  numérique  d'un  degré 
quelconque  [à  coefficients  réels]  étant  donnée^  on  peut  toujours  déter- 
miner ses  racines.  ^ 

C'est  l'ensemble  de  ces  méthodes  que  nous  nous  proposonsde  dé- 
velopper dans  la  première  partie  de  ce  chapitre,  du  moins  en  ce  qui 
concerne  les  racines  réelles. 

Alg,  n.,  iV  éd.  n 
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La  «econde  aura  pour  4)bjet  le  complénient  de  rélimination  ^  ou  la 
résolution  des  équ^ions  numériqueB  à  plusieurs  inconnues* 

Première  partie.  —  Équations  numériques  à  une  inconnue.  [Pour  la 
généralité  de  nos  raisonnements,  nous  représenterons  encore  l'équa- 
tion proposée  par  a:*  +  P jf*"*  +  Qa?"*^*  +  , . .  =  o  ;  mais  les  lettres 
P,  Q, . . .  seront  censées  désigner  des  nombres  particuliers  et" des 
quantités  réelles,  positives  ou  négatives.] 

§  I".- PRINCIPES  YONDAMElWAUX.  -  LIMITES  DES  RACINES. 

303-  Premier  principe.  —  Si  deux  nombres  p  e^  g  (de  signes  quel- 
conques), substitués  à  la  place  de  x  dans  une  équation  numérique, 
X  =  o,  donnent  deux  résultats  d^e  signes  contraires,  ces  deux  nombres 
comprennent  au  moins  une  racine  réelle  de  la  proposée. 

Avant  de  démontrer  cette  prc^sition,  nous  ferons  voir  que,  si  un 
nombre  a,  mis  a  la  place  de  x  dans  un  polynôme  X ,  fonction  entière 
de  X  (n"*  230),  mais  dont  les  coefficients  sont  numériques  et  réels,  a 
donné  un  certain  résultctt  A,  on  pourra^  en  remplaçant  x  par  a  -|-  A, 
et  prenant  A  suffisamment  petit,  obtenir  un  nouveau  résultat  qui  diffère 
du  premier  d'une  quantité  moindre  que  toute  grandeur  donnée, 

Soieîit  en  effet  A,  B,  G,  D, ...  ce  que  deviennent  les  polynômes  X, 

Z     V 

Y,  - ,  — - , . . .  (n'*  264)  quand  on  y  met  a  au  lieu  de  x;  le  polynôme  X 

deviendra^  pa^  la  substitution Ide  a  -^  h, 

A  +  BA  +GA*  +  DA»+...  +  A^ 
oubien,  A  +  A(B-f  GA  -fT)A»  +  ... +A'«-*). 

*  La  quantité  A(B  +  GA  +  • . .)  ^st  Pexpression  de  la  différence  entre 
le$  résultats  des  substitutions  ile  a  -f  A  et  de  «;  et  c'est  cette  diffé- 
rence qui  doit  être  reconnue  susceptible  de  devenir  moindre  que 
toute  grandeur  donnée,  pour  une  yaleur  convenable  de  A. 

Or  B,  G,  D, . . .  étant  des  quantités  finies  de  signes  quelconques, 
considérons  le  cas  le  plus  défavorable  qui  puisse  se  présenter,  celui 
où  elles  seraient  toutes  positives  et  égales  à  K,  la  plus  grande  d'entre 
elles.  L'expression  A(B  +  CÂ  -f-  • , ,)  devient 

KA{i+A.-f  A«+...A»»-«), 

ou  (n"*  31) — ^ — ^— ' ,  quantité  moindre  que ^,  tant  que  l'on  a 

A<i.  •  ^ 

Gela  posé,  si  l'on  veut,  par  exemple,  que  la  différence  soit  moindre 
qu'une  quantité  donnée  N,  il  n'y  a  qu'à  poser 

r 7  =  ou    <  N,    ce  qui  donne   A  =    ou  < 


N  +  K' 


DE  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  371 

et  toute  valeur  de  h  qui  satisfera  à  cette  dernière^  condition  ^satisfera 
nécessairement  à  l'inégalité  * 

KA(i  +  A  +  A*  +  . , .  h^^)  <N, 
et,  à  plus  forte  raison,  à  l'inégalité  '    . 

ce  qui  est  bien  le  résultat  demandé. 

,  Nous  pouvons  actuellejïient  démontrer  le  principe  énoncé  ci-dessus 
en  convenant,  pour  fixer  les  idées,  que,  des  deux  nombres  peiq^  p 
sera  le  plus  petite  c'est-à-dire  celui  qui  se  rapproche  davantage  de 
Vtnfini  négatif.  Cela  posé,  p  eiq  mis  à  la  place  de  x  dans  réquatîoj\ 
X  =  o*  donnant,  par  hypothèse,  deux  résultats  de  signes  contraires^ 
Pj  et  Qj,  on  peut  concevoir  que  l'on  fasse  varier  x  par  degrés  insen- 
sibles depuis;?  jusqu'à  g';  les  résultats  des  substitutions  successives 
varieront  aussi  par  degrés  insensibles,  c'est-à-dire  de  manière  à  he 
différer  les  uns  des  autres  que  de  quantités  aussi  petites  que  Ton  voudra 
(ce  qu'on  exprime  en  disant  que  le  polynôme  X  est  soumis  à  la  loi  de 
continuité,  ou  varie  d'une  manière  continue  dans  l'intervalle  de  P,  à 
Q  J.  Or  une  quantité  qui  est  constamment  finie  {*)  ne  peut  passer  du 
positif  au  négatif,  ou  réciproquement,  qu'en  passant  par  la  valeur  o,  , 
Donc,  parmi  les  nombres  compris  entre  )ret  g,  il  y  en  a  nécessai- 
rement au  moins  un  qui  donne  un  résultat  égal  à  o;  él  ce  nombre  est 
alors  une  racine  de  l'équation  X  =  o. 

304.  Second  principe.  —  De  ce  que  deux  nombres  substitués  à 
la  place  (le  x  dans  une  équation  donnent  deux  résultats  de  signes 
contraires,  on  est  en  droit  de  conclure  qu'ils  comprennent  au  moins 
une  racine  réelle;  msiis  on  ne  peut  pas  affirmer  qu'ils  n'en -compren- 
nent qu'une  seule,  et  ils  peuvent  en  comprendre  un  nombre  impair 
quelconque. 

Ceci  résulte  d'une  nouvelle  proposition  que  nous  allons  démon- 
trer, et  qui  consiste  en  ce  que ,  . 

Si  deux  nombres  p  ^^  q  comprennent  un  nombre  impair  quelconque, 
an  +  1,  de  racines  réelles,  les  résidtats  de  leur  substitution  à  la  place 
de  X  sont  de  signes  contraires;  et  s'ils  en  comprennent  un  nombre  pair 
quelconque,  an,  les  résultais  de  leur  substitution  sont  nécessairement 
de  même  signe. 

Pour  mettre  cette  proposition  dans  tout  son  joyr,  désignons  par 
ùy  b,Cy...  celles  des  racines  proposées  de  l'équation  X  =  o,  que  l'on 
suppose  comprises  entre  les  nombres  p  et  y,  de  signes  quelconques j 


(•)  En  général,  une  fonction  de  x  peut  passer  de  Tétat  positif^ à  Tétat  négatif, 
soit  en  pasgant  par  l'tn/ini,  soit  en  passant  par  la  valeur  ;séro;  mais  ici  les  coeffi- 
eients  de  la  proposée itaiit  des  nombres  finis,  et  x  n'entrant  pas  en  dénominateuri 
la  valeur  de  X  ne  peut  pas  devenir  infinie* 
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et  par  <p  [x]  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  en  ar  qui  cor- 
respondent^ tant  aux  racines  réelles  non  comprises^  qu^aux  racines 
imaginaires. 
Le  premier  membre,  X^  de  Téquation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

{x^a)  [x — b)[x  —  c) . .  ;  X  ?  {x). 

Substituons  maintenante  dans  le  produit  précédent^  p  eiq  kla,  place 
de  X  [p  étant  <4']  ;  nous  obtenons  les  deux  résultats 

{p  —  a)(p—b){p  —  c)...x^(p), 

(?  —  «)(?  —  *)  (Ç  —  C)'"X?(Ç)'> 

?  (p)  ^*  ?  {9)  désignant  ce  que  devient  cp  (x)  lorsqu'on  y  remplace  x 
par  p  et  q  [ces  deux  quantités  ©  (p)  et  cp  [q]  sont  nêcessairefnent  de 
même  signe;  puisque  autrement ,  en  vertu  du  premier  principe,  <p  [x) 
aurait  encore  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  p  et  g',  ce  qui 
serait  contre  l'hypothèse]. 

Cela  posé,  pour  déterminer  plus  facilement  les  signes  des  deux*  ré- 
sultats ci-dessus,  divisons  le  premier  par  le  second;  il  vient 

(p  — a)  (p—b){p --€)... X^^jp) 

(?  — «)  (q  —  b)  {(l  —  c)...X?[qy        ' 

ou  bien,        ^^ x^^ vX^^- ..  -X-^. 

q  —  a       q  —  b       q  —  c  ^(q) 

Mais  p  ei  q  comprenant  les  racines  a,  ô,c,...,et/)  étant  <  q, 

on  a  nécessairement       j5<aj5,c, , 

et  g  >  a,  6,  c, . . .  ,, 

d'où  Ton  déduit      p  —  «,  p  —  6,  p  —  c, .  * .  <  o, 

et  q  —  fl,    q  —  é,   y  — c,...>o. 

Donc,  puisque/)  —  a  et  y —  a  sbnt  de  signes  contraires^  de  même 
que  p  —  b  et  q  —  b^  p — c  et  y  —  c, ...,  les  quotients  partiels 

,  ~ — r, à  .  . .  sont  tous  négatifs.  D'ailleurs  ~~  est 

?  — «    q  —  b    q  —  c  '='  ^(q) 

essentiellement  positif,  puisque  <p(/>)  et  ^[q)  sont  de  même  signe; 

ainsi  le  produit  ^ x  ~ — 7  X ...  X  ^-^r  sera  négatif  si 

q-^a       q  —  b       q  —  c  ^(q) 

les  racines  comprises  a,  b,  Cy, ,  .  sont  en  nombre  impair,  et  positif 

si  elles  sont  en  nombre  pair. 

Donc,  enfin,  les  deux  résultats  {p  —  à)(p — b)  {p — c). . .  X<p(p) 
et  {q  —  a)  (q  —  b)  [q — c) .. .  •  X  <p.(ç'),  seront  de  signes  contraires  ou 
de  même  signe ,  suivant  que  les  racines  comprises  entre  p  ^tq  se- 
ront en  nombre  impair,  ou  en  nombre  pair. 

Conséquence,  —  Il  résulte  nécessairement  de  cette  proposition  que, 
si  deux  nombres ,  substitués  à  la  place  de  x  dans  une  équation ,  donnent 
deixx  résultats  de^  signes  contraires ,  ils  comprennent  au  moins  tme  ra- 
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«Vie,  vfum  ils  peuvent  aussi  en  comprendre  un  nombre  im^km  quelconque; 
et  s* ils  donnent  deux  résultats  de  même  signe ,  on  ils  ne  comprennent 
aucunei^  racine,  ou  bien  ils  en  comprennent  bn  nombre  pair  quelconque» 

Limites  des  r^acines  réelles  des  équafiem. 

Les  diverses  méthodes  inventées  pour  la  résolution  des  équations 
nuinéric[ues  se  réduisent ,  en  dernière  analyse ,  à  substituer,  dans 
l'équation,  des  nombres  particuliers  qui,  la  vérifiant,  en  sont  alors 
reconnus  racines,  ou  qui,  du  moins,  sont  jugés  devoir  comprendre 
une  ou  plusieurs  racines.  Mais,  en  réfléchissant  sur  Paccroîssement 
rapide  (à  mesure  que  x  augmente)  du  premier  terme  par  rapport 
aux  autres,  qui  sont  de  degré  moindre,  on  sent  qu^il'dolt  exister 
un  nombre  susceptible  de  rendre  ce  premier  terme  à  lui  seul  supé- 
rieur à  tous  les  autres  réunis,  c'est-à-dire  à  leur  sommcarithmé- 
tique  {d?  62),  et  qui,  par  conséquent,  substitué  dans  Téquation, 
donne  nécessairement  un  résultat  de  môme  signe  que  ce  premier 
terme  (qu'on  peut  toujours  regarder  comme  positif).  Ce  nombre 
est  donc  une  limite  au  delà  de  laquelle  toute  autre  substitution  de- 
viendrait inutile,  puisqu'on  serait  sûr  d  obtenir  des  résultats  con- 
stamment positifs,  et  jamais  nuls.  C'est  donc  par  la  détermination 
d'un  pareil  nombre  qu'il  convient  de  faire  précéder  le  développe- 
ment des  méthodes  de  résolution. 

305*  On  appelle  limite  supérieure  des  racines  positives  d^une  équa- 
tion, tout  nombre  qui  surpasse  la  plus  grafide  des  racines  positives  de 
cette  équation.    . 

D'après  cette  définition ,  il  existe  une  infinité  de  limites  supé- 
rieures pour  une  équation  donnée  ;  car,  dès  qu'un  nombre  est  re- 
connu supérieur  à  la  plus  grande  racine  positive,  tout  nombre 
plus  grand  jouit  à  plus  forte  raison  de  cette  propriété;  mais  alors 
on  doit  se  proposer  d'obtenir  la  limite  la  plus  petite  possible.  Or  on 
est  certain  d'avoir  une  limite  dès  que  l'on  a  obtenu  un  nombre  qui, 
substitué  à  la  place  de  \ ,  rend  le  premier  membre  positif  ,  et  qui  est  tel 
en  même  temps ,  que  tout  autre  nombre  plus  grand  donnerait  aussi 
un  résultai  positif.  , 

Occupons-nous  donc  de  la  détenninatiQu  d'un  nombre  qui.  jouisse 
de  cette  double  propriété. 

306.  Commençons,  avant  tout,  par  résoudre  la  question  sui-  , 
vante  :  On  demande  un  nombre  qui ,  substitué  à  ta  place  de  x  dans 
une  équation ,   rende  le  premier .  terme  x**  plus  grand,  à  lui  seul , 
que  la  somme  arithmétique  de  tous  4es  autres. 

Supposons,  à  cet  effet,  que  tous  les  termes  de  Téquation, soient 
négatifs,  à  partir  du  second  ,  en  sorte  que  l'on  ait. 
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il  s'agit  alors  de 'trouver  pour  x  un  nombre  qui  rende 

Or,  si  l'on  désigne  par  K  le  plus  grand  dé  tous  les  coeflScients, 
et  qu'on  pose  la  nouvelle  inégalité 

il  est  évident  que  tout  nombre  qui ,  mis  à  la  place  de  x  ^  satisfera 
à  celle*ci,  satisfera,  à  plus  forte  raison,  à  la  précédente. 

Mettons  4'^iiUeurs  le  facteur  3f^  en  évidence  dans  l'inégalité  (a); 
elle  devient  ^ 

rp->a^  (-  +  -.  +  ... +-|=r'+-);  (3) 

\x       x^  a;'*  *       x"^}  ^  ' 

et  sous  cette  forme  on  yoit  déjà  que,  quand  un  nombre  substitué 
à  la  placé  de  x  aura  satisfait  à  l'inégalité ,  tout  autre  nombre  plus 

K      K 

grand  y  satisfera  encore,  puisque  la  somme  des  quantités  — h  "ï + •  •  • 

devient  d'autant  plus  petite  que  x  est  plus  grand. 

Gela  posé,  si  Ton  fait  d'abord  x=K  dans  l'inégalité  (3),  on  a 
K**  pour  le  premier  membre,  et,  pour  le  second. 


K 


+  K  +  K«"'""T     ^ 


quantité  plus  grande  que  K*".  Ainsi ,  le  nombre  K  ne  satis&it  pas  à 
rinégaliié.    .  ^ 

Essayons-  maintenaiit  K  +  i;  nous  obtenons  (K  -f-  i)*^  pour  le  pre- 
noier  membre. 

Quant  au  second ,  pour  en  calculer  plus  facilement  la  Videur^  re- 
montons à  l'expression 

ou  K(a^-*  +  ^'«'^  +  ..  .  +  ar  +  'i),. 

qui ,  d'après  la  propriété  du  ïf  31 ,  ou  d'après  la  formule  du  n*^  193, 

x^  —  1 
revient  à  K . : 

X — 1 

et  remplaçons  x^  par  K  -j-  i  • 
Il  vient,  par  cette  substitution, 

^^(K-fi)«>  — 1^   ou  réduisant,   (K+i)^— i, 

résultat  plus  petit  que  (K,  +  i)*". 

D'ailleurs,  nous  avons  déjà  reconnu  que  tout  autre  nombre  plus 
grand  satisferait,  à  plus  forte  raison,  à  l'inégalité  (3). 

Donc,  enfin  (K  +  i),  ou  le  plus  grand  coefficient  de  l'équation, 
augmenté  de  l^ unité,  et  tout  nombre  supérieur  à  (K  +  i),  jouissent  de 


« 
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la  propriété  dé  réfidre  le  premier  terme  X'^  h  \m  séri^  plm  §rand 
que  la  somme  arithmétique  de  tous  les  autres. 

307.  Limite  ordinaire  des  racines  positives.  —  Le  nomlwe  qile  Voû 
vient  d'obtenir  peut  être  considéré  comme  une  première  limite, 
puisque  ce  nombre,  ou  tout  autre  nombre  plus  grand,  rendant  le 
premier  terme  supérieur  à  la  somme  de  tous  les  autres ,  les  résul- 
tats des  substitutions  de  ces  nombres  à  la  place  de  x  doivent  être 
constamment  positifs;  mais  cette  limite  est  ordinairement  beaucoup 
trop  grande,  parce  qu'en  général  Téquation  renferme  plusieurs 
termes  positifs.  Cherchons  donc  une  Imite  plies  rapprochée  de  la. 
plus  grande- racine. 

Désignons  par  af"^  la  puissance  de  ar,  eorrespoodaHt  au  premier 
tenne  négatif  qui  viônt  après  le  terme,  ar"*,'  et  considérons  le  cas 
qui  est  évidemment  le  plus  défavorable  (mais  il  est  plus  facile  à 
traiter) ,  celui  où  tous  les  termes  éont  négatifs  à  partir  de  a?"*"**, 
et  affectés  du  plus  grand  des  coeflBcients  négatifs  qui  entrent  dans 
Féquation. 

Soit  S  ce  coefficient;  tâchons  d'abord  de  satisfaire  à  la  condition 

OU,  mettant  le  facteur  ar**  en  évidence, 


/S    .     S    .'   S     ,         ,     s     ,    s\ 


7 

Cette  autre  forme  prouve  déjà  qne  ;  qaand  on  aura  trouvé  pour  x  un 
nombre  qui  satisfasse  à  Tinégalité ,  tout  autre  nombre  plus  gra/id  y 
satisfera  encore,  puisque  la  <^antité  entre  parenthèses  devient  d'aotasit 
plus  petite  que  x  est  pk^  grand. 

Or,  si  Ton  pose  d'abord  a?'*=S,  on  x=^  =  S,  le  premier 
menDtoe  de  l'inégalité  (a)  devient  S'**,  et  le  second 

V 

quantité  plus  grande  que  S  '*". 
Donc  S'  ou  v/S  ne  satisfait  pas  à  Tmégalité. 


n 


Faisant  actuellement  a7~S'  + 1  (ou  v/S  + 1),  on  obtient  d'abord 
{8'+  i)""  pour  le  premier  membre. 

Quant  au  second,  pour  en  calculer  la  valeur,  il  est  plus, simple  de 
^emont^l•  à  Finégatité  (i),  dont  le  second  membre  revient  (n**  ^i  ou 
nM93)à 


S. 


X. —  1 
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En  remplaçant  x  par  S'  -|-  i ,  on  a,  pour  cette  expression, 

s.i^-±i)!!l!!^zii,     ou     s'^»[(S'+i)'*^»— i], 

[à  cause  dé  8  =  8'*"];  ou  bien  encore^  effectuant  les  calculs, 

Or  cette  dernière  expression  est  moindre  que  (  S'+ 1  )**.  Donc  S'  +  » 

ou  1  -f  V^»  6^  ^ut  autre  nombre  plus  grand»  jouissent  de  la  pro- 
priété de  rendre  le  premier  terme  plus  grande  à  lyi  seul,  que  la 
somme  arithmétique  des  seuls  termes  qui  soient  négatifs  dans  l'équa- 
tion^ et,  par  conséquent^  de  donner  pour  le  premier  membre^  des 
résultats  constamment  positifs. 

n 

Donc,  enfin,  i  +  v^^  ou  l'unité  augmentée  de  la  racine  du  plus 
grand  coefficient  négatif  y  racine  d'un  degré  marqué  par  le  nombre  des- 
termes qui  précèdent  le  premier  terme  négatifs  est  une  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  de  l'équation. 

Lorsque  le  premier  terme  négatif  est  le  second  terme  de  l'équa- 
tion ,  il  faut  faire  n  =  i ,  et  la  limite  devient  S  -f- 1  ^  où  /e  plus  grand 
coefficieivt  négatif  augmenté  de  l'unité:  c'est  la  limite  dont  on  se  sert 
le  plus  communément. 

Si  les  deux  premiers  termes  sont  positifs^  ou  que  le  second 

terme  liianque,  on  a  n^^  2^  et  la  limite  est  alors  1  -f  v^« 

s 

Dans  le  cas  de  n  =  3^  on  a  pour  limite  1  +  v^;  et  ainsi  de  suite. 
Prenons  pour  exemples  les  équations  suivante  : 

i\    :i?*—  5a?'+37x'— 3a?+39=o,  ^S  +  i  =  5+i=6; 

a\    0?'+  75?* — laa?' — ^gx^+Sax — i3=o,  1+ ^S  =  1  +  V49=^i 

9  9 

3».    x^+iix^—25x—67=o,  i+v/S=i+v/67=6; 

11 

5 

N.  B.  —  Dans  le  dernier  exemple ,  on  a  d'abord  divisé  l'équation 
par  3 9  avant  d'établir  la  limite,  parce  que^  dans  la  recherche  de  la 
limite  générale,  le  coefficient  du  premier  terme  a  été  supposé  égal 
à  l'unité. 

De  plus^  il  est  d'usage  d'exprimer  cette  limite  en  nombres  entiers. 

308.  Souvent,  au  moyen  d'une  transformation  exécutée  sur  l'équa- 

n 

tion,  on  obtient  une  limite  plus  petite  que  \/S-|-  ^* 
Considérons,  par  exemple,  la  première  des  équations  ci-dessus  ; 


LIMITE  S9PÉRIBUBJE  PAR  LA  MÉTH(M)£  DZ  KSWTOK.  377 

elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

x\x  —  5)  +  Z7x(x—~]  +59  =  0. 

Or  il  e^  visible  qu^en  y  mettant  pour  Xy  5  ou  tout  autre  nombre 
plus  grand,  on  obtiendrait  un  résultat  constamment  positif;  donc 
5  est  une  linâite^  tandis  que  l'on  avait  trouvé  6  d'après  la  formule. 

On  a  de  méme^  pour  la-seconde  équaition^ 

x*{x^  —  49) +  7^'  (^ ]  +  SaYa:  —  7  )  =  ^ 

(en  réunissant  le  premier  et  le  quatrième  termes,  le  second  et  le  troi- 

8 

aième^  etc.);  or  on  voit  que  x  =  v/49,  c'est-à-dire  4^  ou  tout  autre 
nodbre  plus  grande  donnerait  un  résultat  positif. 

L'artifice  de  cette  méthode ,  qui  ne  peut  s'appliquer  qu'à  certaines 
équations^  consiste  à  décomposer  le  premier  membre  en  plusieurs  par- 
ties composées  chacune  de  deux  facteurs  dont  le  premier  soit  un  monôme 
affecté  du  signe  -|- ,  et  Vautre  un  binôme  en  x  dont  le  second  terme  soit 
numérique  et  négatif ,  puis  à  déterminer  x  de  manière  que  tous  les  fac- 
teurs entre  parenthèses  soient  positifs. 

Elle  est  rarement  applicable  à  des  équations  renfermant  plusieurs 
termes  consécutifs  affectés  du  signe  — . 

Par  exemple ,  on  ne  peut  l'appliquer  à  une  équation  telle  que 

x^  —  5x* — i3a?'4-i7^*  —  69  =  0.  ^ 

Toutefois,  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  peut  se 
mettre  sous  la  forme  _ 

on  reconnaît  aisément  que  i3  + 1  ou  14  serait  une  limite  supérieure. 

309.  Méthode  de  Net^ton  pour  déterminer  la  limite  supérieure,  la 
plus  petite  possible  (en  nombres  entiers).  " 

SoitX  =  o  l'équation  proposée;  si  l'on  fait,  dans  cette  équation , 
xs=x^  +  u,x'  étant  une  indéterminée,  on  obtient  (n"  262)  la.trans- 

Z' 

formée  X'  4-  Y'w  4 —  u*  + -|- !*•»  =  o,  dont  les  coeflScients 

s'obtiennent  d'après  une  loi  connue. 

Gela  posé,  concevons  que,  par  des  essais  successifs,  on  soit  par- 
venu à  déterminer  pour  x'^  un  ^nombre  qui,  substitué  dans  X',  Y', 

7' 

iL, ,  rende  tous  ces  coefficients  positifs  à  la  fois  ;  je  dis  que  ce 

2 

nombre  est  supérieur  à  la  plus  grande  racine  positive  de  Véquation 

X  =  o. 
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En  effet,  les  coefficients  de  la  transformée  étant  tous  positifs,  au- 
cun nombre  absolu  ne  peut  vérifier  cette  équation.  Ainsi,  les  A^aleurs 
réelles  detc  doivent  être  toutes  négatives.  Mais  de  Inéquation  x^^x^-^-u 
on  tire  u  =  x  —  x'^  et  pour  que  les  valeurs  de  u  qui  correspondent 
à  chaque  valeur  de  a;  et  à  la  valeur  de  x'  (déjà  déterminée)  soient 
négatives,  il  faut  absolument  que  la  plus  grande  valeur  positive  de  x 
soit  moindre  que  la  valeur  de  x'.  Ce  qu^U  fallait  démontrei\ 

Voici  d'ailleurs  la  manière  d'appliquer  la  méthode  : 

Soit  réquation      x^  —  5a?* — 6x* — i9J?4"7  =  <^' 

Comme  x'  est  un  caractère  indéterminé',  on  peut  conserver  la 
^lettre  x  dans  la  formation  des  polynômes  dérivés  ;  et  Von  a 

X=    x'* —   5a:* —  Sx*- — 19^^  + 7 1 
Y  =  4^?'  —  \^x^ —  \^x  —  19, 

-.  =  6a?*—  \^x  —  6, 
a 

V'       ' 

=  l\x  — 5. 


2.3 

La  question  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  ramenée  à  trouver  pour  x 
un  nombre  entier  (le  plus  petit  possible)  qui  rende  tous  ces  poly- 
nômes positifs. 

Commençons  par  le  polynôme  du  premier  degté.;  il  est  visible 
que  2,  ou  tout  autre  nombre  >  2 ,  le  rend  positif. 

2,  substitué  dans  le  polynôme  du  second  degré,  donne  un  résultat 
négatif;  mais  3,  ou  tout  nombre  >  3,  donne  un  résultat  positif. 

3  et  4,  substitués  dans  le  polynôme  du  troisième  degré,  donnent 
un  résultat  négatif;  mais  5  donne  un  résultat  positif,  et  il  en  serait 
de  même  de  tout  autre  nombre  plus  grand. 

Enfin  5,  substitué  dans  X,  donne  un  résultat  négatif;  et  il  en  est 
de  même  de  6^  car  les  trois  prenHcrs  termes  a?* — 5  a?'  —  ^x^  retien- 
nent hrx^  (x — 5)  — 6a?*,  expression  qui  se  réduit  à  o  dès  que  Ton 
fait  a?  =  6;  mais  a;  =  7  donne  évidemment  un  résultat  positif. 
-  Donc  7  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  la  proposée; 
c'est  d'ailleurs ,  en  nombres  entiers ,  la  limite  la  plus  petite ,  puis- 
qu'on vient  de  reconnaître  que  6  donnait  un  résultat  négatif,  d'où  il 
suit  (n**  303)  qu'il  y  a  au  moins  une  racine  comprise  entre  6  et  7. 

Bn  général  f  on  obtiendra  par  cette  méthode  la  limite  la  plus  petite 
en  nombres  entiers,  toutes  les  fois  que  Pon  aura  reconnu  qu'un  cer- 
tain nombre  entier  K  et  tout  nombre  plus  grande  rendant  ^oszïi/5  tous 
les  polynômes  dérivés,  mais  négatif  le'  polynôme  proposé,  K  +  i 
rend  celui-ci  positif,  La  limite  la  plus  petite  est  alors  K-(~  1.  ^ 

C'est  ainsi  qu'on  trouvera  que  6  et  7  sont  les  limites  respectives  des 

équations      x^  —  '5x'*—^%x^  —  25  j:*^  +  4  j?  —  39  =  o  ,^ 
a?'-— 5^* —  i3x'+  17X*  —  69=0. 
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N.B. — On  conçoit  que  cette  méthode  (qui  n^est  d^aillçurs  em- 
ployée que  dans  la  recherche  des  racines  incommensurables)  peut  don- 
ner m^me  une  quantité  moindre  que  Funité  pour  limite  supérieure; 
puisque ,  d'après  la  nature  de  cette  méthode,  il  suffit  de  trouver  pour 
X  un  nomjj^e  qui  rende  positifs  le  polynôme  proposé  et  ses  dérivés. 
(Nous  en  verrons  un  exemple  au  n"  342.) 

310.  Il  nous  reste  maintenant  à  déterminer  ia  limite  supérieure 
des  racines  négatives,  et  les  limites  inférieur q§  des  racines,  soit  po- 
sitives, soit  négatives. 

Dorénavant, -nous  désignerons  par  la  lettre  L  la  limite  supérieure 
des  racines  positives  d^une  équation,  de  quelque  manière  qu'on  l'ait 
obtenue.  ^ 

1**.  Si,  dans  l'équation  X  =  o,  on  fait  a?=r— y,  ce  qui  donne  la 
transformée  Y=o,  il  est  clair  que  les  racines  positives  de  cette  nou- 
velle équation,  étant  prises  avec  le  signe — ,  donneront  les  racines 
négatives  de  la  proposée;  donc,  en  déterminant  par  les  moyens  con- 
nus la  limite  supérieure  L'  dès  racines  positives  dç  la  transformée, 
on  aura — L'  pour  la  limite  supérieure  (numériquement)  des  racines 
négatives  de  la  proposée, 

a**.  Si,  dans  l'équation  X=  o ,  on  fait  or  =  - ,  il  en  résulte  une  trans- 

%f  - 

formée  Yz=o,  dont  lesi^effieients  sont  ceux  de  ia  proposée  écrits 

"  dans  un  ordre  inverse.  Or  il  suit  de  la  relation  a;=  -,  qu'aux  plus 

if        " 

grandes  valeurs  positives  de  y  correspondent  les  plus  petites  de  x; 
donc,  en  désignant  par  /  la  limite  supérieure  des  racines  positives  de' 

la  trîtnsformée,  on  aura  -i  pour  la  limite  inférieure  des  racines  posi^ 

tives  de  la  proposée.        . 

3^  Enfin  si,  dans  la  proposée,  on  remplace  xpar ^^,  et  qu'on 

cherche  la  limite  supérieure  r  des  racines  positives  de  la  transformée 

Y  =  o,  —  -jysera  la  limite  inférieure  (numériquement)  des  racines 

négatives  de  la  proposée. 

311..  N.  ^.  — Nous  terminerons  par  deux  remarques  fort  utiles 
dans  la  recherche  des  limites. 

Premièrement,  toute  équation  qui  n'a  que  des  permanences  de  signes, 

c'est-à-dire  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  ne  peui  avoir  pour  ra-^ 

*  cines  réelles^'^we  des  nombres  négatifs;  car  tout  nombre  positif,  mis  à 

Ja  place  de  ar,  rendrait  le  premier  membre  essentiellement  positif. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  ziâo  est  la  limite  supérieure  des  racines  positives. 

En  second  lieu,  toute  équation  comj^ète^  dont  les  termes  sont  al- 


* 
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ternativement  positifs  et  négatifs^  c'est-à-dire  qui  n'a  que  des  varia- 
tions de  signe  j  ne  peut  avoir  pour  racines  réelles  que  des  nombf es  po- 
sitifs; car  il  est  évident  que  tout  nombre  négatif^  mis  à  la  place  de  x 
dans  la. proposée,  rend  tous  les  termes- positifs  si  l'équation  est  de 
degré  jJair,  et  tous  les  termes  négatifs  si  Téquation  est  de  degré  im- 
pair. Ainsi,  la  somme  des  termes  ne  peut  devenir  nuile. 

Donc,  dans  ce  cas,  il  est  inutile  de  rechercher  les  limites  néga- 
tives. 

Il  en  est  de  même  de  toute  équation  incomplète,  telle  que,  si  l'on 
change  \  en  — y,  il  en  résulte  une  transformée  qui  n'a  que  des  perma- 
nences. 

Conséquences  déduites  des  principes  précédents^ 

Le  principe  fondamental  de  la  résolution  des  équations  numéri- 
ques, et  ceux  que  nous  venons  d'établir  sur  les  limites,  ont  conduit 
les  géomètres  à  des  conséquences  très-importantes. 

312.  Première  conséquence.  —  Toute \équtit ion  de  degré  impair ,  dont 
les  coeflScients  sont  réels,  a  aujnoins  une  racine  réelle  de  signe  con- 
traire à  son  dernier  terme. 

En  effet ,  soit  x"^  +  Par"*"*  +  •  •  +  Tx  ±  U  =  o  réquation  propo- 
sée; et^  considérons  d'abord  le  cas  où  le  dernier  terme  est  négatif: 

Si  Ton  fait  â:  =  o  dans  l'équation ,  le  premier  membre  se  réduit  à 
—  U.  D'un  autre  côté,  substituons  à  la  place  de  a?,  (K+ i),  ou 
(n""  306)  le  plus  grand  coefficient  ile  l'équation  augmenté  de  Tunité; 
comme ,  par  cette  substitution ,  le  premier  terme  x"^  est  à  lui  seul  plus 
,  grand  que  la  somme  arithmétique  de  tous  les  autres  termes,  il  s'en- 
,  suit  que  le  résultat  de  la  substitution  est  positif.  Donc,  en  vei*tu  du 
principe  démontré  au  n""  303  yil  y  fH'  au  moins  une  racine  réelle  com- 
prise entre  o  et  {K-\-i),  laquelle  racine  est  positive •, et,  par  consé- 
quent, de  signe  contraire  au  dernier  terme. 

Supposons  actuellement  le  dernier  terme  positif. 

En  faisant  toujours  x  =  o,  on  trouve  pour  résultat  +U;  mais  eu 
mettant  pour  a? ,  —  (K  +  i  ) ,  on  obtiendra  un  résultat  nécessairement 
négatif,  puisque  le  premier  terme  ar*",  qui  devient  négatif  par  cette 
substitution,  donne  son  signa  à  toute  l'expression.  Donc  l'équation  a 
au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  o  et  —  (K  +  i) ,  c'est-  à-dire 
négative  ou  de  signe  contraire  au  dernier  terme. 

Seconde  conséquence. — Toute  équation  de  degré  pair,  à  coefficients 
réels,  dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a  au  moins  deux  racines 
réelles ,  l'une  positive  et  Vautre  négative. 

En  effet ,  soit  —  U  son  dernier  terme  ;  en  faisant  ar= o',  on  trouve 
pour  résultat  —  U.  Substituons  successivement  (K  -f^  i  )  et  — (K+ 1  ) , 
K  étant  toujours  (n°  306)  le  plus  grand  coefficient  de  l'équation; 
comme  m  est  pair,  le  premier  terme  ar"*  reste  positif.  D'ailleurs,  il 
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devient  plus  grand ,  par  ces  substitutions,  que  la  somme  de  tous  les 
autres;  doncles  résultats  des  deux  substitutions  sontTun  et  l'autre 
positifs^  ou  de  signe  contraire  à  celui  que  donne  Fhypothèse  ;r  ==  o. 
Ainsi  ^  Téquation  a  au  moins  deux  racines  réelles  ^  Fune  comprise  entre 
o  et  (K+  i)^  ou  positive,  et  l'autre  comprise  entre  o  et  —  (K  +  0* 
ou  négative, 

N.  B.  —  On  ne  peut  rien  conclure  pour  toute  équation  de  degré 
pair  dont  le  dernier  terme  est  positif;  et  même  il  est  aisé  de  former 
des  équations  qui  n'aient  que  des  racines  imaginaires  :  il  sufBt^  pour 
cela,, de  multiplier  entre  eux  plusieurs  trinômes  du  second  degré 
qui,  égalés  séparément  à  o,  ne  donneraient  que  des  racines  imagi- 
naires; il  est  dair  que  Téquation  ainsi  formée  n'aurait  elle-même  que 
des^  racines  imaginaires.  • 

En  rapprochant  les  deux  conséquences  précédentes  de  la  proposi- 
tion (n*  ^36)  y  que  toute  équation  a  au  moins  une  racine^  on  voit  que 
cette  proposition  hypothétique  se  trouve  maintenant  démontrée  pour 
la  plupart  des  équations  numériques;  d'ailleurs ,  les  démonstrations 
des  conséquences  ci-dessus  sont  fondéeè  sur  le  principe  du  n**  303  et 
sur  celui  du  n"*' 306,  qui  sont  tout  à  fait  indépendants  de  la  théorie 
établie  dans  le  septième  chapitre. 

313.  Troisième  coNsÉQinENCB. — Si  une  équation^  dont  les  coefficients 
sont  réels,  a  des  racines  imaginaires ,  ces  racines  ne  peuvent  être  qu'en 
nombre  pair. 

En  eifet,  coiusevons  que  Ton  ait  divisé  lé  premier  membre  de  la 
proposée  par  tous  les  facteurs  simples  qui  correspondent  aux  racines 
réelles  :  le  polynôme  quotient  que  l^n  obtiendra  aura  ses  coeiiicients 
réels  (d'après  la  loi  de  formation  n""  238)  ;  de  plus,  il  doit  être  de  degré 
pair.  Car  autrement,  en  l'égalant  à  zéro,  on  formerait  une  équation 
de  degré  impair  qui  (n""  3i2)  admettrait  une  ra(nne  réelle  au  moins; 
ce  quiiserait  contraire  à  la  nature  de  cette  équation  qui  ne  doit  plus 
renfermer  que  des  racines  imaginaires  (*). 

Remarque.  —  Le  polynôme  quotient  dont  nous  venons  de  parler, 
jouit  d'ailleurs  d'une  propriété  caractéristique^  c'est-à-dire  apparte- 

t s — . 

(*)  On  peut  encore  considérer  cette  proposition  comme  une  conséquence  du 
théorème  de  H.  Gauchy  ;  puisque ,  dans  le  cours  de  la  démonstration  que  Ton  en 
donne  ordinairement,  on  est  conduit  à  prouver  que  toute  équation  qui  a  une 

racine  de  la  forme  a  +  b  v/—  i ,  en  a  nécessairement  une  seconde  de  la  forme 

a — h  V^-— i;  ce  qui  entraîne  la  conséquence,  que  les  racines  imaginaires  vont 
^ar  couples.  C'est  ainsi,  en  effet,  que  raisonnent  tous  les  auteurs  qui  ont  déve- 
loppé la  démonstration  du  théorème  précité.  Mais  nous  persistons  à  penser  que  oe 
théorème,  tant  par  la  nature  de  sa  démonstration  que  par  les  dilllçuitës  d'analyse 
qu'elle  présente ,  ne  saurait  servir  de  point  de  départ  à  la  théorie  des  équations. 
Au  surptus,  le  fait  analytique,  que  ies  racines  imaginaires  des  équations  s'y 

trouvent  par  couples  et  sont  de  la  forme  a+  &v—  i ,  sera  établi  au  commence- 
ment du  neuvième  chapitre. 
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niint  exclusivement  aux  équations  qui  n'ont  que  des  racines  imagi- 
naires :  c'est  de  rester  constamment  positifs  quelque  valei^r  réelle  que 
l'on  y  mette  à  la  place  dex.        . 

JBn  effet,  s'il  pouvait  devenir  négatif ^  comme  on  obtiendrait  aussi 
un  résultat  positif  en  substituant  pour  a?,  (K+  i)  [ou  le  plus  grand 
coefficient  augmenté  de  Tunité],  il  s'ensuivrait  que  ce  polynôme 
égalé  à  zéro  aurait  au  moins  une  racine  réelle  comprise  ei^tre  (K-j-i) 
et  lé  nombre  qui  aurait  donné  un  résultat  négatif. 

Il  suit  encore  de  là  que  le  dernier  terme  de  ce  polynôme  doit  être 
positif,  puisque,  autrement,  a?  =  o  donnerait  un  résultat  négatif,  ce 
.qui  ne  doit  pas  être» 

314.  —  QuilTRiiME  coNséouENCE.  ' —  Toutès  les  fois  que  le  dernier 
terme  d'une  équation  est  positif,  le  nombre  des  racines  réelles  posi- 
iives  de  l'équation  est  pair  ;  et  toutes  les  fois  qu'il  est  négatif,  le  nombre 
des  racines  réelles  positives  est  impair. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  le  dernier  terme  soit-f-U,  ou 
positif.  Comme,  en  faisant  a?  =  o,  on  a  pour  résultat  +  U,  et  qu'en 
faisant  j;  =  R  +  i,  on  a  aussi  un  résultat  positif,  il  s^nsuit  que  o  et 
(K  -|-  i)  donnent'deux  résultats  de  même  signe,  et,  par  conséquent 
(n°  304),  que  le  noi^bre  des  racines  réelles  qu'ils  comprennent  est 
nul,  ou  généralement  qu'il  est  un  nombre  pair  quelconque. 

Si,  au  contiaire,  fe  dernier  terme  est — U,  alors  o  et  (K-J-  i)  don- 
nent deux  résultats  de  signes  contraires,  et  comprennent,  par  con- 
^uent,  une  racine  ou  un  nombre  impair  qtéelcônque  de  racines 
réelles. 
•  La  réciproque  de  cette  proposition  est  évidente* 
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315.  La  règle  suivante  fait  connaître  le  plus  grand  nombre  de  ra- 
cines positives  et  le  plus  grand  nombre  de  racines  négatives  qu'une 
équation  numérique  jîuisse  renfermer. 

Une  équation  d'un  degré  quelconque  ne  peut  avoir  plus  de  racines 
POSITIVES  que  de  variations  de  signes,  ni  un  nombre  de  racines  négatives 
plus  grand  que  celui  des  permanences,  si  toutefois  (restriction  néces- 
saire pour  la  seconde  partie)  Véquation  est  complète. 

Pour  démontrer  la  première  partie  de  la  proposition,  nous  ferons 
voir  d*abord  que  la  multiplication  du  premier  membre  d'une  équation 
par  un  facteur  x  —  a  correspondant  à  une  racine  positive^  introduit 

AU  MOINS  UNE  VARIATION  dC  pluS. 

Soit,  en  effet,  l'équation 

Ma^*»^...— Na^_.,.-|-Pa?p... ...T|-+...dbTa?*±»..=:o, 

dont  nous  supposerons,  pour  la  plus  grande  généralité  possible,  le 
premier  membre  composé  d'une  première  série  de  termes  positifs 
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commençant  par  Ux"^,  puis  d'une  série  de  termes  négatifs  commen- 
çant par  —  No;",  puis  encore  d^une  série  de  termes  positifs  commen- 
çant par  -f  jPjr'',  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  une  dernière  série  de  termes 
de  même  ^igne  commençant  par  ±  Ta;*,  et  qui  seront  ioîis  positifs^ 
ou  tom  négatifs  y  suivant  que  ces  séries  alternatives  de  termes  positifs 
et  de  termes  négatifs  seront  en  nombre  impair  ou  en  nombre  phiir, 
chacune  d'elles  pouvant  se  réduire  à  un  seul  terme^ 

Cela  posé,  multipiioîis  le  premier  membre  de  Téquation  par  x — a; 
QOu§  obtiendrons  deux  produits  partiels  dont  le  premier  aura  ses 
termes  affectés  des  mêmes  signes  que  le  multiplicande,  et  dont  le  se- 
cond aura  ses  termes  afiectés  de  signes  contraires  à  ceax  du  multipli- 
cfiide,  et  avancés  d'un  rang  vers  la  droite.  On  pourra  donc,  en  ne 
tenant  compte  que  des  signes  qull  est  utile  dé  considérer,  écrire 
les  deu^  produits  partiels  et  le  produit  total ,  de  la  manière^  sui- 


vante^: 

'  4-  ^X'^  +  .  , ,  -r-  N^"  —  .  .  .  +  Pa^P^TJ-  . ,  . 
X « 


•  •  »  ""1"  "Y"  •  •  •  — ^  *■  X  zm  •  •  « 


4_        _l.  1j_         H-  -T- 

I    • • •    j  ...        • • •    I    « . • I ' . ......   I  I 


• . 


+ 


+ 


"— *~  • .  •  "Y"  •  •  •  •-^  •••»•.  — j— 


Or  on  voit  tout  de  suite,  à  Tinspection  de  ce  produit  total,  qtie  son 
Çreinier  terme  est  positif  comme  celui  du  multiplicande;  qu'au  pre- 
mier terme  négatif  —  Na?*^  du  multiplicande  correspond  un  terme 
négatif  du  produit  total,  quels  que  soient  d'ailleurs  les  signes  inter- 
médiaires; que  de  même,  au  terme  +  Par**  du  multiplicande  corres- 
pond un  terme  positif  du  produit  total;  et  ainsi  de^suite^  jusqu'au 
terme  db  'ïx*  du  multiplicande ,  qui  est  le  premier  de  la  dernière 
série,  et  auquel  correspond  également  un  terme  du  produit  total, 
affecté  du  même  signe  que  liii. 

D'où  il  résulte  qu'à  chaque  variation  de  signe  du  multiplicande 
correspond  au  moins  une  variation  du  produit  total.  Mais  celui-ci  est 
terminé  par  lin  terme  affecté  du  signe  qp,  qui  amène  nécessairement 
au  moins  une  variation  qui  ne  se  trouvé  pas  dans  le  multiplicande. 
Donc  l'introduction  (Tune  racine  positive  dans  une  équation  fait  naître 
AU  MOINS  une  variation  de  plus.  C.  Q.  F.  D. 

Maintenant,  si  l'on  conçoit  qu'une  équation  à  coefficients,  réels  ait 
été  d'abord  débarrassée  dé  tous  les  facteurs  x — a,  a?  —  b,  x  —  c,... 
correspondant  à  ses  racines  (iositives,  et  qu'ensuite  on  les  introduise 
successivement  danfe  le  polynôme-quotient,  comme  chaque  nouvelle 
racine  introduite  produit  au  moins  une  variation  de  plus,  il  s'ensuit 
que  l'équation  résultante,  ou  Téquation  proposée  ne  saurait  avoir 
plus  de*racines  positives  que  de  variations;  ce  qui  constitue  la  pre- 
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mière  partie  de  la  proposition  énoncée  au  commencenient  de  ce 
numéro. 

Quant  à  la  seconde  partie^  il  suflSt  d'observer  que,  û  Ton  change 
a:en  —  j?  dans  une*équation,  ce  qui  revient  (n**  310)  à  changer  tes 
racines  positives  en  racines  négatives ^  et  réciproquement,  les  varia- 
tions de  signes  de  Péquation  deviendront  des  permanences,  et  réci- 
proquement, si  réquation  est  complète.  Or,  en  vertu  de  ce  qui  vient 
d'être  dit,  la  transformée  ne  peut  pas  B,\oir  plus  de^ racines  positives 
que  de  variations  de  signe;  donc  la  proposée  elle-même  no  peut  pas 
avpir  pltcs  de  racines  négatives  que  de  permanences. 

N.  B. — Le  moyen  de  démonstration  que  nous  venons  d'exposeresi 
dû  à  M.  Gauss,  qui  a,  en  outre,  fait  plusieurs  remarques  relatives 
au  cas  où  l'équation  est  incomplète  (*). 

Nous  nous  bornerons  à  faire  observer,  d'après  lui  (et  nous  insis- 
tons sur  ce  point),  que  la  première  partie  de  la  proposition  est  tou- 
jours vraie,  quelle  que  soit  Téquation,  complète  ou  incomplète; 
mais  que  la  seconde  partie  peut  être  en  défaut  si  l'équation  est 
incomplète. 

Ainsi  soit,  par  exemple,  l'équation  du  quatrième  degré 

a?*  — 5a?»  +  8j:— 6=0. 

Cette  équation ,  ayant  son  dernier  terme  négatif,  a  au  moins  (n*  314) 
deux  racines  réelles,  l'une  positive^  Y  antre  négative;  et  cependant, 
comme  elle  n'a  que  des  variations  de  signe,  il  semblerait  qu'elle  ne 
peut  avoir  aucune  racine  négative.  Mais  si  l'on  complète  l'équaiion  en 
rétablissant  le  terme  en  a?',  il  vient 

ii?*dro.a?'  —  5ar*-p8a?  —  6  =  o, 

équation  qui  présente  une  permanence,  soit  qu'on  prenne  le  coeffi- 
cient o  avec  le  signe  +,  soit  qu'on  le  prenne  avec  le  signe  — ;  et  le 
paradoxe  disparaît.  / 

Voici,  au  reste,  un  énoncé  qui  comprend  évidemment  tous  les 
cas  :  Dans  toute  équation,  complète  ou  incomplète,  le  nombre  des  ra- 
cines positives  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de  signe  quelle 
présente;  et  le  nombre  des  racines  négatives  est  au  plus  égal  au  nombre 
des  variations  de  signe  que  présente  la  transformée  qui  résulte  dé  la 
substitution  de  — \àla  place  de  x  dans  V équation  proposée, 

316.  Conséquence.  —  Toutes  les  fois  qu'une  équation  n'a  que  des 
racines  réelles  et  qu'elle  est  complète ,  le  nombre  des  racines  positives 
est  égal  au  nombre  total  des  variations ,  et  le  nombre  des  racines  néga- 
tives, au  nombre  total  des  permanences,  " 

En  effet,  soient  m  le  degré  de  l'équation,  n  le  nombre  des  variations 


D  Voyez  le  Journal  de  Crelle,  tome  III,  page  1,  et  le  BuUeUn  des  Sciences 
de  Férussac^.txme  IX,  page  353. 
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de  signe  qu'elle  présente^  et  jo  le  nombre  des  permanences;  oq  a 
nécessairement  m  =  ti  -{-  />.  Soient  d'ailleurs  n'  le  nombre  des  racines 
positives,  et  p'  te  nombre  des  racines  négatives  :  on  a  encore 
m=n'  -{-p'yd 'où  l'on  déduit 

Or  on  vient  de  voir  que  n'  ne  peut  être  >  n,  et  qnep'  ne  pçut  pas 
être  >  p;  donc  il  faut  que  l'on  ait  w'  =  n  et  p'=p. 

M  ^ 

3!  7.  Remarque.  —  Lorsqu'une  équation  manque  de  quelques 
termes,  on  peut  souvent,  au  moyen  de  la  règle  précédente^  recon- 
naître la  présence  de  racines  imaginaires. 

Soit,  par  exemple^  l'équation 

x^'{'px-\'q=iOj 

p  eiq  étant  essentiellement  positifs.  Rétablissons  le  terme  qu»  man- 
que ,  en  rafTectant  du  coefficient  it:  o  ;  il  vient 

a?' ± o .  a?*  + /'^  +  ?=  0. 

En  n'ayant  égard  qu'au  signe  supérieur,  on  ne  voit  que  des  per- 
manences, tandis  que  le  signe  inférieur  donne  deux  variations.  Cela 
prouve  que  l'équâtion  a  des  racines  imaginaires;  car  si  ses  racine^ 
étaient  toutes  trois  réelles  ,  il  faudrait ,  en  vertu  du  signe  supérieur, 
qu'elles  fussent  toutes  trois  négatives,  et,  en  vertu  du  signe  infé- 
rieur, qtfil  y  en  eût  deux  positives  et  une  négative ,  résuUats  contror 
dicfoires. 

On  ne  peut  rien  conclure  si  l'équation  est  de  la  forme 

ar' — pX'\-qz=zo; 

car,  opérant  comme  au  n*"  315,  rétablissons  le  terme  ±o.x^;  il 
vient 

x^±o.x* — px-{-q=zOf 

équation  qui  présente  une  permailence  et  deux  variations ,  soit  que 
l'on  prenne  le  signe  supérieur,  soit  que  Ton  prenne  le  signe  inférieur. 
Ainsi,  cette  équation  peut  avoir  ses  trois  racines  réelles,  savoir, 
deux  positives  et  une  négative  ;  ou  bien  efle  a  deux  racines  imagi- 
naires et  une  négative,  puisque  son  dernier  term«  est  positif  (n""  314]. 

Passons  actuellement  à  l'exposition  des  diverses  méthodes  de  ré-  -^ 
solution  des  équations  numériques. 

i  II.  -  RECHERCHE  DES  RACINES  COMMENSURABLES  DES  EQUATIONS 

NUMÉRIQUES. 

318.  Les  racines  réelles  coramen'surables  doivent  être  l'objet  des 
premières  recherches.  Ces  racines  peuvent  être  entières  ou  fraction- 
mires. 

Alg.  J5.,  11*  éd.  25 
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Obsertcms  d'abord  qud  tmU0  équation  dont  te  premier  terme  a  poi& 
toifieieni  l'umié^  0i  dani  imt$  le$  mtreê  coefficients  sont  des  nombres 
entiers ,  ne  peut  avoir  pour  racines  comPiênsurables  que  des  nombres 
entiers. 

En  effet,  soit  Téquaiion 

dans  laquelle  P,  Q, .  ^ .  ,  T,  U  ^6pi  des  nombres  entiers;  et  snppo- 
«ûxtô  qu'elle  puisse  avoir  pour  racine  un  nonibre  fraetioiiûaire  eom- 

ntehsUrable  tel  que  -r ,  nous  obtiendrons',  par  la  substitution, 

3S  +  P^i^+Qj;;^  +  --'+T-  +  U=o; 
d*où,  multipliant  toute  Téquâtion  par  ft^*,  et  transposant, 

^  =  —  ?ar-^  —  Qa*^**— . .  .  —  Ta6«-«  —  Vb'^K 

0 

Or  le  second  tnembre  de  'cette  égalité  se  compose  d^une  suite  de 
nombres  entiers ,  tandis  que  le  premier  membre  est  essentiellement 
fractionnaire  :  car  «  et  i  pouvant  toujours  être  supposés  premiers 
rntre  eux ,  il  on  est  de  mêm^î  (A/n'M.,  n"  1 .10)  de  a*"  et  ô;  donc  cette 
(égalité  ne  saurait  exister.  Donc  il  est  impossible  qu^aucun  nombre 
frnctîonnaîre  commcnsurable  satisfasse  à  l'équation. 

Cela  poeé,  on  a  vu  (n°  265)  comment,  étant  donnée  une  équation 
dont  les  coefficients  sont  rationnels ,  mais  fractionnaires,  on  peut  la 
transformer  en  une  autre  dont  les  coefficients  soient  entiers,  son  pre- 
mier terme  conservant  d'ailleurs  Tunité  pour  coefficient.  Ainsi ,  dès 
que  Ton  aura  établi  une  méthode  pour  trouver  les  racines  entiàpes 
d'une  équation  à  coefficients  entiers,  le  pi^emier  terme  aymt  d'ailleurs 
Vimité  pour  coefficient,  il  sera  ensuite  facile  d'obtenir  les  racines 
oommrnsumbles  (entières  ou'  fractionnaires)  de  toute  équation  à 
coefficients  quelconques ,  mais  rationnels. 

3t9.  A  cet  effet,  rejn^enons  Téquatiou  igénérale 

P,  Q,  . .  . .  R,  S,T,  U  étant  des  nombres  entiers,  (Pour  Pexporition 
de  la  méthode ,  il  faut  néce.ssairement  écrire  les  quatre  ou  cinq  der- 
niers termes.) 

Désignons  par  a  un  nombre  entier,-  positif  ou  pégatif,  qui -doit 
vérifier  Téquation,  et  cherchons  à  quelles  conditions  ij  doit  satisfaire 
pour  en  être  racine.  ^ 

,  Si  a  est  racine,  on  doit  avoir  Inégalité 

a**  +  Pa«»-*  +  .,,-|.Ra«+Sa?-}-Ta+U  =  oj        (i) 
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donc»  si  Y  on  remplaçait  a  par  tous  les  nombres  entiers  positifs  et  né- 
gatifs compris  entre  les  limites  -|-L  et  -— L'  (if  310)  des  racines 
positives  et  négatives,  ceux  qui  vérifieraient  Tégalité  ci-dessus  seraient 
reconnus  racines.  Mais  en  conçoit  combien  ces  essais  seraient  longs 
et  pénibles;  on  a  donc  cherché  à  déduire  de  Fégalité  (i),  qui  est 
une  condition  nécessai'^e  et  suffisante ,  d'autres  conditions  plus  simples 
à  vérifier. 

Transposons  tous  les  termes,  excepté  le  dernier,  et  divisonfs  par 
a  'y  Fégalité  (i)  se  trouvera  mise  sous  la  forme 

"-  =  — a**-*— Pa"*-*— .  .._Ra«_Sa-^T,  fa) 

a  ^  ' 

Or  le  second  membre  de  cette  nouvelle  égalité  est  un  nombre  entier; 

U 
donc  il  faut  que  —  soit  un  nombre  entier.  Amsî,  déjà  les  racines  en-- 

tièr^$  4e  réqmtùm  sont  comprises  parmi  les  diviseurs  du  dernier 
terme ,  pris  tant  avec  le  sigfne  -|-  quaveç  le  signe  — . 

Transposons  actuellement,  dans  Fégalité  (a)>  le  terme  -^T^  et  dî- 
visons  par  a,  en  posant^  pour  plus  de  simplicité, 

« 

H-LTssr;    il  vient 
a 

T 

-=  — a«^«— Fa"»-»  — .,,  — Rar-S.  (3) 

a   '  ,  . 

Le  second  membre  de  Fégalité  (3)  est  un  nombre  entier;  donc  il 

T'  U  ^ 

faut  que  —,  on  fe  quotient  de  la  division  de  — j-T  par  a,  soit  un 

nombre  entier^  ^ 

Transposons  de  nouveau  le  terme  — S,  et  divisons  par  a,  en  po* 

sant — |-S  =  S':  il  vietit 

a  ^ 

S' 
,     ~=s  — a«^»  — Ea«^— ....  — H.  (4) 

Le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier;  donc  il 

S'  T 

faut  que  ^^  o\yle  qmOent  de  ta  division  de  — |-  S  par  a»  soit  un 

'  c*  «,  a  < 

novabre  entier.  • 

En  continuait  ainsi  de  transposer  dans  le  premier  membre  tous  les 
termes  du  second,  on  parviendra,  après  la  (w  —  i )»•*»*  transforma- 

tion,  à  une  égalité  de  la  forme  —  =s  ~  a  —  P. 


\ 
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Transposant  enlin    le   terme  — P,  dîvisuit  par  a,    et  posant 

0' 

—  +P=F,  ontiouve 

a 

•       F  P  , 

—  ^ — I,    ou    — ^i=a 

a  a 

Cette  égalité,  qui  n'est  d'ailleurs  qu'âne  transformée  de  l'éga- 
lité (i)  esf  /a  dernière  condition  à  laquelle  il  foui  et  il  su/fU  que  le 
nombre  entier  a  satisfasse  pour  être  reconnu  racine. 

En  rapprochant  les  conditions  précédentes,  on  peut  ocmcliure  que, 
pour  qu'un  nombre  entier  a,  positif  ou  négatif,  soit  racine  de  Téqua- 
tioid  proposée,  il  dut  : 

Que  le  quotient  du  dernier  terme  divisé  par  a  soit  entier; 

Que  si  Ton  ajoute  à  ce  quotient  le  coefficient  de  x*  (pris  arec  son 
signe;,  le  quotient  de  cette  somme  divisé  pco'  a  soit  entier; 

Que  si  Ton  ajoute  à  ce  nouveau  quotient  le  coefficient  de  x^^  le  quo- 
tient de  cette  nouvelle  somme  divisée  par  a  soit  entier;  et  ainsi  de 
suite; 

Qu'enfin ,  si  l'on  i^oiite  le  coefficient  du  second  terme  de  l'équa- 
tion, ou  de  af^\  an  quotient  précédent,  le  quotient  de  la  funâelU 
somme  divisée  par  a  soit  entier  et  égal  à  —  i  ;  ou  bien  encens,  que  le 
résultat  de  Vaddition  de  l'unité  ou  du  coefficient  de  x*  au  quotient 
précédent  soit  égal  à  o. 

Tout  nombre  qui  satisfera  à  ces  épreuves  réunies  sera  racine,  et 
ceux  qui  manqueront  à  quelqu'une  d'elles  devront  être  rejetés. 

3M.  Afin  de  déterminer  à  la  fois  toutes  les  racines  entières  d'une 
équation ,  voici  la  marche  qu'il  convient  de  suivre  : 

Après  avoir  déterminé  tous  les  diviseurs  du  dernier  terme  (Arith., 
n*  J44),  on  écrit  sur  une  même  ligne  horizontale  et  tant  avec  le  signe  + 
qu'avec  le  signe — ,  les  diviseurs  compris  entre  les  limites  -{-Let  — U, 
puis^  au-dessous  de  ces  diviseurs,  les  quotients  du  dernier  terme  divisé 
par  chacun  d'eux. 

On  ajoute  ensuite  à  chacun  des  quotients  le  coefficient  de  x*,  ce- qui 
donne  des  sommes  que  Von  place  au-dessous  des  quotients  qùi'leur  cor- 
respondent; puis  on  divise  ces  nouvelles  sommes  par  chacun  des  divi- 
seurs ,  ce  qui  donne  des  quotients  que  l'on  écrit  au-dessous  des  sommes 
correspondantes  (on  a  le  soin  de  rejeter  les  quotients  fractionnaires  et 
ks  diviseurs  qui  ont  donné  ces  quotients]  ;  et  ainsi  de  suite. 

Observons  en  outre  que,  si  quelques  termes  manquent  dans  Féquâ- 
tion  particulière  proposée,  il  faut  en  tenir  compte,  en  regardant 
chacun  de  leurs  coefficients  comme  égal  à  o. 

Enfin,  il  est  inutile  d'appliquer  la  méthode  aux  diviseurs  -)- 1  et 
^  1 ,  parce  que  leur  substitution  dans  Téquation  réduit  le  premier 
membre  à  la  série  des  coefficients;  et  il  est  facile  de  s'assurer  direc- 
tement si  ces  deux  nombres  satisfont  ou  ne  satisfont  pas  à  l'équation. 
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Soit,  pour  premier  exemple,  Téquation 

ar*  —  â?'^  —  i3a?* -[- i6aî  —  48  =  o. 

La  limite  supérieure  Jes  racines  positives  de  cette  équation  est 
i5  +  1  ou  14.  [On  ne  considère  pas  ici  le  coeflBcient  48,  parce  que, 
les  deux  derniers  termes  revenant  à  ïi5  {x—  3),  dès  que  Ton  fait 
ar>  3,  cette  partie  est  essentiellement  positive.]  ^ 

On  trouverait  d'ailleurs  (n**  310),  pour  la  limite  supérieure  des  ra- 
cines négatives ,  —  (1  4-  \^  ly  o^  —  8. 

Cela  posé',  les  diviseurs  de  48  moindres  que  14  sont  1,  a,  3,  4)  6^, 
3^  la  :  d'ailleurs  aucun  des  deux  nombres  4~  ^^  —  1  ^^  satisfait  à 
réquation;  car  le  Qoefficient—  4^  ^^t  à  lui  seul  numériquement  plus 
grand  que  tous  les  autres  réunis.  Ainsi ,  Ton  ne  doit  soumettre  aux 
épreuves  que  lès  diviseurs  positifs  compris  depuis  2  jusqu'à  la,  et  leà 
diviseurs  négatifs  compris  depuis  —  2  jusqu'à  —  6. 

Voici  le  tableau  des  calculs,  d'après  la  marche  indiquée  : 

la,        8,       6,        4,        3,         a,—    2,—   3,—   4,—   6 

—  4,—  6,  — 8,  — 12,  — 16,  — a4,  +  24,  +  i6,+.i2,+' 8 
+  ia,  +  io,  +  8,+  4,  ,  G,—  8,  +  40,  +  32,  +  a8,  +  24 
+    h        »^      -»5+    1?        0,^   4.  — ao,        )),—   7,-4 

—  12,        »,      »,  —  12, —  i3, —  17, — 33,        »,  —  20,  —  17 

—  1,        »,      », —  3,        »,,        »,        »,        »^+    5,        » 

—  a,        »,      »,—   4,        »,        »,'      »,        »,+   4,        » 
»,        »,      », —   1,        »,        »,        »,        », —  .1,        » 

La  première  ligne  est  celle  des  diviseurs;  la  seconde,  celle  des 
quotients  de  la  division  du  dernier  terme,  — r  48,  par  chacun  des  di- 
viseurs. -     ♦ 

La  troisième  est^  la  b'gne  des  quotients  que  l'on  vient  d'obtenir, 
augmentés  du  coefficient  +  16  de  la  proposée,  et  la  quatrième^  celle 
des  quotients  de  ces  sommes  divisées  par  chacun  des  diviseurs; 
cette  seconde  condition  exclut  d'abord  les  diviseurs  +  8,  +  6^  et 
—  5.    '  ,  - 

La  cinquième  est  la  ligne  de"s  quotients  précédents  augmentés  du 
coefficient  —  1 3  de  la  proposée,  et  la  sixième  celle  des  quotients  des 
nouvelles  sommes  p^r  chacun  des  diviseurs;  cette  troisième  condition 
exclut  les  nouveaux  diviseurs  3,  a,  —  a,  et  —  6. 

Enfin ,  la  septième  est  la  ligne  des  troisièmes  quotients  augmentés 
du  coefficient. —  1  de  la  proposée,  et  Ja  huitième  celle  des  quotients 
des  dernières  sommes  par  chacun  des  diviseurs.  Il  n'y  a  que  les  |di- 
viseurs  +  4  ^t  —  4  qwi  donnent  —  1  ;  donc  -^f-  4  ^t  —  4  sont  les  seules 
racines  entières  de  la  proposée. 

En  effet,  si  l'on  divise  x^  —  x^ —  i3a;'  +  16a?  —  4^  par  le  produit 
[x  —  4)  (^  +  4)  )  ou  x^  —  16,  il  vient  pom*  quotient  x^  —  x-\-  3 ,  po- 
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lynôme  qui^  égalé  à  zéro^  donne 

ar  =  -db-^ — ii. 
a       a 

Âinsi^  les  quatre  racines  sont  4f  —  4^  et  -  it  -y —  1 1 . 

2       a 

321.  Remarque.  — Cc^me,  dans  les  applications  de  kr  méthode, 
on  peut  commettre  quelques  erreurs  d^addition  ou  de  division,  et 
laisser  ainsi  échapper  quelques  racines,  il  est  convenable,  après  av(»r 
divisé  le  premier  membre  de  la.  proposée  par  chacun  des  facteurs  du 
premier  degré,  correspondant  aux  racines  déjà  obtenues;  il  est  caa- 
venabltB,  dis-jc,  d'appliquer  de  nouveau  la  méthode  à  l'équation  résnt- 
teinte 9  qui  est  d'un  degré  plus  simple,  et  dont  les  coefficients  sObt 
aussi  généralement  plus  simples  que  ceux  de  la  propbsée. 

Il  y  a  même  une  circonstance  où  cette  équation  résultante  peut 
encore  admettre  des  racines  commensurables,  sans  que  Ton  ait 
commis  aucune  erreur  :  c'est  lorsque  la  proposée  renferme  des  ra- 
cines égales  commensurables»  Comme  la  méthode  des  racines  égaies 
est  plus  compliquée  que  celle  des  racines  commensurables,  il  faut 
toujours  >  une  équation  numérique  étant  donnée  >  commencer  par  la 
soumettre  à  la  méthode  des  racines  €on:mensur£d)les.  Or  ceUe-ci  suffit 
biéti  pour  obtenir  les  racines  différentes,  mais  elle  n'indique  pas  si 
une  même  racine  n'entre  qu'une  fois  ou  se  trouve  plusieurs  fois  dans 
Ja  proposée.  On  peut  s'en  assurer  de  deux  manières  :  ou  bien  en  sou- 
mettant de  nouveau  à  la  méthode  Téquation  qui  résulte  de  la  sup- 
pression des  racines  déjà  mises  en  évidence;  ou  bien  en  essayant  la 
division  du  premier  membre  de  cette  équation  par  les  facteurs  du 
j)remier  degré  qui  correspondent  aux  racines  trouvées. 
.  Soit^  par  exenlple ,  Féquation 

a?*  —  i5ar*-f67a?' — ïyix*  -{-iii6x  —  ïoS  —  o. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  celte  équation  est  i3, 
d'après  la  décomposition  (rf  308);  d'ailleurs,  elle  n'a  pas  de  racines 
négatives,  puisque  l'équation  ne  présente  que  des  variations  de  signe 
(n°3ll). 

Les  diviseurs  de  io8,  au-dessous  de  1 3,  sont 

1,  a,  3,  4,  6,  9,  12. 
D'ailleurs ,  +  ^  ï^g  satisfait  pas  à  l'éqUation,  car  on  trouve  —  8.  pour 
résultat  de  la  substitution  de  -j- 1  ;  ainsi,  a,  3, 4»  6>  9>  i  ^  sont  les  Bùuh 
nombres  à  soumettre  aux  épreuves. 

On  reconnaît,  par  l'application  de  la  méthode ,  que  3  et  a  sont  ra- 
dnes  de  la  proposée. 

Effectuant  la  division  du  premier  membre  de  cette  équation  par 
{x  —  3)  [x —  a),  ou  X* — 5x  +  6,  on  trouve  pour  quotient,     "^ 

a:'  — 8«?*-|-  aia?  — i8  =  o, 


X  / 
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qm,  Èôumîse  elle-même  à  la  méttiode ,  sfe  trouve  avoir  encore  -f  S  et 
4- 1  pOttr  racines.  '   ^         . 

Divisant  cette  dernière  équation  par  x^ — 5a: +6,  on  obtient 
a?~3  =  o^  d'où  a?  =  3;  ainsi,  la  proposée  peut  se  mettre  sous  la 
forme  [x — "S)*  {x  —  2)*  =  0. 

N.  <B, — Nous  ajouterons  que  si^  après  avoir  reconnu  qu'un  nombre 
entier  a,  positif  ou  négatif,  satisfait  à  l'équation >  et  après  avoir  di- 
visé le  dernier  terme  U  par  a ,  on  obtient  un  quotient  qui  ne  soit  plus 
divisible  par  a,'  c'est  que  cette  racine  n'«ntre  qu'une  fois  dans  l'équa- 
tion proposée.  . 

322.  Règle  d'exclusion. — Lorsque  le  nombre  des  diviseurs  du  dciv 
nier  terme,  qui  se  trouvent  compris  entre  les  deux  limites  -j-  L  et 
—  L',  est  très-grand,  on  peut  restreindre  le  nombrqdes  essais  par 
une  règle  d'un  usage  facile.     ^  -  " 

Soit  l'équation  ^"^  +  Fx"^'^  +  Qx*^-'-  +  . . .  +  T^  +  U  =  o ,  dcias 
laquelle  nous  supposons  toujours  que  les  coefficients  soient  eiitiers. 

On  sait  que ,  a  étant  racine  de  cette  équation,  son  premier  membre 
est  divisible  par  x  —  a;  ainsi  ^  Voa  a  l'identité 

x^+?x'^'  +  ...+Tx+V=(x—ct)  [x'^}+Faf^-^+..  +rx+U), 

F,  Q',  ...,  r,  U'  étant,  d'après  la  loi  de  formation  du  n**  238,  des 
nombres  entiers  aussi  bien  que  a,  P,  Q,..»,  T,  U.  Cela  posé, 
comme  l'équation  précédente  doit  se  vérifier,  quel  que  soit  x^  faisons 
x=i;  il  vient 

1 — û 

Le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier;  donc  il  doit 
ea  être  de  même  du  premier  membre.  Ainsi  a ,  étaiH  un  2M)mi)re  en- 
tier positif  ou  négatif,  ne  peut  être  racine  qu'autant  que  (1  —  a)  ou 
plutôt  (a- —  1)  divise  le  résultat  de  la  substitution  de  -{- 1  dans  la pt^Or 

posée. 

On  prouverait  de  même,  en  faisant  .77  =  —  f,qae^ — (1  -^l:)  ou 
(a 4-  1)  doit divistr  le  t^mltoi  de  la  substitution de^iy  d'où  la  règle 
suivante  : 

Substituez  suœèssivemeni  +  i  et  —  1  dans  la  proposée ,,  et  désignez  ' 
par  M  et  M' les  valeurs  numériques  des  résultats  de  cette  double  sub- 
stitution. 

(Si  l'un  des  résultats  était  o,  auquel  cas  -f  1  W  —  i  serait  mcine^ 
il  faudrait  commencer  par  supprimer  celte  racine  dans  la  proposée 
avant  d'appliquer  la  règle.)  ^         ,  ^ 

i*.  Tout  diviseur  positif  du  dernier  terme ,  qui ,  diminué  de  i,  ne 
divise  pas  M,  et  qtdy  augmenté  de  i^ne  divise  pas  M'^  doit  être  rejeté. 
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2®.  Tout  diviseur  mgatif  dont  la  valeur  numérique  y  augmentée 
de  i ,  ne  divise  pas  M,  et  diminuée  de  i^ne  divise  pas  M',  doit  être 
rejeté. 

Afin  de  mettre  plus  facilement  en  évidence  ces  deux  caractères 
d'exclusion,  il  convient  de  décomposer  d'abord  les  deux  résultats  M 
et  M'  dans  leurs  diviseurs  [Arith, ,  n"  144). 

Soit,  pour  exemple,  proposé  de  déterminer  les  racines  commen- 
surables  de  l'équation 

a;*  —  5a?*  —  37a?*  +  257a? —  36o  =  o. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation  est 

37  +  1  ou  38  ,  parce  que  257 ;r —  36o  revient  à  257  ix —  j  ;  la 

limite  supérieure  des  négatives  est  —  (  1  -|-  v36o)  ou  —  20.  Les  divi- 
seurs de  56o,  que  Ton,  doit  soumettre  aux  épreuves  de  la  méthode 
du  n**  320,  sont  donc 

1 ,  2,  3,  4^  5,  6,  8,  9,  10,  12,  i5,  18,  20,  24,  3o,  36, 
et 

—  I,  —  2,  — 3j— 4,  — 5,  — 6,  — 8,  —  9,—  10,  —  12,  — 15,— 18; 

le  résultat  de  la  substitution  de  +  1  dans  la  proposée  est,  en  faisant 
abstraction  du  signe,  144  ou  2^ .  3';  le  résultât  de  la  substitution  de 

—  1  est  648  ou  2* .  3*. 

Cela  posé ,  passons  d'abord  en  revue  les  diviseurs  positifs,  à  partir 
de  36 ,  qui  est  le  plus  grand. 

56  —  1 ,  ou  55  =  7  X 5,  ne  divise  pas  144  qui  est  égal  à  a*  .3*; 
ainsi ,  56  doit  être  rejeté. 

On  rejettera,  par  la  même  raison,  3o,  24,  20, 18,  i5,  12* 

10  —  1 ,  ou  9 ,  divise  144  J  ^^is  10  +  1 ,  ou  1 1 ,  ne  divise  pas  648 
qui  est  égal  à  2'  ,3*;  ainsi,  10  doit  être  rejeté.  • 

On-reconnaîtra  encore  que  9, 8,  l3,  4  doivent  être  rejetés j  c^est-à- 
dire  que  les  seuls  diviseurs  positifs  qui  satisfont  à  la  règle  sont  5, 
3  et  2. 

Quant  aux  diviseurs  négatifs  :  18  +  1 ,  ou  19,  ne  divise  pas  i44; 
ainsi,  —  18  doit  être  rejeté.  ^ 

i5+i^  ou  16,  divise  i44îroaîs  i5  —  1,  ou  14,  ne  divise  pas  648; 
donc  — 15  doit  être  rejf  té.  '       , 

On  verrait  pareillement  que  — 12,  —  10,  —  9, — &,  —  6,  —  4  doi- 
vent être  rejetés.  Ainsi,  l'on  ne  doit  soumettre  aux  épreuvejs  de  la 
méthode  du  xf  320  que  les  diviseurs  —5,  — 3,  et  — 2.  En  appli* 
quant  la  méthode  aux  diviseurs 

+  5, +3,  +  2, —2, —3, —5,' 

on  reconnaîtra  que  5  est  le  seul  qui  remplisse  toutes  leç  conditions, 
-  et  qiij  soit',  par  conséquent^  racine  de  la  proposée. 
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.  Effectuons  la  division  par  x —  5  ;  il  vient  pour  résultat  > 

x^  —  '6yx-\-^2  =  o. 

équation  qui  ne  saurait  avoir  de  nouveau  5  pour  racine^  puisque  5 
ne  divise  pas  7a.  Ainsi ,  cette  équation  n'a  plus  que  des  racines  in* 
commeosurables  et  des  racines  imaginaires. 

323.  Voici  de  nouveaux  exercices  : 

1"  ar*  —  5x^-\-25x — 21=0, 

{x — i)(x — 5)  (x*— a:  — 7)=o; 
20-  i5ar» — iQX^-}-6x^'{'i5x* — i9X  +  6==o, 

{5a?. —  2)  {5x  —  3J  {x+  1)  {x*  —  x+  i)  =  o; 

3*         9a:®  +  3ox'  +  22a:*+  lox^  -{-  lyx^  —  20X  -^  ^=  0 , 

(ar4-2)»(3a?— i)«(x«+i)  =  o. 

[Pour  résoudre  les  deux  dernières  équations,  il  faut  d'abord  faire 
disparaître  le  coeflScient  du  premier  terme,  d'après  la  règle  du  n**  265  ; 
appliquer  ensuite  la  méthode  du  n°  320  aux  deux  transformées;  et, 
après  avoir  obtenu  les  racines  entières  de  ces  transformées,  substi- 

tuer  dans  l'équation  ar=  |,  qui  a  sei'vi  à  la  transformation,  les  va-- 

leurs  des  racines  obtenues.] 

324.  Ce  qui  précède  suffit  pour  la  détermination  des  racines  corn- 
jnensurables  de  toute  équation  numérique  dont  les  coefficients  sont 
rationnels,  entiers  ou  fractionnaires >  (Cependant  nous  observerons 
qu'il  y  a  des  questions  dont  les  énoncés  conduisent  à  des  équations 
de  degré  supérieur,  et  qui,  par  leur  nature,  n'admettent  que  d«s 
nombres  entiers  pour  solutions;  c'est-à-dire  que  toute  solution  frac- 
tionnaire commensurable  ou  incommensurable  doit  être  regardée 
comme  tout  à  fait  étrangère  à  la  question. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  déterminer  ta  base  du  système  de 
numération  dans  lequel  le  nombre  2147  (sjstème  décimal)  serait  re- 
présenté par  l'ensemble  des  chiffres  32042  (système  cherché). 

Soit  X  la  baae  inconnue;  les  termes  2,  /\x,  o.x*,  2J?',  3a?* 

exprimeront  les  valeurs  relatives  des  chiffres    2,  4,    o,       2,     3     ^ 
du  nombre  32042.  Ainsi ,  Ton  a  l'équation 

5x*  +  2a:*-f  0.5:' +  4^^+2  =  2147, 
ou  bien        '       3jc*  + 2a?'  +  4a? — 2145  =  0, 

à  résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs;  car  x  doit  être,  par  sa  na- 
ture, un  nombre  entier  absolu. 

Or,  pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  méthode  exposée  n*  320  pour 
trouver  les  racines  entières  d'unfe  équation  dont  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  est  l'unité,  on  verra  qu'elle  est  également  applicable  au 
cas  où  le  coefficient  d,u  premier  terme  est  un  nombre  entier  quel- 


conque;  la  setde  dtfféreneêy  si  l'équation  est,  par  exemple,  de  la 
forme 

Consiste  ei\  ce  que,  quand  an  est  parvenu  à  la  dernière  des  œnditùms 
que  comporte  la  méthode ,  le  réstdtat^  au  lieu  d'être  ég/ai  o  —  i ,  doit 
êtraégalà  —  A. 

On  peut  d'ailleurs  démontrer  directement  la  méthode  en  reprenant 
sur  réquation  précédente  les  transformations  et  les  faisonnemenls 
qui  ont  été  faits  au  ii'  319. 

Ainsi ,  pour  trouver  Its  racines  commensurables  entièreê  d'une  équa- 
tion dont  le  premier  terme  a  un  coefficient  différent  de  l'unité ,  il  est 
inutile  d'avoir  recours  à  la,  disparition  de  ce  coefficient,  transforma* 
tion  qui  (n**  265)  a  l'incojivénient  de  conduire  à  une  équation  dont  les 
coefficients  sont,  en  général ,  très-grands. 

D'après  e^a ,  recherchons  les  racines  entières  de  réqUfttion     « 

5a:*  4"  23?' -f- 4^  —  2145  =  0. 
La  limite  supérieure  dek  racines  positivés  est.  (n*"  307) 


1  + 


1  4-  \/7i5=  1+6=^:7. 


Le  nombre  2145  est  décomposable  [Arithmétique ,^n°    144)  en 
5x5xnXîS;  ainsi,  îl  n'y  a  lîeu  à  essayer  que  les  nombres 

o  ex  d  •  .  D  f         o  y 

—4^9,  — 715, 

—  4a5,  — 711, 

—  85,  —  237, 

—  17,—   7a» 

—  »5,—   77, 

—  3,  •       ». 

Le  seul  nombre  5  donne,  pour  dernier  résultat,  — 5,  ou  le  ooef- 
Scient  du  premier  terme,  pris  en  si^e  contraire;  donc  einq  est  la 
base  du  système  cherché. 

En  effet,  32049 >  ^^^^  ^^'^  ^^  s^sièwe  quinaire ^  équivaut,  d4ia$  le 
Système  décimal,  à  - 

3x5*-|-2X5«  +  oX5*  +  4X5-f  », 
ou ,  en  effectuant,        3  X  625  +  2  X 1 25  +  4  X  5"+  2  =  2147- 

On  peut  s'exercer  sur  les  exemples  suivants.  \Z)é^erm2ne;'.* 

1°.  La  base  du  système  de  numération  dans  lequel  7329  (système 

décimal)  est  représenté  par  5563  {système  cherché),  [x  =  onze,] 
2°.  La  base  du  système  dans  lequel  81479  (système  décimal)  esi 

représenté  par  456556  (système  cherçlié).  [x=fsept.]  (*) 


n  V^otr  la  note  VI  à  la  fin  du  volume. 


^4...L.'.. 
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Recherche  des  diviseurs  commemurables  du  second  degré. 

328.  Observations  préliminaïres.--^  Là  méthode  des  racines  Côm- 
mensurables,  exposée  n°  320,  est  aussi  appelée  méthode  des  diviseur^ 
commensurables  du  premier  degré,  parce  que,  connaissant  une  racine 
€ommensurable,  entière  ou  fractionnaire,  d'une  équation,  on  peut 
(n**  238)  diviser  le  premier  membre  par  le  facteur  du  pl*emier  degré 
en  Xy  correspondant  à  cette  racine;  et  les  coeflficîeûts  de  ce  facteur 
sont-tiécessairement  commensurables  eux-mêmes. 

Lorsqu'une  équation  numérique  est  débarrassée  de  ses  diviseurs 
commensurables  du  premier  degré ,  Féquation  résliltànte  n'a  plus  que 
des  racines  réelles  incommensprables  et  des  racines  iiftaginaires;  maïs 
on  conçoit  que  plusieurs  des  facteurs  du  pi'emier  degré  qui  corres*- 
pondent  à  ces  racines ,  quoique  ayant  des  coefficients  incottinrtenstt- 
rables ,  peuvent  fort  bien,  par  leur  combinaison  deux  à  dejix,  donner 
naissaiice  à  des  produits  dont  les  coefficients  soient  rationnels  î  c'«st 
ainsi  que 

(x —  1  +  v^ — 5)  [x —  i  —  s/ — 5)=x*  —  iiX'\-6. 

Or,  »  Ton  avait  quelque  moyen  de  découvrir  ^  dans  une  équation^ 
les  diviseurs  commensurables  du  second^egré,  en  les  égalant  à  zéro, 
on  en  déduirait  des  racines  de  réquation  (o^oposée;  et,  de  plus,  on 
les  obtiendnût  60us  leur  véritable  forme. 

Nous  allons  voir  coaaament  les  principes  de  l'élimination  et  la  mé^ 
thode  du  n""  320  conduisent  à  ce  but. 

.  326.  Soit  X  ±=0  une  équation  débarrassée  de  ses  diviseurs  com- 
meiisu^ables  du  premier  degré. 

Désignons  par  ar*  +;>arrh  y  «n  quelcx)nqne  ^es  diviseurîs  du  se- 
cond degré  de  X;  p  «t  ç'  sont  deux  indéterminés  àoni  il  faut  tâcber 
d'ebtenît  les  valeurs  tn  nommes  commensurables^  s'il  est  possible. 

Pour  cela,  divisons  X  par  x*  +  px4-q;  et  concevons  que  l'on  ûit 
poussé  l'opération  jusqu'à  ceqi/on  soîi  parveim  à  un  reste  du  premier 
degré  en  x,  de  la  forme  Mx  +  N ,  M  et  N  étant  des  indéterminées 
fonctions  de  ©et  de  q.  En  égalant  ce  reste  à  zéro ,  on  établira  la  con- 
dition que  a?* +P3?-|-^  devienne  diviser  exact  de  X.  D'ailleure, 
cette  division  doit  être  possible  indépendamment  de  toute  valeur  ^ai^ 
ticulière  attribuée  à  x;  donc,  en  vertu  du  principe  du  n«>  480  sur  les 
équations  identiques ,  l'équation  Mx  4-  N  s^  partagem  nécessairement 
en  deux  autres, 

M  =  o,  N  =  o,    ou  bien    F(p,g')  =  o,  F'(p,  q)  =  o. 

Cela  posé,  la  question  se  réduira  à  trouver  (en  ûombres  commen- 
sittables)  tous  les  systèmes  de  valeuns  de  p  et  de  f  {»r6pres  à  vérifier 
ces  deux  équations. 
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On  commencera  par,  former^  d'après  la  méthode  exposée  au  n*  269, 
r équation  finale  en  q,  à  laquelle  on  appliquera  la  méthode  des  racines 
commensurabies  (  n*'  320  ).  Après  avoir  obtenu  toutes  les  valeurs  ration- 
nelles de  p,  on  les  substituera  (n**  270)  dans  le  reste  du  premier  deg^ 
par  rap/fort  à  q ,  lequel  reste  ^  égalé  ensuite  à  zéro,  donnera  les  valeurs 
rationnelles  de  q,  correspondant  aux  valeitrs  de  p  déjà  trouvées.  Enfin  y 
Von  substituera  chacun  des  systèmes  de  valeurs  de  p  et  de  q  dans  le 
trinôme  x'  +  P^^  H~  ^  >  ^^  ?^*  donnera  autant  de  diviseurs  commensu- 
rabies du  second  degré. 

Il  est  évident  que  Téquation  finale  en  7)  doit  être  d'un  degré  mar- 
qué par  m  ( j  ,  m  étant  le  degré  de  l'équation,  puisque  c'est 

l'expression  du  nombre  total  des  diviseurs  commensurabies  ou  in- 
comHiensurables du  second  degré.  D'après  cela,  on  peut  juger  com- 
bien cette  piéthode ,  facile  en  théorie ,  est  compliquée  dans  la  pratique. 
Aussi  l'usage  en  est-il  peu  fréquent. 

V  On  voit  assez  ce  qu'il  faudrait  faire  pour  obtenir  les  diviseurs  com- 
mensurabies du  troisième,  quatrième, . .  .degré;  mais  ces  dernières 
questions  ne  sont  d'aucune  utilité  {*). 

§  ni.  -  RECHERCHE  DES  RACINES  RÉELLES  INCOMMENSURABLES. 

Lorsqu'on  a  débarrassé  une  équation  de  tous  les  diviseurs  du  pre* 
mier  degré  qui  correspondent  à  ses  racines  <5bmixiensui^ables ,  l'équa- 
tion résultante  n'admet  plus  que  des  racines  ré?/te  incommensurables 
et  des  racines  imaginaires. 

,  La  véritable  forme  des  racines  réelles  incommensurables  d'une? 
équation  d  un  degré  quelconque  restera  inconnue  tant  qu'on  n'aura 
pas  de  méthode/générale  pour  résoudre  les  équations  algébriques  de 
degré  supérieur.  Mais  si  la  détermination  de  leur  forme  est  encore  un 
problème  à  résoudre,  il  n'en  est  pas  ainsi  de  la  valeur  numérique  de 
chacune  de  ces  racines;  et  il  existe  des  méthodes  pour  les  obtenir 
avec  tout  le  degré  d'approximation  qu'on  peut  désirer. 

Pour  plus  de  siniplicité,  nous  diviserons  cette  théorie  en  deux  par- 
ties :  dans  la  première ^  nous  supposerons  que  la  proposée  soit  telle 
qu'uNE  SEULE  racinc  réelle  puisse  être  comprise  entre  deux  nombres 
entiers  consécutifs;  et,  dans  la  seconde,  que  deux  nombi'es  entiers 
consécutifs  puissent  comprendre  plus  d'une  racine. 

Première  partie.  — JCas  où  une  seule  racine  réelle  peut  être  comprise 
entre  deux  nombres  entiers  consécutifs. 

[Nous  admettrons  encore ,  dans  tout  ce  qui  va  suivre ,  que  l'on  ait 


(*)  Dans  une  des  Notes  placée  à -la  fin  de  ce  chapitre,  nous  nous  proposons  de 
dire  quelques  mots  sur  la  décomposition  d'un  polynôme  rûtiomiel  et  entier  quel- 
conque en  ses  facteurs  premiers.  ^ 
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déterminé  les  limites  -f-  L  et  —  L',  les  plus  resserrées  possible,  en 
employant^  s*il  y  a  lieu,  la  méthode  des  décompositions  (n*  308), 
soit,  si  cela  est  nécessaire,  la  méthode  de  Newton  (n®  309).] 

327.  Recherche  de  la  partie  entière,  t—  Chacune  des  racines  incom- 
mensurables étant  nécessairement  composée  d'w»e  partie  entière  (qui 
peut  quelquefois  être-o)  ei  A^nne  partie  plus  petite  que  l'unité,  le 
premier  objet  dont  nous  avons  à  nous  occuper  consiste  à  déterminer 
la  partie  entière  de  chaque  racine. 

Pour  cela,  on  substitue  à  la  place  de  x,  dans  l'équation ,  la  suite 
naturelle  des  nombrjs  o,  i,  a,  3,...,  et  —  i,  — a,  —  3,...,* 
compris  entre  -^Let  —  L'.  Comme ,  entre  deux  nombres  substitués 
qui  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires ,  il  tombe  au  moins 
une  racine'  (n**  303)-,  il  s'ensuit  que  chaque  couple  de  nombres  qui 
donnent  des  résultats  de  signes  contraires  comprend  une  racine  réelle^ 
et  n'en  comprend  quune  seule ,  d'après  l'hypothèse  établie.  D'ailleurs,' 
la  partie  entière  de  la  racine  est  le  plus  petit  des  deux  nombres  qui 
la  comprennent.  .• 

Or  il  peut  amver  deux  cas  :  —  Ou  Ton  obtient,  par  toutes  ces 
substitutions ,  autant  de  changements  de  signe  [ou  de  couples  de  ré- 
sultats de  signes  contraires]  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  l'équa* 
tion;  et  alors  on  en  conclut  que  toutes  les  racines  sont  réelles,  — Ou 
bien ,  le  nombre  des  changements  de  signe  est  moindre  que  le  degré 
de  l'équation  ;  auquel  cas  il  y  a  autant  de  racines  réelles  que  de  chan- 
gements de  signes  ;  et  les  autres  racines  sont  imaginaires. 

Dans  les  deux  cas ,  cette  méthode  de  substitution  fait  connaître  la 
partie  entière  de  chaque  racine  réelle;  ^t  il  reste  à  déterminer  la 
partie  plus  petite  que  V unité.  *  *    ,       . 
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328.  Soit  X  =  o  ime  équation  dont  les  racines  réelles  ont  respec- 
tivement une  partie  entière  dififérente  que  Ton  suppose  avoir  été  déjà 
déterminée. 

Désignons  par  a  et  a  -|-  i  deux  nombres  entiers  qui  compriBnnent 
Tune  d'elles  :  a  exprime  alors  la  partie  entière  de.cette  racine,  dont 
il  reste  à  chercher  la  partie  plus  petite  que  l'unité. 

Pour,  cela,  dans  Téquation 

X  =  o,      ou      x*»4-Pa?"^*  +  ...+Tar  +  V  =  o, 
posons  a?  =  a  +  -;  il  en  résulte  la  transformée 

y 

A"  A'" 

Ay**  +  A'y*""*  -j y"*"*  +  — r  y"*~'  +  ...-}- 1  =  o^ 

[Pour  obtaair  cette  transformée ,  on  commence  par  remplacer  oi  ' 


dttg      ^  utrnoùn  0*A]»Hioxi|un0ii 

f0ra-\'HfCe€fai donne  (n®  262) 

A  +  A'tt-| tt*  +  ..,  +  «^  =  o, 

a 

A  désignant  œ  que  devient  X  quand  on  y  met  a  pour  x;  et  A', 
A".  .',j .  étant  des  polynômes  dénvéà.  de  A  d'après  la  loi  établie 

n"*  262;  puis  on  remet  -  pour  u,  ei  Vou  chasse  les  dénominateurs 

en  y].  .         ' 

Désignons,  pour  abréger,  par  Y=±o  cette  transformée,  qui  est 
de  même  degré  que  la  proposée ,  et  a  par  conséquent  m  racines. 

Or,  puisque  la  relation  «  =?  a  4-  -  dûit  donntr  toutes  les  yaleurs 

de  X  dès  que  Ton  connaît  les  valeurs  de  y,  et  que ,  par  hypothèse,  a 
et  a  4"  1  comprennent  une  valeur  de  x  et  n'en  comprennent  qu^une 
seule,  il  faut  nécessairement  que,  parmi  les  valeurs  réelles  de  y,  il 
y  en  ait  une  plus  grande  que  \y  et  qu'il  n'y  en  ait  qu'une  seule;  autre- 
ment, ce  serait  supposer  que  a  et  a+  i  comprennent  plus  d'une 
valeur  de  x. 
Si  donc,  dans  réquafion  Y  =  o ,  on  met  successivement  pour  y, 
,  les  nombres  entiers  i,  a ,  3 , . . .  à  partir  de  Tunité ,  on  est  certam 
^  d'obtenir  tôt  ou  tard  un  changement  de  signes;  et  les  deux  nombres 
qui  auront  produit  ce  changement  de  signe  comprendront  la  valeur 
cherchée  de  y. 
Soient  b  et  6  +  i   ces  deux  nombres;  posons  dans  T  =  o, 

y=^b  +  y;  iïen  résulte  une  transformée  Y'=;o  [quei'on  obtiendra 

par  le  moyen  indiqué  ci-dessus];  et  cette  équation,  parmi  ses  racines 
réelles ,  en  aura  encore  une  seule  plus  grande  que  i ,  que  Ton  mettra 
en  évidence  par  la  substitution  des  nombres  entiers  i,  a,  3, .  • . 
dans  Y'  =  o.. 

Soient  c  eic-\- 1  les  deux  nombres  entiers  qui ,  ayant  dû  produire 
un  changement  de  signe ,  comprennent  la  valeur  de  }/.  On  posera  ^ 

dans  Féquation  Y'  =  o,  y==:  c+  -7,^  ce  qui  donnera  la  nouvelle 

transformée  Y  ^'  =  o ,  ayant  une  seule  radne  plus  grande  que  1  • 

Soient  d  eid-^  i  les  deux  nombres  qui  la  comprennent;  on  po- 

1  ^ 

sera  de  nouveau  dans  Y"  =  0 ,  y''  =  d  +  -7,  ;  et  Fon  continuera  cette 

suite  de  transformations  aussi  loin  que  Ton  voudra. 
Rapprochons  maintenant  les  relations 


^  M  UMÀJtÔl.  8M 


il  en  résulte         x  =  a-{ 

*H — 


'^^  + 


Or  on  sait  cfaè ,  dans  une  fraction  oontinue  >  plus  on  prend  de 
fractions  intégrante?,  plus  on  approche  de  la  valeur  du  nombre 
qu'elle  représente;  et  le  degré  d'approxlmatioii  est  exprimé  (Arîtk., 

n**  1 74)  par  ^ ,  N  étant  le  dénominateur  dô  la  dernière  rédaHe. 

Ainsi  la  méthode  qui  vient^d'être  exposée  donnera  la  valeur  de  x 
avec  tel  degré  d'approximation  que  Ton  voudra. 

329.  Appliquons  la  théorie  précédente  à  Téquâtion 

x^  —  5x  —  5  =  0,  (i) 

D'abord,  les  limites  supérieures  desracmes  positives  et  des  racines 
négatives  sont ,  comme  il  est  aisé  de  le  voir>  +  3  et  —  2. 

Soient  mis  successivement  à.  la  place  de  Xy  dans  l'équation ^  les 
nombres 

—  a,    —1,    0,     -f  1,    -f-â,    -f 5; 

on  obtiendra  les  résultats 

—  1,     +1,    —3^    —7,    —5,    +9; 

et  comme  il  y  a  troiê  changements  de  signe ,  il  s'ensuit  que  1  equa-  • 
tien  a  ses  trois  racines  réelles  »  savoir  :  une  positive  comprise  entre 
2  et  3 ,  et  deux  négatives  comprises  respectivement  entre  o  et  •**- 1 ,  •' 
puis  entre  —  1  et  —  2. 
Occupons-nous  premièrement  de  la  valeur  positive. 

Posons  dans  l'équation.  (1),  a?2=a-f--; 

il  en  résulte  (n''  328)  une  équation  de  la  forme  . 

A^' 
Ay^  +  Ay +  — y+i  =  o, 
.  2 

dans  laquelle  on  a 

A      ={a)«    _5(2)*~5=r-.5, 
A'     =3(a)*-r5.  .  *  .  ,  =  4-7, 

.         >/(2l    •    •    •     •    •    •    •     "^p  O  • 


2 


M" 


2  .3 


ïj^"  '     "      *•       •      •••      •      •••      •     •    -'        -"T"    l'« 


^'ôù^  substituant  et  changeant  les  sigqep, 

ôy»  — 7y*'— «y— 1  =  0.  (a) 
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Faisons  dans  cette  équation ,        y  ==  i,  2,  3 , . . ,  ; 
il  vient  pour  y=i —  9, 

y=2 ^—   1» 

y  =  5.  ......  .+53; 

donc  la  valeur  cherchée  de  y  est  comprise  entre  2  et  3. 

Posons  dans  Téquation  (3)  y  =  2  + .-;' 

il  en  résulte  la  transformée 

1  2  •  o 

dans  laquelle  B     =   5(2)»—  7('^)*  — 6(2)*  — 1  =—  1, 

'       B'    =15(2)*— 14(2)»— 6..  ..  .  =  +  26, 
B" 
-    =i5{2)*—  7 =  +  a3, 

B'«' 

71=  ^-•••- =  +5; 

d'où,  substituant  et  changeant  les  signes, 

y'3_36y'«  — 23y'*— 5=0.  (3) 

-  Gomme  cette  équation  revient  à 

y'«(j/^  — 26)— 23y— 5  =  0, 

il  est  visible  qu0  toute  valeur  plus  petite  que  26,  substituée  pour  y', 
donnerait  un  résultat  négatif. 

Mais  si  l'on  pose      y' =  26,  il  en  résulte.  .  .  .  —  6o3, 

et      y  =  27 .,.-}-  io3; 

done  y'  est  compris  entre  26  et  27. 

Posant  dans  l'équation  (3)  y' =  26  +  -^, 

on  obtient  la  nouvelle  transformée    - 

2  2.0 

dans  laquelle  G    =  (26)»— 26{26)«  — 23(26)  — 5  =  — 6o3, 

G   :^3(26)«  — 52(26)*  — 23.  ...  .  =  +  653, 

_  =3(26)«_a6.   . =  +   5», 

C  _ 

cl'où ,  substituant  et  changeant  les  signes , 

eoSy-'  —  esSy"»  — 5ay«  — i=so,  (4) 


< 
I 
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équation  qui  revient  à  celle-ci  :' 

y"*(6o3/  — 653)  — 5a/— 1  =  0. 
Comme    y"  =  i  donne  pour  résultat,  —   ip3, 

et    y''  =  a .  .  .  •  .  +  aio7, 

il  s^ensuit  que  y"  est  compris  entre  i  et  a. 

En  posant  de  nouveau  y"  =  i  -f —, 

on  obtiendrait^  tout  calcul  fait^  pour  la  transformée, 

io3/'»  — 45iy"*  — ii56/'— 6o3=o,  (5) 

ou  bien,        y'"»(io3y'" — 45i)—  u56y"'— 6o3  =  o. 

Or  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  valeur  de  y'"  est  comprise  entre  6 
et  7;  en  sorte  que  si  Ton  voulait  continuer  l'opération^  il  foudrait 

posery^  =  6  +  -Jj;.  -,  ;         ' 

Mais  arrétons*hous  aux  résultats  déjà  obtenus. 

Les  valeurs  de  x^y^t/,  yf\  yf"  donnent  lieu  à  la  fraction  continue 


2-j- 


a6  + 


1 

et  les  réduites  consécutives  étant 

a       5       i3a       i37       954 
\  7'     1'      53'     "55'     583' 

il  s^ensuit  que  la  dernière  exprime  la  valeur  de  â;  à  moins  d'une  frae- 
tiop  près,  marquée  par  ^-^  ou  ^ . 

En  réduisant  f||  en  décimales  et  poussant  l'opération  jusqu'aux 
100000**^'  inclusivement,  on  trouve  2,49086,  résultat  qui  est  censé 
exprimer  la  valeur  de  â?,  à  moins  de  0,00001  près. 

Cependant,  comme  ceUe  valeur  est  trop  faible  pour  deux  raisons^ 
1*  parce  que  la  réduite  m  est  de  rang  impair;  2**  parce  que  2,49086 
est  une  fraction  moindre  quç  cette  réduite,  il  serait  possible  que  le 
dernier  chiffre,  6,  dût  être  augmenté  d'une  unité. 

Mais  si  Ton  substitue  successivement  2,49086  et  2,49087  dans 
la  proposée,  on  trouve  deux  résultats  de  signes  contraires.  Ainsf, 
2^49086  représente  en  moins,  à  0,00001  près,  la  racine  pc^sitive  de 
l'équation  proposée. 

Quant  aux  deux  racines  négatives,  observons  que,  si  l'on  change 
Atg.B,,iVéd.  26 
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âp  en  —  X  dans  l'équation  (i),  elle  deviesit 

et  les  racines  positives  de  la  nouvelle  équation»  porises  avec  le  ciguë  -^^ 
donnent  les  racines  négatives  de  la  proposée.  Ainsi  la  question  est 
ramenée  à  la  recherche  deS  lïuîines  positives  de  la  transformée  qu'on 
vient  d'obtenir. 

Or,  en  répétant  sur  cette  transformée  des  calculs  analogues  aux 
précédents,  on  trouve  : 

1*".  Pour  la  racine  comprise  entre  o  et  i ,  .  «  ,  o,6566a; 

2®.  Pour  la  racine  comprise  entre  letti,  .  .  .  i,854a4. 
.  Donc  enfin,  lea  troia  racines  de  Féquatio]! 

90nt  or  :;=;  .3^40^6,      ;e  =  — Oj6566a,      a?  =  -rn*i^34a/|. 

((kl  reeoilDatt^  en  eQet,  que  la  «omme  algébrique  des  trois  racines 
est  nulle;  ce  qui  doit  être,  puisque  le  coefficient  du  second  terme 
manque  dans  l'équation.) 

330.  Remarque.  — En  réfléchissant  sinr  la  méthode  ptéeédenle,  on 
voit  qu'elle  ^^ipipose  esseiktieUemeat  qu'entre  les  deux  nombres  en- 
tiers a  et  a  4"  i>  il  ne  tombe  qu'wne  seule  racine  de  la  proposée,  puis- 
que sans  cette  condition  l'on  ne  pourrait  affirmer  que  chacune  des 
transformées  a  une  seule  racine  plus  grande  que  Funité,  et  que,  par 
conséquent,  la  substitution  des  nombres  i,  2,  5, ...  à  la  place  des 
y  y  y'>  y"  y  dans  ces  transformées,  doit  produire  tôt~  ou  tard  un  chan- 
gement de  signe.   . 

Cependant,  lorsque  Von  connaît  d'avan«^  le  mmbre  des  racines 
comprises  entre  a  et  a  +  1 ,  il  est  possible  que  la  méthode  réussisse. 
(  Voyez  le  3*  exemple  du  n**  353.) 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  aeia-\^  i  comprennent  deux 

fidnes  et  i^en  comprennent  que  ieux.  En  substituant  a  -f-  -  pour  or, 

on  obtiendra  une  transformée  qui  aura  deux  racines  plus  grandes 
que  Tunité,  et  n'en  aura  que  deux.  Or,  quand  on  mettra  pour  y 
la  suite  des  nombres  i,  2,  3, ...  ^  il  pourra  se  présente^  deux  cir- 
constances î 

Ou  bien  l'çn  n'obtiendra  aucun  changement  de  signe  ;  et  dans  ce  cas, 
on  ne  pourra  rien  conclure ,  c'est-à-dire  que  la  méthode  sera  alors  en 
défaut:,  en  ce  sens  qu'il  faudra  de  nouvelles  transforçpiatioiîs  pour 
opérer  la  séparation  complète  des  racines; 

Ou  bien  cette  substitution  produira  deux  changements  de  signe; 
admettons ,  pour  le  iT^oment,  que  les  nombres  n  et  w  -f- 1,  pet^-j- 1, 
produisent  respectivement  ces  changements  de  signe. 

On  posera  d'abord  dans  la  transformée ,  y  =  n  -[-  -,  ;  ce  qui  don- 


nera  uixe  QQuvel^Q  transformée  ayanf  unç  seule  racine  plu$  grattde  que 
Tunité,  et  sur  laquelle  on  pourra  opérer  comme  précédemment;  alors 
une  première  valem  de  a?  sera  exprimée  par  nnè  fraction  contifioe  de 
la  forme         ^  .  >* 


.       1 


«+-^ 


Posant  ensuite  dans  la  même  transformée  «n  y,  y  =p  +.  ^>  un  ob- 

tiendra  une  nouvelle  trans(prmée  ayant  une  seule  racine  plus  gfanéè 
que  Tunité,  et  sur  laquelle  on  opérera  encore  comme  précédemment; 
la  seconde  valeur  de  x  se  présentera  dçnc  ]S0us  la  formé  d'une  nou- 
velle fraction  continue, 

V 

*=0-( 


p+ 


P'  +  hr 


l>"  4-  •  •  •  ■ 

V 

(lyant  la  même  partie  entière  que  la  précédente ,  mais  dont  les  frac^. 
tions  intégrantes  seront  différentes, 
ir  serait  aisé  d'étendre  ces  raisonnements  au  cas'où  Pon  saurait 

d^avance  que  <ï  et  a  +  i  comprennent  trois  racines  réelles Mais 

oe  que  nous  venons  de  dire  suflit  pour  prouver  qu'il  ii'y  à  d*avan- 
tage  bien  ^éel  dans  J'emploi  de  la  méthode  de  Lagr^gi^,  qu.'ai,it|int 
que  a  et  a  4-  1  ^^  comprennent  qu'une  seule  racine.  Cependant  nous 
exposerons  plus  loin  (n**  354)  m  moyen  général  d'opérer  la*  sépat 
ration  des  racines^  dans  lapr^tiquç  de  cette  ^léthode.  .     , 

Conversion  en  fraction  eontinue  d'un  nombre  irrationnel 

quelconque.         ^ 

331.  La  méthode  d'approximation  par  les  fractions  continues  peut 
servir  à  évaluer  les  racines  de  degré  quelconque  des  uombre^s. 
Soit  P  un  nombre  absolu  dont  il  faut  extraire  la  racine  i»**^, 

Ci  l'on  pose  yP  fc=  x,  il  en  résiiHe 

a?*  — P  =  a 

Comme  jî  =  o  et  a?  =  P  +  i  (n**  306),  substitués  à  la  place  de  x 
dans  cette  équation,  donnent  deux  résultats  de  signei.cmirmréày  ii 
s'ensuit  qu'elle  a  au  moins  une  racine iâei/tf  poieifnw.  lÏMÉiews,  elle 
ne  présente  (\\x\ne  variation  de. signe;  donc,  d'après  Ja  règle  des 
signes  deDescar|es  ^n*  345),  elle  a  une  seule  paeine  réeHe  positive  / 
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que  ron  peut  obtenir  approximativement  par  la  méthode  de  Lagrange; 
et  Ton  aura  ainsi  \P  sous  la  forme  de  fraction  continue. 

ir — 

Soit^  pour  exemple 9  y  ii  a  évaluer  en  fraction  continue. 
n  suffit  d'appliquer  la  méthode  du  n""  3^  à  Téquation 


a^  — 11=0. 


On  trouvera  successivement  les  relations 

• 


ety  par  suite,  les  réduites 


«r 


d       9       20       lag 

T\  4'     9"'     W 

dont  la  dernière,  convertie  en  décimales,  dotme  2^224  à  0^001  près, 

puisque  Ton  a  évidemment  t— r^  <  0,001;  (cette  valeur  est  un  peu 

trop  forte). 

332.  Nous  indiquerons  à  cette  occasion  le  moyen  de  développer 
toute  espèce  de  nombre  (absolu)  en  fraction  continue.  Ce  moyen  sup- 
pose seulement  qu'on  sache  extraire  d'un  nombre  donné  la  partie 
entière  qui  s'y  trouve  contenue. 

Soient  A  le  nombre  proposé,  a  sa  partie  entière  (qu'on  est  censé 
savoir  trouver). 

On  a  d'abord  Fégalité A=a  +  ^ 

(B  étant  >i); 

d'où  Ton  déduit  s  =  A  —  a,     et     B  = 


B  '  A  — a 

■  f 
Soit  b  la  partie  entière  de  B  ou  de  -t obtenue  par  un  moyen 

quelconque;  •* 

on  a  la  nouvelle  égalité.  .  \  .  . B  ==  6  +  - 

(C  étant  >i); 

d'où  5  =  ^"^*'^— B^'      ^^     C=.c  +  g; 

I  =  G-.,D  =  ^,      ou     p  =  d  +  l' 

et  ainsi  de  suite.  ^ 
Rapprochant  actuellement  les  relations 

A  =  a  +  g,      B  =  i  +  g,      C  =  c  +  g,..., 


on  obtient  finalement  A  sous  la  forme  d'une  fraction  continue  > 

1 


A  =  a  + 


*+* 


c  +  •  •• 

N.  B.  —  Le  procédé  établi  en  Arithmétique  (n*  164)  n'est  qu'un 
cas  particulier  de  cette  méthode  générale. 

Soit  à  développer  -^  en  fraction  continue. 

On  a  d'abord^  en  effectuant  la  diviâon^ 

A  ou  -^  =  5  +  ^-;      ce  qui  donne  -    A  =;=  3  +  f:; 

09  09  B 

5  =  8^'      »  =  8?^»+ê'      ^'-^  B=^  +  C' 

g=— ,     D  =  |-=i+--;     doncentin  D=i4-g; 

d'où  résulte  ia  fraction  continue  demandée. 

333.  Lorsqu'on  veut  évaluer  les  radicaux  du  second  degré  par  la 
méthode  précédente ,  il  faut  faire  usage  des  transformations  expo- 
sées n^  91. 

Soit,  par  exemple,  à  évaluer  sJq  en  fraction  continue. 

n  est  d'abord  évident  que  v^6  est  compris  entre  a  et  3«  .   -  < 

Ainsi  l'on  a  .     y^     ^^     -*-  =:  ^  +  gi 

d'où  i  =  v/6-a;     B=._^; 

Pour  obtenir  la  partie  entière  contenue  dans  B,  multiplions 
(n*  91)  les  deux  termes  de  son  expression  par  v^6  +  a;  il  vient 

a  ■  \ 

Mais  le  numérateur  de  celle-ci  est,  évidemment  compris  entre  4 
et  5;  donc  B  est  lui-même  compris  entre  a  et  5.     " 

1/54.  a  «  .    1 

Ainsi,  il  faut  poser     -^ — - —     ou      B  =  a  +  ^ ; 

^^où      1  =  ^1^,'    c  =  --i-  =  2ii^  =  ^  +  a. 
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Comme  cette  dernière  expression  est  évidemment  comprise  entre  4 


c=4  +  ô; 


et  5  ;  on  pose  V^  +  »      <>u. 

Sans  aller  plus  loin,  observons  que  cette  expression  est  identique 
avec  celle  de  B;  donc,  puisque  l'on  a  trouvé 


B  =  a  + 
on  obtiebdra  de  même 


•1 


C-4  +  5; 


et  ainsi  de  suite. 
Donc  enfin  \/6  =;=  a  +•  - 


E=4j-ïr; 


1 

F 


a  + 


4  + 


A  partiï»  de  la  troisième  fraction  intégrante ,  les  dénominatctii*  se 
répètent  périodiquement  de  deux  en  deux. 
On  trouverait,  p^  le  même  procédé. 


v/â=i  4^ 


V5  =  a4- 


a  -j- 


4  + 


2 


i+i+'- 


Tous  les  nombres  irrationnels  du  second  ^Z^^  jouissent  de  c^tte  pH>* 
priété  curieuse,  de  donner  naissance  à  des  fractions  contimies pério- 
diquesi  Mais,  pour  cet  objet,  nous  renverrons,  soit  à  la  Théorie  des  nom- 
bres de  Legendre ,  soit  au  tome  1*'  des  Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
maîiquesy  oii  M.  Gerono  en  a  dôttné  utie  aéraonstration  élémentaire. 

La  réciproque  est  vraie  aussi ,  c'est-à-dire  que  toute  fraction  con- 
tinue périodique  appartient  à  un  nombre  irrationnel  du  second  degré. 
Quant  à  cette  seconde  proposition,  qui  se  démontre  d'ailleurs  fort 
simplement ,  elle  n'est  pas  assez  importante  pour  nous  engager  à 
prolonger  davantage  cette  digression. 

MÉTHODE   d'aPPROXUIATION  DE  NEWTON. 

334.  La  méthode  suivante,  due  à  Newton,  a  Tkvantage  de  fournir, 
en  général,  des  approximations  plus  rapides  qye  celle  de  Lagrange. 
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Pour  efi  donner  tme  première  idée ,  réfrénons  Técpiatioa 

x^  —  52?  —  3  =  0, 

et  proposons-nous  de  déterminer  la  racime  comprime  entre  a  et  3, 
Afin  de  resserrer  davantage  les  limites  de  cette  tadne,  posons 

dans  l'équation ,        a?=2-| —  =  2,5; 

nous  aurons  pour  résultat \  ..  -|-^,ia5; 

d^ailleurs  2 ,  mis  à  la  place  de  a? ,  donne .  "^5.  '  ' 

Ainsi ,  la  racine  est  comprise  entre  2  «t  2^5. 

Actuellement,  si  l'on  fait  attention  que  le  résultat' de  la  substi- 
tution de  2,5  diffère  beaucoup  moins  de  o  que  celui  de  la  substi- 
tution de  2 ,  on  doit  présumer  que  la  racitoe  èit  plus  près  de  2,5 
que  de  2.  • 

On  pose ,  en  conséquence ,  dans  Téquation,  ^  ^  =  î^;4î 

et  il  vient  pour  résuUat — 1,176. 

Or  2,5  avait  déjà  donné  poûï  résllltat.  ....         +  ^ji^'S; 
donc  la  racine  est  comprise  entre  2,4  et  2,5.  . 

En  continuant  ainsi  de  substituer  de6  moyen*  èernaes^  ob  pân- 
viendrait  à  resserrer  de  plus  en  plus  les  deux  limites  de  la  racine. 
Mais  lorsqu'une  fdis  on  a  obtenu ,  comme  dans  ce  casK^i  »  la  valeur 
àe  X  à  moins  de  0,1  près,  on  pent  en  approcher  davantage  par  un 
autre  moyen;  et  c'ei&t  ^  cela  que  çpniislê  ptriitcipàlement  la  méthode 

DE  NEWTON.  , 

Faisons ,  dans réqùaïion       db^  —  Si&*-^3  =  o, 

i  =  2,4  +  tt;  .  ^ 

nous  obtenons  (n*"  2162]  la  traBslOrsiéé 

2         ..       ■ 
danslaqudle    X'=  (2,4)'  —  ^t»^ — S  =  —  i#i76, 

Y'  =  3(2,4)'-^  =  ia,28, 

2 

;  yéquation  €ù  u^  étant  âu:irpi$ièro6  degré,  ne  peut  éti«  iramédiaf^ 
tement  résolue;  mais  en  transposant  tous  les  termes,  à  l'exception  du 
ternie  Y' m,  et  divisant  les  deux  membres  par  Y',  on  peut  la  mettùô 
sous  la  forme 

X^         Z'      ^_  i     ^ 

••"««— Y'      a.  Y'*       Y^^' 

Cela  posév  ptïisqilfe  iMife  des  tt(M  racine*  de  <»tte  équation  doit 
être  moindre  que  0,1  d'après  la  relation  a:=:2,4  +  ^^  les  valeurs 
correspoïldaniâ^  de  v^  et  de  u^  ëônt  moindl^es  que  0,01  et  0,001. 


I    ^ 
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D'ailleurs  i  i*inspection  des  valeurs  de  Y'  et  de  71  jJroùve  que  — — 

est<  1.  Ainsi  ^  la  valeur  de  2^^  ne  différant  numériquement  de 

X''  Z'  1 

—  —  que  par  la  quantité  — =7  «**  +  y'  ^*^  ^^^  "^  P^^^  souvent,  'est 

au-dessous  de  0,01;  cette  valeur  de  w,  dis-je,  est  exprimée  «par 

—  ~,  à  0,01  près. 
Comme ,  dans  cet  exemple  ^ 

•-  ■   "       '         .  • 

\  en  résulte  u  =  0^09 ,  à  -^  près  ;  et ,  par  conséquent , 

a?  =s=  a,4  +  ^>^9  =  ^^49  >  ^  o,ox  près. 

En  eifet^  2^49^  subtitué  dans  le  premier  membre  de  la  proposée^ 

donne  pouiç  résultat  —0,011751, 

tandis  que  a,5o  avait  donné  +o,.oi25. 

Pour  obtenir  une  nouvelle  apprôxitnfttion ,  faisons  dans  la  pro- 
posée, a?  =  2,49 -f  m'; 
nous  avons  l'équàf ion 

X  "  +  Y  "  tt' +  —  t^'*  + 1«"^  =  o  / 

2 

danslaquelle       X"=    (2,49)*  —  5(a,49)  —  5=.— 0,011751, 

Y"  =  5(2,49J*  —  5  =  i5,6oo5, 

Z"  -     ' 

—  =  5(2^49)  =747- 

2 

Maïs  l'équation  en  t*'  peut  s'écrire  ainsi  :  .. 

et  puisque  Tune  des  valeurs  de  \£  doit  être  moindra  que  0,01,  les 
valeurs  correspondantes  de  w'*,  ^^•  sont  moindres  que  0,0001  et  que 

1,000001;  donc  -T  ^  peut  ;«présénter  la  valeur  de  tl  à  o^oooi 

près.  '  '  ' 

Comme  on  a 

_X^ 0,011751  _.   117S1     _       -.0 

Y  ''  "^        i3,6oo3  ""  i36oo5oo  ~    '  ' 

il  s'ençuit  que  ti.  est  égal  à     0,0008,      à  0,0001  prèâ; 

ainsi,      x  =  2,49+ 0,0008  =  2,4908,      à     r près. 

^  10000 


Il  serait,  en  effet ,  facile  de  reconnaître  que  a,4^o8  et  a^gog^ 
substituées  dans  la  proposée,  donnent  deux  résultats  de  signes 
contraires. 

En  posant  de  nouveau  x  =  2,4908  +  ^%  on  obtiendrait  une  valeur 
approchée  de  x  à  0,00000001  près. 

(Ordinairement  I  chaque  opération  nouvelle  donne  pour  la  racine 
un  nombre  de  chiffres  décimaux  double  de  celui  de  l'opération  précé- 
dente; cela  résulte  évidemment  des  raisonnements  ci-dessus.) 

335.  Voici  en  quoi  consiste  la  méthode  générale  : 
Soient  peip-}-!  deux  nombres  qui  comprennent  Tune  des  racines 
de-réquation  X  =  o. 

On  commence  par  déterminer  la  valeur  de  celte  racine  à  0,1  près, 
en  substituant  une  suite  de  nombres  compris  entre  p  et  p-f*  ^>  ^t 
continuant  jusqu'à  ce  que  deux  de  ces  moyens  termes  ne  diffèrent 

entré  eux  que  de  — .     . 

10 

Gela  posé,  appelant  x'  la  valeur  de  x  obtenue  d  0,1  près,  on  pose, 
dans  l'équation  X  =  o,      x^zaf-^-u; 

ce  qui  donne  la  transformée  ^  *    \ 

•  X'  +  Y'ti  +  -  w*  +  ^  w»  +%  . .  +  «•*  =  0. 

qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

_      X'         Z'        ,  V^  ,  1      ^ 


Gomme,  dans  le  second  membi^e  de  cette  équation,  Pensemble 

X' 

des  termes  qui  suivent  —  =7  est  ordinah'ement  au-dessous  de  0,0 x, 

''X' 
an  les  néglige ,  en  calctdant  —  ==-,  à  0^01  près,  et  l'on  ajoute  le  résultat 

à  x';»ce  qui  donne  une  nouvelle  valeur  x",  approchée  de  x  à  0,01 
près. 

Pour  obtenir. une  troisième  approximation,  l'on  pose,  dans  l'équa^ 
tion  X  =  o , 

ce  qui  donne  la  ti^ansformée 

X"  4.  YV  +  —  t/*  +  . . .  +  tt'- =  o, 

2 

X"        Z"  1  •        ' 

d'où  ?/=  —  Y?  —  ^yy7  tt"*  —  .  .  .  —  y^  «^". 


Négligeant  tou»  les  termes — ;  t/*  —  , . .  —  ^^y  «/*  (dont  Ten- 

semble  est  supposé  moindre  que  o^oooi),  &%  calcule-^  —  en  poussent 

l'opération  jusqu'aux  ioooo*^''y,ei  l'on  ajoute  le  résultat  à  x";  ce  qui 
donne  une  troisième  valeur  x""  approchée  à  0,000 1  près. 

Pour  avoir  une  nouvelle  approximation^  on  remplace  xpar  x''^  '^^ 
dans  la  proposée. 

On  calcule  l'expression  —  —  qui  résulte  de  cette  transformation  9 

et  Von  pousse  topération  jusqu'au  huitième  chiffre  décimal  inclnn*' 
ventent ,  puis  l'on  ajoute  ce  résultat  éx'"  ;  et  ainsi  de  suite. 

On  répète  cette  série  d'opérations  pour  chacune  des  racines  posi- 

-  tives.  Quant  aux  racines  négatives,  on  ramène  (n''3â0)')eur  recherche 

à  celle  des  racines  positives ,  en  changeant  a;  en  —  x  dans  la  proposée. 

336.  Première  remarque.  —  La  méthode  précédente  est  fondée 
sur  ce  que,  dans  la  transformée 

X'  +  Y'tt  +  -«•  +  ...  4.  »••  =  0, 

2 

qui  revient  à  u  =  —  ==7 r^^  «•  — ...  —  ^=77 1***, 

13.1  Y 

on  peut  négliger  tous  les  termes  aftectés  de  w',  w',  m*,  . . . ,  sans 
erreur  sensible  sur  les  loo»*'""  à  là  première  qpération ,  sur  les 
10000^"^  à  la  seconde,  etc.;  hypothèse  qui  s'appuie  elle  même  sur 
œ  que ,  d'après  la  nature  <les  polynômes  dérivés  Y',  Z',  V'^ .  ^  •  >  les 

Z'  •  V 

coefScients =7, r— ^^  >  • .  •  sont  ordinairement  des  frao- 

ai.Y'         a*5.Y'^ 

tions;  mais  cette  méthode  est  quelquefois  en.  défaut,  ainsi  que 

Lagrange  le  prouve  dans  son  IVaité  de  fo  résoiutioh  dès  ÉqucHions 

numériques  (*). 

On  a  toutefois  un  moyen  de  s'assurer,  à  la  fin  de  chaiqtiet)p«rfr* 
tiôn,  si  la  méthode  a  donné  le  degré  d^approximation  que  l'on  croyait 
devoir  obtenir. 

Par  exemple,  pour  reconnaître  si  2,4908  exprime  la  racine  posi- 
tive de  x'^ — 55r  — 5=0  à  0,0001  près,  on  substitue,  dans  cette 
équation ,  2,4908,  puis  2,4909  ou  2,4907,  suivant  que  le  résultat  de 
la  substitution  de  2,4908  est  de  signe  contraire  au  résultat  de  la 
substitution  de  5  ou  à  celui  de  la  substitution  de  2;  et  si  tes  deux 
nombres  2,4908  et  2,4909,  ou  bien  2,4908  et  2,4907,  donnent  deux 

■  ' 1'  ' 

(*)  C'est  surtout  pour  les  racines  comprises  entre  o  et  x,  ou  entre  o  et  —  i ,  que 
la  méthode  peut  être  en  défaut,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  en  réfléchissant  sas 
Jg  eomposiUon  des  quotités  Y',  Z', 


>•  •  • 
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résultats  de  signes  contraires^  nul  doute  cpie  9,49<>^  ne  soit  une 

valeur  exacte  à  0,0001  près ,  soit  en  moins  ^  soit  en  plus.  S'il  n'en  est 

pas  ainsi ,  l'on  augmente  ou  Pon  diminue  le  dernier  chiffre  d'une  ou 

de  plusieurs  unités  (de  Tordre  des  dix-mitlièrnes),  jusqu'à  ce  qu'on 

obtienne  deux  nombreé  qui ^  par  leur  .substitution^  donnent  derâ 

résultats  de  signes  contraires.      . 

337.  Smmde  remarque.  —  Il  y  a  aussi  des  cas  où;  dès  la  première 

X' 
opération ,  U  est  nécessaire  de  calculer  la  quantité  —  —  jusqu'aux 

1000»*"*»,  et  même  jusqu'aux  i<W)oo***^.    ' 
Soîl  réqâati(»à 

dont,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  s'en  assurer,  l'une  dès  racines  est  com- 
prise entre  2  et  5;  quant  aux  deux  autres,  elles  sont  imaginaires 
(comme  nous  le  verrons  au  n'  342,  2*  exemple). 

On  reconnaîtra  d'abord  facilement,  par  la  substitution  des  moyens 
termes,  que  la  racine  réelle  est  comprise  entre  2,9  et  S. 

Maintenant  faisons ,  dans  l'équation ,      :i;  =  a  ,9  -|-  «  ; 
il  en  résulte  la  transformée 

dans  laquelle     X'=   (3,9)'  —  6(^,9)  — ysa-p-cou, 

Y'  =  3(î,9)«-6=:i9,i3, 

Z' 

_  =  3{a,ô)  =8,7. 

Négligeant  les  termes  en  w*  et  w%  on  a  • 

X'^ 0,011         II 


Y'       19,23       19230, 

Or,  si  Von  réduit  cette  expression  en  fraction  décimale ,  on  trouve 
des  zéros  pour  les  trois  premiers  chiff/res  décimaux,  et  5  poUr  le 
quatrième  chiffre;  c'est-à-dire  que  l'on  a  w  =  o,oo©5  (en  tenant 
compte  des  quatre  premie^rs  chiffres  décimaux)  :  ce  qui. donne,  pour 

la  valeur  de  â? 4  x:=s.  a^gooS. 

Pour  vérifier  cette  valeur>  il  faut  substituer  1,9005  datos  la  propo- 
sée :  on  trouvé  —  0,00  i3S,  résultat  de  signe  contraire  à  celui  ^ue' 
donne  a?  =t  3  ;  mais  en  substituant  ;r  =  2 ,9006^  on  obtient  +  o,ooo54, 
qui  est  de  signe  contraire  à  —  o,ooi38.  Donc  2,9005  exprime  la 
valeur  de  4?  à  0,0001  près  (*). 

338.  Rapprochement  des  deux  méthodes.  — La  méthode  d*approxt- 

mation  de  Lagrange ,  quoique  en  général  moins  expéditive  que  ceile 

f  > 

u»  Il  _    I  r  I  III  '         •  -        .    .^  — _^_^^^_______^___.^_^ 

e 

n  Foir  la  note  vu  i  la  ÛjQ  du  volume. 
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de  Newton,  a  sur  œlle-ci  Tavantage  de  donner  à  chaque  opération 
une  approximation  toujours  certaine. 

On  pourrait  même ,  à  la  rigueur^  trouver,  par  la  méthode  de 
Lâgrange ,  lez  racines  commensurables.  La  fraction  continue  que  l'on 
obtiendrait  serait  alors  composée  d'un  nombre  limité  de  finactions 
intégrantes  ;  c'est-à-dire  qu'en  continusmt  convenablement  les  opé- 
rations, on  parviendrait  à  une  équation  Y(ft)  =  o,  dont  la  radne 
positive  plus  grande  que  i  serait  égale  à  un  nombre  entier;  et  toutes 
les  réduites  consécutives  étant  formées,  la  dernière  représenterait  la 
vraie  valeur  de  la  racine  commensurable. 

Ce  moyen  est  sans  contredit  moins  simple  que  la  méthode  exposée 
au  n*  320;  mais  c'est  le  seul  que  Ton  pût  employer  si  l'on  supposait 
que  quelques-uns  des  coefficients  fussent  irrationnels;  car  la  méthode 
ordinaire  n'est  applicable  qu'aux  équations  dont  tous  les  coefficients 
sont  des  nombres  commensurables. 

La  méthode  de  Newton  ne  pourrait  pas  donner  ces  mêmes  racines 
exactement,  puisque,  d'après  sa  nature,  on  n'obtient  les  valeurs 
numériques  des  racines  que  sous  la  forme  de  fractions  décimales. 

Noos  observerons  toutefois  que  l'application  simultanée  des  deux 
méthodes  à  une  même  équation  peut. abréger  beaucoup  les  calculs. 
Ainsi ,  /par  exemple ,  après  avoir  d'abord  employé  la  méthode  des 
fractions  continues  pour  obtenir  chactine  des  racines  à  0,1  et  même 
à  0,01  près,  rien  n'empêche  d'avoir  recours  à  la  méthode 'd6  Newton 
pour  obte;iir  un  plus  grand  degré  d'approximation.. 

La  méthode  de  Newton  suppose ,  en  général ,  comme  celle  de 
Lâgrange  (n*  330),  que/)  et  p'-{^i  ne  comprennent  qu'une  seule 
racine  de  l'équation. 

Seconde  partie.  — Cas  où  deux  nombres  entiers  consécutifs  peuvent 
comprendre  plus  d*une  racine  réelle, 

339.  Lorsque,  par  la^ubstitution  des  nombres  entiers  consécutifs 
compris  entre  les  limites  -j-  L  et  —  U,  on  obtient  autant  Ae  change- 
ments de  signes  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  l'équation ,  il  est 
clair  que  toutes  les  racines  de  l'équation  sont  réelles ,  et  que  chacune 
d'elles  a  une  partie  entière  différente.     " 

Mais  si  le  nombre  des  changements  de  signe  est  moindre  que  le 
degré  de  la  proposée ,  cela  peut  provenir,  ou  de  ce  que  l'équation 
a  des  racines  réelles  et  des  racines  imaginaires ,  ou  bien  de  ce  que 
plusieurs  racmes  incommensurables  sont  comprises  entre  deux  nomlu^ 
entiers  consécutifs.  JËn  effet,  on  a  vu  (n*"  304)  que  deux  nombres 
qui,  substitués  dans  le  premier  membre  d'une  équation,  donnent  des 
résultats  de  signes  contraires,  peuvent  comprendre  un  nombre  impair 
quelconque  de  racines  réelles ,  et  que  deux  nombres  qui  donnent  des 
résultats  de  même  signe  peuvent  en  comprendre  un  nombre  pair 
quelconque. 


DES  Ri^CniES  HfCOMMBimnMBtES.  ftlS 

Par  exemple^  si  une  équation  devait  avoir  deux  racines,  y/a  et  \/3 
par  exemple,  lesquelles  sont  dbmprises  entre  i  et  2,  il  arriverait  que 
1  et  2,  substitués  dans  la  proposée,  donneraient  des  résultats  de 
même  signe. 

Pareillement-y  qu'une  équation  ait  trois  racines,  /TTi  v/Î3?  \/ï5, 
c(M|iprises  entre  3  et  4^  ces  deux  derniers  nombres  substitués  don^ 
neraient  des  résultats  de  signes  différents. 

On  voit  donc  que  1^  méthode  de  substitution  des  nombres  entiers 
consécutifs  serait,  dans  ce  cas,  insufiSçs^nte  pour  mettre  en  évidence^ 
toutes  les  racines^réêlles  de  la  proposée ,  et  qu^elle  aurait  Tinconvé- 
nient  de  laisser  échapper  quelques  racines. 

340.  Cet  inconvénient  disparaîtrait  si  Fon  pouvait  déterminer  à 
priori  une  quantité  8 ,  numériquement  moindre  que  la  plus  petite  des 
différencçs  qui  existent  entre  deux  quelconques  des  racines  réelles 
d'une  équation  .proposée.  Car,  soit  mise  la  quantité  8  pour  intervalle 
entre  deux  nombres  successivement  substitués  ;  il  est  évident  que  si 
deux  pareils  nombres  donnaient  des  résultats  de  signes  contraires, 
ils  comprendraient  une  racine  et  n'en  compï'endraient  qu'une;  et 
que  s'ils  donnaient  des  résuhats  de  même  signe,  ils  ne  compren- 
draient aucune  racine.  Ainsi;  le  nombre  des  racines  réelles  de  V équa- 
tion serait  égal  au  nombre  des  changements  de  signes  obtenus  par  les 
substitutions^  ' 

Voyons  donc  s'il  n'y  aurait  pas  quelque  moyen  de  déterminer  la 
quantité  5.  Or  cela  est  facile  au  moyen  de  l'équation  aux  carrés  de 
différences,  - 

En  •effet,  désignons  par  X  =  o  l'équation  proposée ,  et  par*Z  =  o 
l'équation  aux  carrés  des  différences,  équation  que  nous  avons 
(n*^»  â73  et  297)  appris  à  former.  ^ 

.  Remarquons  d'abord  que,  le  carré  de  la, différence  entre  deux  ra- 
cines réelles  quelconques  de  la  proposée  étant  positifs  on  ne  doit 
chercher  les  carrés  des  différences  entre  les  racines  réelles  que  parmi 
les  racines  positives  de  l'équation  Z  =  0.  (Ses'racines  négatives  cor-  , 
respondei^  aux  différences  qui  existent  dans  la  proposée,  soit  entre 
deux  racines  imaginaires ,  soit  entre  une  racine  réelle  et  une  radne 
imaginaire.)  Donc,  si  Ton  cherche  la  limite  inférieure  des  racines 
posRives  de  l'équation  Z=:o,  et  qu'on  en  extraye  la  racine  carrée, 
on  sera  certain  d'avoir  une  quantité  numériquement  moindre  que  la 
plus  petite  des  différences  qui  existent  entre  deux  racines  réelles  de 
la  proposée,  e'est-à-dire  la  quantité  cherchée  S. 

Pour  obtenir  cette  limite,  il  faut  (n*"  310)  poser  z  =  -  dans  Z=o, 
ce  qui  donne  a  transformée  V  =  0.  Soit  /  la  limite  supérieure  des 
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racines  positives  de  V=:  o;  -r  sera  la  limite  inférieure  de  Z=o. 
Ainsi ,  —  est  la  quantité  J  qtf il  s^agissaît  de  détennîner. 

v// 

Lorsqu^en  recheychani  la  limite  l  ta  pkis  resserrée  possible  ^  soit 
par  la  méthode  de  (Newton  (ïC  309) ,  soit  par  celle  des  décomposî* 

tions  (n*  308),  on  trouve  i^<  i,  il  en  résulte  ■!-—  ou  8>  i;  et  cela 

Indique  que  la  différence  entre  deux  racines  réelles  qnelcon^es  est 
pltts  grande  que  tnnité.  Dèsiors,  on  est  certain  que  le  nombre  des 
racines  réelles  de  la  proposée  est  égal  au  nombre  dé  changenïents  ^e 
signe  qu'on  avait  d'abord  obtenu  par  la  substitution  des  nombres  eu- 
tiers  consécutifs. 

Mais  orçlinairement  an  trouve  /  <  i  «  d'où  --  ou  S  <  i.  Dans  ce 

easj  ccMnnie  v^  est,  en  général ^  incommensurable,  il  convient  de 
remplacer  y/Z  par  le  nombre  entîçr  h  immédiatement  supérieur;  ce 

qyi  donne  r  <  -rzi  et^  à  plus  forte  raison,  r  moindre  que  la  plus 

petite  des  différepqes  entre  le&  r^uûnes  réeiles«  On  pourrait  donc 
mettre  t  pour  intervalle  entre  deux  substitutions  consécutives; 

e'est-à-dire  qu'en  substitui^nt  dws  X=:  ci  1^  suite  des  apmhi^ 

i     a  1  2  ,1         -        >v  T 

0,  j,  p---'    ^r   *  +  t>   *  +  î'-"V^i   ^  +  i*-*   l^q?»^> 

et  o,  — T,  — r^*'M  — x**.*t    jusqu'à —U, 

on  obtiendrait  autant  de  changements  de  signe  que  Féquation  doit 
avoir  de  racines  réelles. 

Mais  on  peut  encorç  éviter  la  substitution,  de  nombres  fraction- 
naires par  la  transformation  suivante  : 

**    Posons  dans  Téquation ,  ^  ==  r  î 

il  en  résulte  (n"  265)  une  équation  dont  les  racines  sont  *  fois  plus 
grandes  que  celles  de  la  proposée.  Par  conséquent,  les  différences 
«ntre  ces  nouvelles  racines  sont  elles-mêmes  k  foi»  plus  grandes  que 
les  différences  corree pondantes  entre  les  racines  de  la  proposée;  en 
sorte  que ,  si  (a  —  b]  désigne  la  plus  petite  des  différences  relatives 

à  X  =  o,  comme  on  avait  (a^^b)  >  r*  il  en  résulte. ia  —  kb>  i. 
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Ainsi,  la  nôtt^elk  équation  Y ::=  o  est  telle >  qfue  les  dUBérences  entre 
toutes  ses  racines  réelles ,  considérées  deux  à  deux,  sont  plus  grandes 
qua  runité.  .  . 

Donc,  enfin,  si  l'oil  substitue  dans  cette  équation  la  suite  natur 
relie  des  nombres  0,1,  a,  3,...  et — ij, — a, — 3>...>  compris 
^ntre  les  deu%  limites,  on  obtiendra  autant  de  changements  de  signe 
que  réquation  Y  ==  0  aura  de  racines  Réelles. 

(Les  deux  limites  de  Y  =  o  sont  d'ailleurs  +  JtL  et  — AL',  +  L  et 
—  U  désignant  celles  de  X  =  o.) 

34  i.  Résumons  ce  qui  vient  d'être  dit  : 

Pour  mettre  en  évidence  toutes  les  racines  réelles  incommensu- 
rables d'une  équation  X  =^3  o ,  il  faut  : 

1**.  Former  réquation  aux  ca&és  de9  différences,  Z  =  o; 

a**.  Déterminer  la  limite  inférieure  -  des  racines  positives  de  cette 

dernière  équation.  (Si  l'on  trouve  7  >  1 1  c'est  mm  preuve  que  la 

différence  entre  deux  racines  réelles  quelconques  de  la  proposée  est 
aussi  plus  grande  que  Tunité;  dès  lorsr,  la  substitution  des  nombres 
entiers  consécutifs  dans  la  proposée  suflBt  pour  mettre  toutes  les 
racines  réelles  en  évidence.) 

3*.  Dans  le  cas  général  de  7  <  1,  remplacer  —-1  par  y  [k  étant  le 

nombre  entier  immédiatemeat  supérieur,  à  yT) ,  e^-  poser  x  =  ^  dans 

la  proposée,  ce  qui  donne  une  équation  Y=ro,  dont  on  recherche 
touteS  les  racines  réelles ,  d'après  la  méthode  exposée  dans  la  pre- 
mière partie  de  ce  paragraphe. 

4*.  Enfin,  substitue?^  successivement  ces  valeurs  dans  la  relation 

X  =  p  Op  obtient  ainsi  toutes  les  racines  réelles  de  la  proposée, 

N.  B.  — '  Observons  que  si,  pour  mettre  toutes  les  racines  réelles 
<Je  X=o  en  évidence,  on  a  été  obligé  de  la  transformer  en  une  autre 
dont  les  racines  soient  k  fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée  ,^ 

ces  dernières  sont  déjà  obtenues  à  ùQe  fraction  près  r .  Cela  résulte 

y 

évidemment  de  la  relation  ar  =  7 . 

k 

342.  Appliquons  cette  méthode  à  l'équation 

8a:»  — 6j:— 1=0.  (1) 

Les  limites  supérieures  dés  racines  tant  positives  que  négatives  sont 
évidemment  -f- 1  et  —  !• 
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Faisant  9  dans  cette  équation         a;  =  4- 1 ,      o  ^  —  1 , 
on  trouve  pour  résultats  +1^  —  \i  —  5. 

La  substitution  ne  donne  lieu  qu'à  un  seul  changement  de  signe;  ainsi, 
nous  devons  avoir  recours  à  l'équation  aux  carrés  des  différences. 

Si  l'on  forme  cette  équation,  soit  par  la  méthode  d'élimination 
(n*  273),  soit  par  les  fonctions  symétriques  (n**  297),  on  trouve  pour 
résultat,    '  642'  —  a88z'  +  324z  —  81=0. 

Posons  2  =  -  ;  il  en  résulte 

8iv»  — 3241;*  + a88î;  — 64=0,  (a) 

équation  qui  peut  être  mfse  sous  la  forme 

81  v'  (v  —  4)  +  3a  (gv  —  a)  =  o  ; 

et  il  est  facile  de  reconnaître  que  3  est,  en  nombre  entier,  la  linilte 
supérieure  la  plus  resserrée  des  racines  positives.  Ainsi,  Ton  a 

/=^;    don     •;==,     et    -z  =  -T:• 
^      3  sll      sl^ 

Remplaçant  sjz  par  le  nombre  entier  a,  immédiatanent  supérieur, 
on  obtient  ^  pour  la  quantité  moindre  que  la  j[)lus  petfte  différence 
qui  puisse  exister  entre  les  racines  réelles  de  la  proposée. 
Fafsantdonc  dan^la  proposée,  conformément  àla  règle  du  n""  341, 

â?= - ,  on  a  la  transformée 
a 

y»  — 5y  — 1=0,  (5) 

équation  dont  toutes  les  racines  réelles  ont  entre  elles  une  différence 
plus  grande  que  l'unité.  • 

Les  limites  supérieures  des  i:acines  positives  et  des  racines  néga- 
tives étant  d'ailleurs  4*  ^  et  — -  a,  il  suffit  de  faire,  dans  l'équation  (3), 

y=4-a,-fi,      0,-1,  — a, 
ce  qui  donne  les  résultats,  +  1,  —  3, —  1,+  i>  —  3, 

On  obtient  évidemment,  par  ces  substitutions,  trois  changements  de 
signe  :  ainsi,  Téquation  (3)  a  ses  trois  racines  réelles,  l'une  comprise 
enire  1  et  a ,  une  autre  entre  o  ^t  ^—  1,  et  la  troisième  entre  —  1  et 
—  a. 

Donc,  enfin,  l'équation  {1)  a  elle-même  ses  trois  racines  réelles, 
l'une  comprise  entremet  1,  la  seconde  entre  0  et  —  |,  et  la  troisième 
entre — ^et  —  1. 

Pour  approcher  davantage  de  cesTacînes,  on  appliquera  d'abord 
à  l'équation  (3)  Tune  des  deux  méthodes  d'approximation  ;  après 

quoi  l'on  substituera,  dans  la  j^elation  â?  =  - ,  les  valeurs  de  y  obte- 

a 

nues  ;  ce  qui  donnera  les  valeurs  de  x  correspondantes. 


et  pour  réquation  8x' — 6x — 1  =  0,   \x=  —  0,173^, 
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On  trouvera  par  ce  moyen , 

(y=    1.8794, 

pour  réquation  y'  —  3y— 1  =  0,  jy  =  —  0,3474  (*)i 

vy  =  — 1,5320, 

(  ^=  0.9397  r 

■  '^— r737, 

,7660. 
Ces  valeurs  sont  exactes  à  0,0001  près. 
Prenons  pour  autre  exemple  Téquation 

x^ — 6a?  —  7=0,  .^ 

pour  laquelle  la  substitution  des  nombres  entiers  consécutifs,  com- 
pris, entre  les  limites  -^3  et  +  3,  ne  donne  lieu  qu'à  un  seul  chan- 
gement de  signe.  ,  .  >       . 

On  a  obtenu  (n''  299,  deuxième  e^emide)  pour  Téquatiosa  auxcurrés 
des  difiërences,  -  '* 

z^  —  365f*  +  5a4^  +  459  =s  0/ 

1  •  ■'■       ' 

Soit  posé  z  ==  -;  il  en  résulte  la  transformée 

y. 

459y'  +  3^4^*  —  36y  +  1  =  0. 
Or  il  est  évident,  d'après  son  inspection,  que  la  limite  supérieure  / 

des  racines  positives  est  <;  1,  d'où  l'on  déduit  -->  1.  Ainsi,  les  diffé- 

r^ces  entre  les  racines  réelles  de  la  proposée  sont  (n**  3^0)  toutes 
plus  grandes'  que  l^unité.  Donc,  puisqu'elle  ne  donne  lieu  qu'à  un 
seul  cljang0ment  de  signe,  on  est  en  droit  de  conclura  que  la  racine 
positive  est  la  seule  racine  féellc  qu^elle  renferme. 

34f3.  Première  remarque,  —  La  méthode  exposée  au  ^a'  341  pour 
mettre  en  évidence  les  racines  incommensurables,  lorsque  plusieurs 
racines  peuvent  être  comprises  entre  deux  nombres  entiers  con- 
sécutifs, ne  saurait  être  appliquée  aux  équations  qui  ont  des  racines 
égales.  '-     ,  ,  -  - 

En  effet,  supposons  qu'une  équation  ait  deux  racines  réelles  égales 
à  a;  comme  ces  deux  racines  ne  forment  qu'un  seul  et  même  nombre, 
elles  sont.nécessairement  comprises  entre  deux  des  nombres  substi- 
tués, quelque  petite  que  soit  leur  différence.  Ainsi ,  ces  nombres,  qui 
Comprennent  deux  racines,  devront  (n*'  304)  donner  deux  résultats  dis 
même  signe,  aussi  bien  que  deux  nombres  qui  n'en  comprenidraient 
pas.  Si  l'équation  pouvait  avoir  trois  racines  égales  à  «,  les  deux 


(*;  En  appliquant  la  méthode  de  Newton  au  calcul  de  la  seconde  valeur  ùq  y, 
on  reconnaît  qu'elle  est  en  défaut;  et  le  chiffre  des  centièmes  obtenu  par  la  réglé 
du  n«  335  doit  être  corrigé  de  dmx  nnités  par  le  moyen  indiqué  au  n^  3^G. 
Altf.  JB.,  11  •  éd.  27 
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nombres  qui  les  comprendraient  donneraient  devarâralMs  désignes 
contraires,  aussi  bien  que  deux  nombres  qui  comprendraient  une 
seule  ÉtMs  cette  racltié. 

Observons  d' ailleurs  que,  l'équation  X  =  x>  ayant  des  racines 
égales^  réquation  aux  carrés  des  différences,  Z  :=o,  aurait  nécessaf- 
remeâldes  racines  égaies  à  o;  et  alors  la  limite  inférieure  des  racines 
positives  éé  cette  dernière  é^uâlioii  serait  o  :  c'est-à-dire  qu'il  fau- 
drait tneltre  Un  intervalle  nul  entre  deux  substitutions,  ce  qui  est 
absurde^  ' 

Concluons  de  là  qu'avant  d^applîqtier  là  méthode  du  ii"  341 ,  il  est 
nécessaire  de  débarrasser  la  proposée  des  racines  égales  qu'elle  peut 
avoir.  (  Voyez  n**  281.) 

3i4.  Secondé  rfsmnrqtee.  —  QUfTnd  Féquation  proposée  est  dû  troi- 
sième, quatrième  ou  cinquième  degré,  et  qu'elle  a  sei$  cdefficiients 
eonmiensuraliletl  f  H  est  iubtite  de  lui  applititiér  la  niéthode  de$  racines 
égales.  ^  i  ' 

En  effet,  il  çésuffke  d'abord  de  la  nature  de  cette  méthode,  laquelle 
consiste  essentiellement  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur  entre  le  premier  membre  dé  la  jibopoàée  et  son  dérivé, 
qu'elle  ne  peut  conduire  qu'à  un  polynôme  diviseur,  dont  les  coeffi- 
cients sont  rationnels  comme  ceux  de  l'équation  elle-même. 

Gela  posé ,  dans  le  cas  où  l'équation  est  du  troisième  degré ,  le  com- 
mun diviseur  (s'il  en  existe)  est  du  premier  ou  du  deuxième  degré  au 
plus.  S'il  esl  du  premier  degré,  en  l'égalaiit  à  o,  on  ne  peut  tirer  de 
réquation  résuliante  qu'une  raôine  commensurable.  S'il  est  du 
deuxième  degré,  le  quotient  du  polynôme  proposé,  par  ce  diviseur, 
est  du  premier  degré,  et  ne  saurait' encore  donner  qu'une  racine  com- 
mensurable. On  voit  donc  qu'une  équation  du  troisième  degré  àont  les 
coefficients  sont  rationnels,  et  qui  n'a  pas  de  racines  commensurables , 
ne  $a}erait  avoir  de  racines  égales. 

Si  l'équation  est  du  quatrième  degré,  le  plus  grand  commun  divi- 
seur (s'il  en  existe)  entre  le  premier  membre  et  son  polynônie  dérivé, 
fae  peut  être  tii  du  premier  ni  du  troisième  degiê';  car,  dans  un  cas 
comme  dans  f  autre,  on  en  déduirait  que  l'équation  a  des  racines 
fcommensui'ables ,  ce  qiil  serait  contre  l'hypothèse  ;  et  s'il  est  du 
deuxième  degré,  tes  facteurs  de  ce  polynôme  diviseur  né  sauraient 
lÈtre  égaux,  puisqu'il  ett  résulterait  encore  que  l'équàtîon  aurait  des 
racines  commensuY^bles.  Mais  si  les  deux  facteurs  sont  inégaux,  il 
en  résulte  nécessairement  (n**  27T)  que  chacun  d'eux  entre  au  carré 
dans  le  polynôme  proposé,  qui  est  alors  un  carré  parfait. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  au  lieu  de  soufhettre  l'équation  à  la  méthode 
des  racines  égales,  on  peut  se  borner  à  extraire  la  racine  carrée  de 
son  premier  mefnbre;  et  si  la  racine  n'est  pas  exacte  ^  on  en  conclut 
que  l'équation  na  pas  de  racines  égales. 
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Enin,  toiitetéqwtioii  du  dnquième  degré  qui  n%  pas  de  racines 
eominbiisutfaUes  ne  peut  avoir  de  racines  égales  :  car,  i*'  elle  rie  sagf-» 
rait  admeUre  antf  seule  espèce  de  racines  égales;  ^"^  si  elle  en  ayaii  .de 
deux  espèces  différentes  ^  il  faudrait  nécessairement  que  la  proposée 
admît  une  racine  commensurabie. 

Donc,  enfin ,  il  est  inutile  d'appliquer  la  méthode  ordinaire  des  ra- 
cines égales  aux  équation»  des  ^%  4«  et  5**  degrés. 

• 

345.  Tromème  remarque.  —  Ce  qui  précède  sufiit  pour  faire  sentir 
combien  Tapplication  de  là  méthode  du  n°  341  est  laborieuse,  puis- 
qu'elle suppose,  outre  la  recherche  des  racines  égales ,  la  formation 
de  Féquatiotl  aux  carrés  des  différences.  Or,  dès  que  la  pi^oposée  est 
d'un  degré  supérieur  au  quatrième,  les  calculs  relatifs  à  la  détermi-^ 
nation  de  cette  dernière  équation  sont  impraticables  psêt  leur  lofii-» 
gueur.  U  est  donc  à  propos  de  feire  connaître  quelques  circonstances 
dans  les(}ueUes  on  peut  éviter  tous  ces  calculs. 

1*;  Si,  en  substituant  les  nombres  o,  i,  îi,.  ..,  — i,  — a, 
^^  5, . . .,  compris  entre  -f- 1^  ©l^  — L',^on  obtieftt  autant  de. change- 
ments de  signe  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  h  proposée,  on 
est  certain  que  toutes  le^  racines  de  l'éçuation  sont  réelles,  et  que  cha- 
ciuie  d'elles  a  une  partie  ^tière  différente. 

2®.  Il  peut  se  faire  que,  sans  connaître  les  raqnes  d'une  équation, 
Voa  sache  à  priori  combien  elle  dojt  avoir  de  racines  réelles  (la  Tri-' 
gDBOffîéirie  en  offre  des  exemples]  (*).  Gela  posé,  il  se  présente  deux 
cas  :  / ^  s  . 

On  hi  siibstitutign  des  jiombres  o,  i ,  a , . . . ,  —  i>  -»^3,  . . . 
donne  lien  à  autant  de  changements  de  signe  que  Inéquation  a  de  racines 
réelles ;.dsins  ce  cas,  toutes  les  racines  réelles  sont  encore. mises  en 
étidenee ,  et  chacune  d'elles  a  une  partie  entière  différente. 

Ou  bien,  le  nombre  des  changements  de  signe  est  moindre  que  ce^ 
lui  des  racines  réeUes.  Comme,  dans  ce  cas,  on  est  assuré  d'avoir 
laissé  échapper  quelques  racines  dont  les  différences  sont  moindres 
queTunité,  il  faut  tâcher  de  rendre  ces  différences  pliAS  grandes. 

Pour  cela,  on  fait  dans  la  proposée  x  =  |,  k  étant  une  indétermi- 

née ,-  ce  qui  donne  la  transformée  Y  =  o ,  dont  les  racines  sont  k  fois 
plus  grandes  que  celles  de  la  proposée  (il  en  est,  par  conséquent,  de 
même  des  différences).  On  donne  ensuite  à  k  diverse^  valeurs.  Soit, 
en  premier  lieu,  A:  =  3;  substituant  dans  Y  =  o  la  série  naturelle 
des  nortibres,  on  voit  si  le  nombre  des  changements  de  signe  de- 
vient égal  au  nombre  des  racines  réelles  que  Ton  sait  devoir  exister 


(*)  yoye%  moii  traité  de  Géométrie  analytique  y  pour  la  détermination,  par  des 
intersections  de  courbea,  dd  nombre  des  racines  réelles  (qu'une  équation  peut  iren- 
fermer. 

r  ■  ^ 
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dans  la  proposée.  Si  Thypothèsè  k=z^  ne  féassit  pâs^  on  fait 
A=  4,  5 , . .  •;  jusqufà  ce  qu'enfin  on  obtienne  pour  la  tnoisfKMrmée 
correspondante  le  nombre  de  diangements  de  signe  exigé. 

N.  B,  -j^U  faut  bien  observer  ici  qu'on  suppose  Téquation  dé- 
pourvue de  racines  égales.  ^ 

THiORÈME  DE  H.  STURM. 

Son  application  à  la  recherche  des  racines  incommensurables. 

€'est  ici  ie  lieu  de  faire  connaître  un  fort  beau  théorème  à  Vaide 
duquel  toutes  les  racines  incommensurables  d^une  équation  peuvent 
être  mises  en  évidence  bien  plus  simplement  qu'avec  le  secours  de 
réquation  aux  différences. 

Nous  venons  de  voir  (n*  345,  a°)  que ,  si  Von  connaissait  d  priori 
le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation.  Ton  parviendrait  aisé- 
ment à  leur  détermination,  puisqu'il  suffirait  alors  de  subdiviser 
convenablement  l'intervalle  des  substitutions,  successives.  Or  le  théo- 
rème de  M.  Sturm  atteint  complètement  ce  but,  ainsi  qu'on  va  le 
voir. 

346.  Soit  X  =  0  une  équation  à  coefficients  réels,  ^mq  nous  suppo- 
serons n'avoir  pas  de  racines  égales;  Appelons  X,  son  premier  pdy- 
nôme  dérivé ,  et  appliquons  à  X  ^  Xj  le  procédé  du  p.  g.  c.  diviseur 
relatif  (n<>s246,  259),  avec  cette  condition  toutefois,  de  changer  le 
signe  du  reste  de  chaque  opération ,  et  de  prendre  ce  reste  ainsi  mo- 
difié pour  diviseur  de  V opération  suivante.  \C»q  changement  de  signe 
est  une  condition  essentielle  dans  l'énoncé  et  la  démonstration  du 
ihéorème.) 

Désignons  d'ailleurs  par  X^,  X^,  X^,  . . . ,  X^,  les  restes  succès-* 
sifs,  pris  avec  des  signes  contraires. 

Nous  pourrons  exprimer  la  série  complète  des  opérations  par  le 
tableau  suivant  : 

X.=  X^5^j — ^^9 

Xj  =  Xjg'2 — Xj, 


-^r— 2  ""•  -^r— 1  Hr—i  ^r  ) 


X^  est  nécessairement  indépendant  de  x  et  différent  de  zéro,  puis- 
que, par  hypothèse ,  l'équation  n'a  pas  de  racines  égales. 

Considérons  maintenant  les  fonctions  X,  X^,  X^,.  .. ,  X^;  et 
supposons  que  Ton  y  substitue  pour  x  deux  nombres/?  et  j,  de 
signes  quelconques  [p  étant  <q).  D'abord,  la  substitution  de  p 
donnera  pour  chaque  fonction  un  résultat  généralement  positif  ou 
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négatif  (mais  qai  pourra  quelquefois  être  nul)  ;  et  en  ne  tenant  compte 
que  des  signes  de  ces  résultats ,  on  obtiendra  une  suite  de  signes  qui^ 
écrits  sur  une  même  ligne  ^  piésentercmt  une  oertaine;  succession  de 
variations  et  de  permanences. 

Pareillement,  la  substitution  de  ;  à  la  place  de  x  donnera  une  se- 
conde jsilite  désignes  pirésentant  de  même  une  certaine  succession  de 
variations  et  de  permanences: 

Or  le  théorème  eu  question  consiste  en  ce  que  : 

La  différence  entre  le  nombre  des  variations  qu'offre  la  première 
suite  de  signes ,  et  le  nombre  des  variations  de  la  seconde  y  exprime 
exactement  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée  y  qui  se  trouvent 
comprises  entre  pet  q.  ^ 

347.  De  là  résulte  la  règle  suivante  pour  obtenir  le  nombre  total 
des  racines  réelles  d^une  équation. 

Après  avoir  déterminé  (n^  310)  les  limites  — L'  et  -j^L  des  ra- 
cines négatives  et  positives  :  i**.  On  applique  aux  deux  polynômes , 
X,  Xj ,  le  procédé  du  p,  g,  c.  diviseur  avec  la  modification  indiquée 
dans  le  numéro  précédent.  Cela  donne  une  série  de  fonctions  X,  Xji 
X,^ . . .  ^  X^^  qui  sont  généralement  au  nombre  de  (m  -j-i) ,  m  étant 
le  degré  de  Inéquation. 

a**  On  écrit  sur  une  première  Ugne  les  signes  des  résultats  de  la 
substitution  de  -^  L' dans  chacune  des  fonctions  ^  et ,  sur  une  seconde 
ligne,  les  signes  des  résultats  de  la  substitution  de  -f-  L*  (Le  signe  de 
X^  doit  rester  le  même  ^  puisque  X^  est  indépendant  de  œ.  ) 

S**.  On  compte- le  nombre  de  variations  qu'offre  la  première  ligne , 
et  le  nombre  de  variations  de  Iq  seconde.  La  différence  entre  ces  deux 
nombres  est  Texpression  du  nombre  total  des  racines  réelles  de  la 
j^posée. 

Cette  règle  est  dHin  usage  facile  dès  que  Ton  connaît  les  fonctions 
X^  X^ ,  X,  ^ . . .  ;  et  si  les  opérations  nécessaires  à  leur  détermination 
sont  un  peu  laborieuses,  on  n^en  doit  rien  conclure  contre  la  simpli- 
cité de  la  règle  ;  car  il  y  a  (sauf  les  changements  de  signes  indiqués) 
identité  entre  ces  opérations  et  celles  que  comporte  la  méthode 
des  racines  égales  ;  méthode  à  laquelle  il  faut  soumettre  préalable- 
ment toute  équation  dont  on  recherche  les  racines  incommensu- 
rables. 

348.  La  démonstration  du  théorème  ci-dessus  repose  sur  plusieurs 
principes  que  nous  allons  d'aborS  établir. 

Premièrement.  —  Considérons  la  fonction  X  en  particulier>  et  soit  a 
une  racine  réelle  de  X  =  o.  Si  Ton  met  «  +  w  à  la  place  de  x,  dans 
X ,  on  obtient  (n**  328)  un  résultat  de  la  forme 

A"            A"* 
A  +  A'«+  —  w'H u»  + . . .  +  w"* 
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(A  étant  le  résultat  de  la  substitotioD  de  a  pour  x  dans  X^  et  A',  A'^ 
A''', . .  «  ^  les  polynômes 'dérivés  de  A  d'après  la  loi  connue). 
Comme,  par  hypoihè^^  a  est  racine  de  «  =  o,  ona  A=o,  el 

l'expression  précédente  se  réduit  à 

Or  je  dis  qu'on  peut  toujours  trouver  pour  u  un  nombre  assez  petit 

pour  que  la  quantité  entre  parenthèses  soit  de  même  sîgpe  que  son 

premier  terme  A'  (qui  d'ailleurs  est  différent  de  zéro  tant  que  X  =  o 

n'a  pas  de  racines  égaies). 

Il  suffit ,  en  effet,  pour  cela,  d'obtenir  pour  u  une  valeur  qui  rende 

A''        .  A'" 

—  uA =■  «*  +  •♦•    numériquement  moindre  que  A'.  Or  nous 

2  2.3 

avons  vu  (n°  303)*cpmment  on  remplit  cette  dernière  condition  ;'ainsi, 
il  est  toujours  possible  de  satisfaire  à  la  précédente. 

Il  est  en  outre  évident  que,  dès  qu'op  a  obtenu  pour  l'indéterminée 
u  une  valeur  remplissai^t  cette  condition,  toute  valeur  plus  petite  y 
satisfait  à  plus  forte  raison. 

349.  Secondement.  —  Si  l'on  conçoit  que,  dans  1q^  fondions  X, 
Xi  9  X, ,  t  . .  on  remplace  x  par  un  homlHre  quelconque  a  ^  il  ne  peut 

'jamais  arriver  que  deux  fonctions  consécutives  s'évanouissent  à  la 
fois. . 
En  effet  ^  considérons  les  trois  fonctions  consécutives  de  rang 

quelconque ,  X^,, ,  X„ ,  X^^^ . 

On  a  (n*  346)  l'égalité        X^.,  =X^q^'-X^^,.  ' 

Or,  si  l'on  pouvait  avoir  à  la  fois  X^_j  =  o,  X^  =  o,  on  en  dédui- 
rait X^^=o; 
mais  comiqe  on  a  aussi       X^  =:  X^+ j  y„Vi  —  ^+%  f 

il  en  résulterait  encore  X^+,  :=  o  ;  et  ainsi  de  suite.  On  parviendront 
alors  finalement  à  l'égalité  X^  =  o;  ce  qui  est  absurde ^  puisqqe  lu 
prpposée  n'ay^tnt  pas  de  racines  égales,  X^  ne  saurait  être  nw/, 

Tboisièmement.  —  La  même  relation  X^-^  =  X.^„  —  X^+j  nous 
apprend  que,  si  une  fonction  X„ devient  nulle  parla  substitution  de 
x=a,  les  deux  fonctions  X„_i ,  X„^j ,  entre  lesquelles  elle  est  placée, 
s'ont  nécessairement  de  signes  contraires  pour  la  même  valeur  x:==za. 

350.  Ces  principes  admis,  désignons  par  k  une  quantité  positive 
ou  négative,  mais  moindre  (c'est-à-dire  plus  rapprochée  de  Vinfini 
négatif)  que  toutes  les  racines  réelles *des  équations  X  =  o,  Xj  =  o, 
Xg  =  o , . . . ,  X^_j  =  o  ;  et  concevons  qu'en  faisant  croître  x  d^une 
manière  continue  (n""  303)  à  partir  de  A ,  on  substitue  toutes  ces 
valeurs  successives  dans  les  fonctions  X ,  X, ,  X, , . . . ,  X^. 
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Il  est  d'abord  facile  de  voir  q^e  Ips  variations  et  1^  pemian^nces 
fournies  par  les  signes  de  ces  fonctions  et. celui  de  X^  (que  nous 
savons  déjà  être  constants),  se  reproduiront  toutes  et  dî^ns  le  môme 
ordre ,  tant  que  x  n'aura  pas  atteint  une  des  valeurs  qui  rendent 
nulle  quelqu'une  de  ces  fonctions  ;  car,  pour  que  le  nombre  ou  l'ordre 
de  ces  variations  et  permanences  vienne^  se  modifier,  il  faudra  évi- 
demment que  Tune  des  fonctions,  X^  par  exemple,  change  de  signe, 
et,  par  conséquent  (n"  303),  que  Xn  soit  d'abord  devenu  nuL 

Supposons  actuellement  qu'une  valeur  x=^a  rende  mdle  une  ou 
plusieurs  des  fonctions  [a  étant  d'ailleurs  le  plus  pptit  des  nombres 
qui  jouissent  de  cette  propriété)  ;  et  voyons  ce  qui  doit  arriver. 

Il  peut  se  présenter  deux  circonstances  :  ou  x  =  a  anéantira  une 
(ou  plusieurs)  des  fonctions  intermédiaires  Xj,  Xj,  Xj, .  . . .  X^j, 
sanff  faire  évanouir  X  ;  ou  bien  x  =  a  anéantira  X ,  pouvant  d'ailleurs 
rendre  aussi  nulle  une  ou  plusieurs  des  fonctions  intermédiaires.  Or 
je  dis  que,  dam  le  premier  cas ,  aucune  variation  ne  disparaîtra  dans 
le  passage  de  x  par  les  trois  états  conséçutife  a  —  «,  a>  a-\-u 
(  u  étant  l'intervalle  des  substitqtions  successives  )  ;  que ,  dans  le 
second,  une  variation  disparaîtra,  et  qu'il' n'en  disparaîtra  qu'une 
seule  si  u  est  sufiisamment  petit. 

Considérons  le  premier  cas ,  celui  oii  la  fonction  X^ ,  par  exemple, 
devient  nulle  pour  x  =  a,  sans  que  X  le  soit  en  même  temps. 

•Comme,  pour  la  même  valeur  ar=i«,  X^_,  et  X^+j  ne  peuvent 
devenir  nulles^  et  qu'elles  sont  de  signes  contraires  (n*  349),  il  s'ensuit 
que  les  trois  fonctions  consécutives 

"*n-l  >       X„  J    X^+l  9 

formeront ,  quant  9^  signes ,  Viine  des  deux  combinaisûQs 

+,  o,  —,      ou      —,  o,  +; 

» 

et  soit  qu'on  prenne  o  avec  le  signe  +  ou  avec  le  signe  — ,  on  voit 
qu'il  en  résulte  une  variation  et  une  permanence; 

D'un  autre  côté,  chacune  des  fonctions  Xn-i ,  X^+i,  a  dû  conserver 
le  même  signe  pqur  les  valeurs  de  x  comprises  depuis  a?  =  A  jusqu'à 
x  =  a\  et  les  lignes,  ne  doivent  pas  changer  dans  le  passage  de 
xz=zakx^=^a-\'U,  puisqu'on  peut  toujours  supposer  u  assez  petit 
pour  qu'aucpue  racine  da  Xn-i==:Qf  X«^.^==;o,  ne  soit  comprise 

entre  a  et  a  +  ^• 

On  peut  donc  aiSrmer  que  les  trois  fonctions  oi-dessus,  qui,  pour 

x=^af  présentent  une  variation  et  une  permanence,  donnent  éga-» 

lepent  une  variation  et  une  pei'nianence  pour  toutes  les  valeurs 

^  ,    comprises  depuis  ^  =  a  jusqu'à  o?  ;=  a  -f  u.  Ainsi,  l'hypothèse  x=a, 

.  i    introduite  dans  \^  série  des  fonctions ^X>  X^  >  X,, . .  • ,  n'a  fait  perdre 

î  ''ni  gagner  aucune  variation. 

3t&i.  Passons  au  cas  où  X  devient  nul  quand  pn  y  met  a  pour  x. 
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Soit  {sitx=:a-\-  u  dans  X  et  X^ ;  pais  désignons  par  (J^  U,  ce 
que  deviennent  respectivement  X,  X^,  par  cette  substitution.  Appe- 
lons (n*»  348)  A,  A',  A", ...  les  résultats  de  la  substitution  de  a  pour 
X  dans  X  et  ses  polynômes  dérivés,  puis,  par  analogie,.  A^^  A\, 
A"i , . . .  ce  que  deviennent  X^  et  ses  polynômes  dérivés,  par  la  même 
substitution ,  nous  aurons  les  deux  égalités 

U  =A  +A'  u+  —  w«  +  ...,' 

2 

U,  =  Al  +  A',w+ ^  M*  +  . . . . 

4      11  2 

Comme,  par  hypothèse,  a  est  racine  de  X  =  o,  on  a  nécessai- 
rement A  =  0.  De  plus,  les  deux  quantitéi^  A'  et  Aj,  exprimant  Tune 
et  Tautra,  le  résultat  de  la  substitution  de  a  pour  x  dans  X^ ,  ft'en 
forment  qu'une  seule  qui  est  différente  de  o,  puisque  X  =  o  n'a 
pas  de  racines  égales.  Ainsi,  les  deux  égalités  précédentes  se 
changent  en  celles-ci  : 

A"  i 

U    =:A'w+-^t^«+..., 

2 

^U,  =  A'    +A',  w  +^tt»  +  ..., 

dont  les  seconds  membres  sont  nécessairement  de  même  signe  que 
leurs  premiers  termes  Ku  et  A',  lorsqu'on  prend  (n*  348)  pour  Pin- 
déterminée  u  une  valeur  suffisamment  petite.  On  voit  donc  que  U  et 
Uj  sont  de  même  signe  quand  u  est  positif,  et  de  signes  contf^aires 
quand  u  est  négatif. 
D'où  il  résulte  que  les  signes  dès  deux  fonctions  X,  X^,  qui 

présentaient  d'abord  une  variation  pour  x  =  a  —  w , 

formaient  ensuite  une  permanence  pour  a?  c=  a  +  «• 

Ainsi,  dans  le  passage  dex  =  a  —  m  à  a?  =  a  +  w,  ime  variation 
s'est'cbangée  en  une  permanence. 

La  même  conséquence  aurait  lieu  lors  même  que  x=za,  qui  satisfait 
à  X  ==  o ,  anéantirait  en  même  temps  une  ou  plusieurs,  autres  fonc- 
tions ,  puisque-,  comme  on  Ta  vu  précédemment ,  quand  une  de  ces 
autres  fonctions  vient  à  s'évanouir,  le  nombre  des  variations  ne 
change  pas  pour  cela. 

Maintenant  si ,  à  partir  de  a?  =  fl  +  « ,  on  continue  de  faire  croître 
X  par  degrés  insensibles ,  le  nombre  actuel  des  variations  de  la  suite 
des  signes  demeurera  le  même  jusqu'à  ce  que  x  vienne  à  dépasser 
une  nouvelle  racine  de  X==o;  auquel  cas  une  seconde  variation 
disparaîtra,  et  se  trouvera  remplacée  par  une  permanence.  Et  ainsi ^ 
de  suite. 

Donc,  enfin  le  nombre  des  variations  perdues  lorsque  x  croit  depuis 
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une  valeur  quelconque  k  jusqu'à  une  autre  valeur  k^  est  égal  an 
nombre  des  radines  réelles  de  X  =  o ,  comprises  entre  k  et  A'. 
Ce  qui  démontie  évidemment  le  théorème  énoncé  n*  34^. 

352.  Avant  de  passer  aux  applications,  nous  ferons  plusieurs 
remarques  fort  importantes. 

1*.  Dans  la" recherche  des  fonctions  X,  X^, . . . ,  on  peut  intro- 
duire ou  supprimer  des  facteurs  numériques  (n°  259) ,  pourvu  que 
ces  facteurs  soient  positifs;  mais  il  faut  bien  prendce  garde,  quant 
aux  signes,  à  ne  faire  que  les  changements  indiqués  au  n**,  346, 
puisque  c'est  de  la  considération^ des  signes  dont  les  fonctions  X^  Xj, 
X, , . .  .  sont  affectées ,  que  dépend  principalenlent  la  démonstration 
du  théorème  de  M.  Sturm. 

2°.  Quand  on  veut  simplement  connaître  le  nombre  total  des  racines 
réelles  de  l'équation  proposée,  il  n'est  pas  nécessaire  d'opérer  la 
substitution  des  limites  —  L'  et  +  L  dans, les  fonctions  X ,  X^, . . .  : 
il  suffit  de  substituer  —  oo  et  +  oo  dans  le  premier  terme  de  chacunr^ 
d'elles ,  puisque  Ton  sait  (n''  305)  que  le  signe  de  la  fonction  est  alors 
le  même  que  le  signe  de  ce  premier  terme. 

La  substitution  de  —  oo  et  de  +  oo  dispense  de  déterminer  d'abord 
les  deux  limites— U. et  +L,  qu'il  faudrait  d'ailleurs  calculer  de 
manière  qu'elles  convinssent  à  toutes  les  fonctions,  si  l'on  ne  voulait 
opérer  la  substitution  que  dans  leur  premier  terme. 

Nous  ajouterons  même  qu'en  faisant  usage  de  la  méthode  de 
M.  Sturm,  on  n'a  besoin,  dans  aucun  cas,  de  connaîtcp  à  priori  les 
deux  limites — L'  et  +L.  En  eifet,  après  avoir  reconnu  d'abord 
combien  il  y  a  de  racines  réelles  dans  la  proposée ,  si  l'on  veut  ensuite 
déterminer  d'une  manière  plus,  précise  le  lieu  des  racines,  il  n'y  a 
qu'à  substituer  succeçsivement  les  nombres  o,  i,  a,  3,,,,.,  et  o,  -r^i, 
—  a,...;  et  dès  que,  par  la  substitution  de  o,  1,2,...^  on  est  par- 
venu à  une  suite  de  signes  qui  présente  autant  de  .variations  qu'en 
avait  donné  la  substitution  de  +  00,  on  peut  affirmer  qu'il  n'y  a  plus 
de  racines  au  delà  du  dernier  nombre  substitué.  Même  raisonnement 
par  rapport  aux  nombres  o,  — 1  — 2, 

On  obtient  ainsi  les  deux  limites  supérieures  les  plus  resserrées 
(en  nombres  entiers)  ;  ce  que  ne  donne  pas  toujours  d'une  manière 
bien  certaine  (n*  309)  la  méthode  de  Newton,  mal  appliquée. 

3\  Si  Ton  cherche  ensuite  combien  il  y  a  de  ratcînes  réelles  com- 
prises entre  deux  nombres  particuliers  jo  et  g',  il  peut  se  faire  que  p, 
ou  q  rende  nulle  quelqu'une  dés  fonctions.  Dans  ce  cas,  quand  c'est 
une  fonction  intermédiaire,  X„,  qui  s'évanouit,  on  n'a  pas  besoin  dé 
tenir  compte  du  résultat  o  dans  la  suite  des  signes,  car  on  a  vu 
(n*^  349)  que  X^_j ,  X^^^  offrent  une  variation  pour  cette  môme  valeur 
de  2?  ;  or  la  combinaison  du  double  signe  =h  dont  0  est  censé  affecté, 
avec  les  signes  -| ,  pu  -r^  + ,  ne  donne  encore  qu'une  variation. 
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Ainsi  9  le  nombre  des  variatioDsn'ast  nullement  alMré  par  Poinissioit 
du  résultat  o.  ^ 

Lorsque  c'est  X  qui  s'éi^nouit  pour  x=r/)^  par  exemple,  on  con- 
clut d'abord  que  p  est  racine  de  X=:o ,  puis  on  compte  les  varia- 
tioDS.qui  existent  à  partir  de  X,. 

4*.  Enfin,  si,  après  avoir  obtenu  les  fonctions  X^  X^,  X-,,..,  X^, 
on  vient  à  reconnaître  que  Tune  des  fonctions  intermédiaires,  X,, 
est  de  nature  à  conserver  constamment  le  pnéme  signe  pour  toutes 
les  valeiu's  con:!prises  entre/)  et  q  [p  étant  <  ^),  il  est  inutile  de  sub- 
stituer ces  nombres  dans  les  fonctipns  suivantes;  car  aiUani  la  suite 
des  fonctions  jusqu'à  Xn  inclusivement  présentera  de  variations  de 
plus  pourx  =  p  que  pour  x  =  q,  autant^  il  y  aura  fie  racines  réelles 
comprises  entre  p  et  q. 

n  suffit^  pour  s'en  convaincre,  d'appliquer  aux  fonctions  X,  X^, 
X,,.-^  X„>  Ç^  qnî  a  été  dit  (n**  350,  S51)  par  rapport  à  toutes  les 
fonctions.  La.  suite  des  signes  Jusqu^à  celui  de  X^  inclusivement,  per- 
dant une  variation  pour  chaque  racine  de  X  =  o ,  et  le  nombre'  des 
variations  n'étant  nullement  altéré  par  l'évanouissement  de  quel- 
qu'une des  fonctions  intermédiaires  Aj  ,  X^,...,  X^_j,  puisque  d'ail- 
leurs X„  conserve  toujours  le  même  signe  par  hypothèse,  il  faut  né- 
cessairement qu^autant  il  y  a  de  variations  perdues  dans  la  suite  des 
Agnes  de  X,  Xj,...,  X„,  lorsqu'on  passe  de  x=p  k  x=::q,  autant 
il  y  ait  de  racines  de  X  =  o  comprises  entre  ces  deux  nombres. 

On  déduit  de  là  le  cas  particulier  suivant  :  si,  dans  le  cours  des 
divisions  nécessaires  à  la  détermination  des  fonctions  X,  X^,...,  X,, 
on  reconnaît  qu'une  certaine  fonction,  X„,  ne  peut  avoir  que  des 
l*acines  imaginaires^  comme  alors  elle  ne  saui^it  changer  de  signe 
.  (n*  313),  quelque  valeur  qu'on  y  substituât  pour  x,  on  n'a  pas  besoin 
de  pousser  plus  loin  les  divisions  ;  c'est-à-dire  qu'H  est  inutile  de 
déterminer  X^+ ^ , . . . ,  X, .    , 

Cette  circonstance  est  très-importante  à  retenir  :  car,  en  raison  de 
la  grandeur  des  coefficients  numériques^  on  ne  peut  se  dissimuler 
que  les  calculs  relatifs  à  la  détermination  des  fonctions  successives 
ne  soient  très-pénibles,  surtout  lorsqu'on  arrive  aux  dernières. 

(Voyez' le  troisième  et  le  quatrième  des  exemples  du  numéro 
suivant.) 

353.  Faisons  maintenant  quelques  applications,  en  ne  considé- 
rant toutefois  que  des  équations  qui,  par  la  substitution  des  nombres 
entiers  consécutifs  compris  entre  les  limites ,  donnent  moim  cle  chan- 
gements de  signe  qu'il  n'y  a  d'unités  daps  la  proposé^. 

\*^  Exemple,  ^x^ — Qîp  —  i==o.  (i) 

.    (Cette  équation  a  déjà  été  traitée  n^  343.) 

On  a  d'abord  X^=a4a?'  —  6,  ou  plut6t       Xj  =  ^ —  i 
(d^apBèa  la  pren^iève  remaïque  du  n<>  352). 
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Diyii^nt  X  p$r  X^^  on  obtient  pour  reste  ^ 
— l\x — i;  d'où .        Xj  ==  +  4»  -f-  i.    ; 

La  division  de  Xi  par  X, ,  après  les  prépQ-  ♦ 

rations  convenables  (n**  259),  et  çn  vertu  de 
la  première  remarque  du  n»  352,  donne  ppuf 
reste  —  5;  d'où. X,  =  +  5.         , 

Ainsi  y  Voxk  a  pour  les  fonctions  cherchées , 

X  =  8ar»— 6a?  — 1,    Xj  =  4a?»  — i;    X,  =  4a?+i,    X,  =  +5. 

Cela  posé,  la  substitution  de  — 09  et  de  -|-c»  dans  les  premiers 
termes  de  ces  fonctions  donne  les  devix  suit^^ 

f 1-  .....  5  variations  y 

+  +  +  +  •••••  o; 
ce  qui  proijive  que  l'équation  a  ses  trois  racine**  réelles,  puisqu'il' 
disparaît  trois  variations  dans  le  passage  de  ;— 00  à  4~^^« 
^      Soit  fait  maintenant  dans  Iç^  mêmes^  fonctions,  x^=^  —  1,  o,  -|-  1; 
on  trouve  :  , 

Pour      a?  =  —  1, 1 \- 3  mriatim^y^ 

x=       0,        —  —  +  +...,  ,1, 

j?=-|-i,        -| — h"!""]" ^» 

Comme  —  1  donne  trois  variations,  et  que  0  n'en  donne  nn'une 
seule  ^  il  s'ensuit  que  o  et  —  1  comprennent  deux  racines. 

Pareillement,  e  donnant  une  variation,  et  +  1  n'en  donnant  aw- 
cuney  il  y  a  wft«  racine  comprise  entre  o  et  1. 

Pour  séparer  les  deux  racines  négatives,  il  faut  (no  345)  ressen'er 
Vintervalle  des  substitutions;  mais,  auparavant,  il  convient  de  chan- 
ger X  en  — «jr^  ce  qui  ramène  l'équation  (1)  à 

8â?'— .6dr+i=o;-       ^  (a)- 

et  les  raoine^  po^Hives  de  cette  nouvelle  équiition ,  étant  prises  avee 
le  i^igQO  TTTr,  donqeront  les  radncs  négatives  de  la  proposée. 

Actuelleipent^  posons  (n*  345)  dans  Téquatipn  (î^),  ^==-J  il  çn 

résulte  la  transformée 

y*  — 5y+i==fo.  ,  (5) 

Or,  en  faisant  successivement        yr=i     o,        1 ,         a , 

on  trouve  pour  résultats  4-*»    -^*>    +-3; 

donc  les  deux  racines  positives  de  l'équation  (2)  sont  comprimes,  Tune 
'  entre  0  et  i„  et  l'autre  entre  1  et  a. 

Appliquant  à  l'équation  (5)  l'une  des  deux  hîéthodes  d'approxima- 
tion, et  substituant  les  valeurs  obtenues  pour  y,  dans  la  relatio^i 

O?  =  ^,  OU  plutôt  0?  =  —  -  (à  çaosedu  changement  de  x  en  —x]^ 
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on  aura,  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on  voudra,  chacune  des 
trois  racines  de  Téquatiou  proposée. 

N.  B.  —  Pour  le  calcul  de  la  racine  positive  de  Téquation  (i),  on 
peut  opérer  directement  sur  cette  équation. 

%•  Exemple.       ar*  —  ax'  — 7J?'  + iox+ 10  =  0.  (1) 

En  appliquant  à  cette  équation  la  règle  dA  n*"  346,  ou  trouve  suc- 
cessivement      X  =0?*  —  2  a?'  —  jar*  -j-  loar  +10, 

Xj  =  20?*  — 3x'  — 7Jr-i-5, 

X,  =  17a;*  —  23x  —  45, 

X,  =  iSax  —  3o5, 

X,  =  +  5a47«5. 

Si  Ton  substitue  —  od  et  +  c»  dans  les  premiers  termes  de  ces 
fonctions,  on  obtient  les  deux  suites 

4- . 1 h 4  i^ariations,  ' 

H — I — I — I — h ^5 

donc  les  quatre  racines  de  Téquation  sont  réelles. 
Actuellement,  soît  fait  successivement,  dans  les  fonctions, 

•M/  —  O,    1,    2.    Oj    ..a    ,       ei  «4/  — —  O,      ~~~   1,  •   2,  .  •  •  J 

.r  .   .    . 

il  vient,  pour         j?=     o,         -f-| h  •..  2  variât.^ 

a?=      1,  -| 1-  ...  a*    - 

X=        2,  -| 1-    ..•    2,     ., 

a?=..  5,.        +-I-  +  +  +  ••.  o; 
pui6,poi^r   .         a?=     o,  +-| H  ...  avariât. y 

X  — i-  ""*"    1 ,  ""^"  "^   ""^   *~~    ~Y~       a  •    .       O, 

»«/  —  — "~  Sy  *"*"  "i     "1     *"""  "1       •••    ^'^ 

D'où  Ton  voit  que  l'équation  ^  deux  racines  positives,  comprises 
entre  2  et  3,  une  racine  négative  comprise  entre  o  et—  1;  enfin,  une 
racine  négative  comprise  entre  —  2  et  —  3. 
Pour  séparer  les  deux  racines  positives,  oii  pourrait  (n®  345)  faire 

'  dans  l'équation,  x  =  -  ,  ou  f , . .  .^  maïs  on  va  voir  que  la  méthode 

2.3 

d'approximation  de  Lagrange  suffit  pour,ppérer.cette  séparation. 

soit,  en  effet,  posédan.  l'écpaation  (0,  x  =  .  +];  «  vient,  tout 

calcul  fait  (n*^  328),  la  transformée  "     ^ 

ay*— ioy»  +  5y*  +  6y+i  =  o,  (i) 

qui  a  nécessairement  deuçc  racines  plus  grandes  que  l'unité. 

Or,  en  faisant  successivement  y=i,        2,       5,       4>  *      5, 
on  trouve  pour  résultats. .  /. .      +  4,  -^  i5,  —  44>  —  ^^y  +  »56; 


DU  THéOBÈX^  0£  M.  «TURV*  &39 

d'où  l'on  voit  qàe  les  deux  valeurs  de  y  sont  coiQprises»  Vune  entre 
1  et  a.  Vautre  entre  4  et  5. 

C'est-à-dire  que  les  deux  valeurs  de  x  seront  exprimées  par  deux 
fractions  continues  de  la  forme 

j:  =  a  -J — = —  et    ^  =  a  -J — • 


1  -f-  : r-^  4  + 


•  •■••••a* 


et  Ton  pourra  déterminer  chacune  de  ces  fractions  continues  séparé- 
ment. (Fo^^ez  les  n~  330  et  354.) 

N.  B.  —  Dans  cet  exemple^  après  avoir  obtenu  les  fonctions 
X*  —  lyx^  —  23 j?  —  4^  ^  ^3=  i5î*^  —  3o5 ,  il  n'était  pas  nécessaire 
d'effectuer  la  division  de  X,  par  Xg,  opération  assez  longue  sous  le 
rapport  des  calculs  numériques. 

En  effet,  ce  qu'il  importe  de  connaître  dans  l'application  de  la  mé- 
thode de  M.  Sturra,  ce  n'est  pas  la  valeur  numérique  du  dernier  reste, 
mais  bien  leisigne  de  ce  reste,  afin  d'en  déduire  ensuite  celui  de  la 
quantité  X^^  laquelle  estjconstante,  ainsi  qu'on  Ta  vu. 

Or  on  sait  [n'*  237)  que  quand  on  divise  une  fonction  entière  de  x 
par  un  facteur  de  la  forme  x  —  a,  le.  re^te  n'est  autre  chose  que  le 
résultat  de  la  substitution  de  a  au  lieu  de  x  dans  la  fonction.  Ainsi, 
le  signe  du  reste  de  la  division  de  X,  par  X^  doit  être  le  môme  que 
celui  qui  résulterait  de  la  substitution  y  dans  Téquation  X^^^o  (ou 
iyx^  —  25x — 45  =  0),  de  la  racine  donnée  par  l'équation  X3  =  o 
(ou  i5aa?*^3o5  =  o), 
,  Mais  l'équation  X2  =  o,  dont  les  racines  sont  dé  signes  contraires, 
donne  pour  la  positive,  a,4  ^  O9  ^  près^  tandis  que  la  raciiie  de 

X.  =  o  est  a:  =  a  4"  "z-  -  On  voit  donc  que  cette  racine  est  comprise 

lî)2  X 

entre  les  deux  racines  de  l'équation  Xj  =  o,  et  que,  par  conséquent, 
si  on  la  substituait  dans  le  polynôme  X^,  on  obtiendrait  (n*  IH,  i**) 
un  résultat  de  signe  contraire  au  premier  terme  de  X, ,  c'est-à-dire 
un  résultat  négatif,    ' 

Donc,  puisque  le  reste  de  la  division  de  X,  par  X,  est  négatif  y  il 
s'ensuit  que  la  fonction  X^  est  positive. 

(Cette  remarque  fait  suite  à  la  quatrième  du  n°  352.) 

'Si^  Exemple..         a  a?* — i3a:*  +  io^ — i9=:=o.  (1) 

Les  fonctions  X,  Xj,  X,, . . .  étant  calculées  d'après  Ja  règle  du 
n*  347,  on  troqve  d'abord,  pour  les  trois  premières, 

X=   20?*  — i3x*  + 10a?  — 19;. 
Xi=   l\x^  —  iZx  +   5, 

X^=iZx^  —  i5x  +38. 


I 
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Of  je  ^  4u1i  «et  itiutîle  d'aller  pluÈ  loin,  et  de  ôalculër  X^  éi  X^ .  En 
effet,  il  est  aisé  de  voir  que  les  racines  de  l'ëqualion  'X^  =  '6  sont 
imaginaires,, ptil^ue  l'on  a  (i5)*  —  4 .  i3 .  58  <  o  (nMI  1,  S'*)  ;  d^où 
il  résulte  que  X,  ne  peut  changer  de  ^igne,  quelque  valeur  qu'on 
donne  à  x.  Ainsi ,  la  quatrième  remarque  du  n"*  352  est  applicable  à 
cet  exemple;  et  il  suffira ^e  consMérelr  les  trois  Fonctions  X,  X, ,  X, . 
Or,  en  substituant  successivement  —  oo  et  -|-  <^  ^ns  leur  premier 
terme,  on  obtient  les  deux  suites 

+  +  +  •••0; 

tsé  qui  démontre  que  Véquatioli  a  deux  racines  t*éell6â  et  deuA  racines 
Imaginaires.  Les  racines  réelles  isont  d'ailleurs,  tune  positive,  et 
f autre  négative  (n*  312),  puisque  le  dernier  terme  de  réquation  est 
négatif. 
4*  Exempte-.  a:**^364r'  +  yiaâf*  — 3?ar  +  yâ  =  6. 

(Nous  nous  bornerons  ici  à  présenter  le  tableau  du  calcul.) 

Xj=     iSâr'—     54:r'-f  3;x  —  90, 
X3  =15195:* — 2442  a?  — 684, 
X^  =  —  2805469a:  +  32408254,   . 

(Le  signe  de  X,  se  détermina ,  comme  dans  le  second  exemple,  en 
observant  que  la  racine  de  X^  =5  o  est  évidemment  plw  grande  que 

ta  racine  positive  de  X,  =  0.) 

t- 

Or         x  = — 00  donne 1 1--| ...  ^variationSf 

a:r=  +  Qo  ^-|__[-_| ...  i  seule; 

don(\  ré^uàiioil  proposée  n'a  que  trois  racines  réelles.  Mais  si,  avant 
d'appGquer  la  méthode  actuelle,  on  eût  d'abord  substitué  les  nom- 
bres (entiers  consécutifs,  on  aurait  reconnu  facilement  que  chacun  des 
couples  de  nombres,  4  6t  5,  5  et  6, — 6  et  —  y^  donnetit  deux  rémil- 
tats  de  signes  tontfaii^e^.  Donc  les  trois  racines  réelles  ont  respective- 
ment pour  partie  entière,  4»  ^9  ^t  —  6;  les  deux  autres  racines  sont 
imaginaires. 

Ces  exemples  nous  paraissent  sufiÎBânts  pout  donner  mie  idée  de 
toute  l'importance  du  théorème  de  M.  Sturm,  et  du  parti  qu'on  peut 
en  tirer  dans  la  résolution  des  équaUons  numériques. 

354.  Nous  ajouterons  cependant  encore,  que  quand  on  a  reconnu, 
par  la  substitution  des  nombres  entiers  consécutifs  dans  les  fonctions 
X ,  Xi,  X,,  . . . ,  combien  il  y  a  de  racines  réelles  eiitre  deux  nombres 
a  ej  a  4- 1  >  lit  combinaison  du  théorème  avecla  méthode  de  Lagrange 
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> 

d<H)ne  le  moyen  de  séparer  ces  raeiaeé  smi»  qu'on  sott  obligé  de  re- 
courir à  la  transformation  du  n""  345»  laqueHe  devient  ti'ès-laborieade 
quand  les  racines  sont  très*peu  diiférentes  les  unes  des  autres.  Voici 
en  quoi  consiste  ce  moyen  :      . 

On  substitue  &-{-  -  àla  place  de  x,  non-seuterhérâ  dans  X,  mais  en- 

y 

core  dans  toutes  les  fonctions  rfe  X, ,  X,  »...  ;  puis  on  y  fait  successive* 
ment  y  =  i,  2, 3, . . . .  ^a  différence  entre  les  deux  nombres  de  varia- 
liobs  t*ésultant  de  Ist  substitution  de  deux  de  ces  nombres;  6  et  6  -f  1^ 

est  égale  au  ifrosBRiE  des  valeurs  de  x  comprises  etitre  a  +  -r.et 

o 


6  +  r 

Si  cette  différence  est  égale  à  1,  on  en  condut  que  la  transformée 
iftii  résulté  de  h  substitution  de  a  4-  -  à  la  place  de  x  dans  X  =  o, 

y 

n'a  qu'une  seule  racine  comprise  entre  6  et  i  4~  M  ^^  l'on  petit  faci- 
lement (n**  330)  obtenir  la  fraction  continue  correspondante. 

Mais  quand  cette  différence  est  égale  à  2,  5^  . . . ,  on  en  déduit  que 
la  transformée  en  j^  a  deux,  troii, ...  racines  comprises  entre  b  et 

è-|-  \.  P^\&£^  on  remplace"^  par  h -{-  -  dans  les  fonctions  XyX^jX^y  ... 

(qui  sont  déjà  expririiéés  en  y);  puis  on  y  fait  successivement  z=  1, 
2,  3,.»..  La  DIFFERENCE  cntpc  les  deux  nombres  de  variations  résultant 
de  la  substitution  de  deux  de  ces  nombres,  c  et  c+  1,  est  égale  au 
NOMBRE  de  valeurs  de  x  comprises  entre 

1      -  1 

a  + et    a  A r- 

1  - 


ô  H-  -  6  + 


On  voit  aisément  que,  par  ce  moyen ,  toutes  les  valeurs  de  x^ 
comprises  entre  a  et  a-|-  *^  pourront  se  développer  en  autant  de 
fractions  continues  ayant,  a  partir  de  a,  une  ou  {>lusieur6  fractions 
intégrantes  communes. 

355.  Enfin,  le  théorème  de  M.  Sturm  conduit  très-simplement 
aux  relations  qui  doivent  exister  entre  les  çoeïRciértts  de  Péquation" 
du  3*  degré  pour  qu'elle  ait  ses  trois  racines  réelles. 

Soit  réquation  x^  -\-px-\-q  =  o ,  que ,  pour  plus  de  simplicité , 
nous  supposerons  privée  du  terme  eii  x^,  ce  qui  est  toujours  permis 

(n'^seo). 

On  obtient,  pour  les  fonctions  successives  X,  X^,  X,,  X, , 

X=a?'  +  P^  +  9>    Xj  =  5ïr*4-P>     ' 


V. 


^32  àvovcth^m  auyrb  tréorème.   . 

Gela  posé ,  pour  que  l'éGfuatipn  ait  ses  trois  racines  réelles  y  il  faut 
et  il  suffit  qu'en  substituant  successivement  -^oo  et  -f~^^  ^^^  I^ 
premiers  termes  de  ces  fonctions ,  on  obtienne  5  variations  par  la 
première  substitution,  et  3  permanences i^hv  la  seconde,  c'est-à-dire 
que  l'on  doit  avoir  Tune  des  deux  combinaisons  : 

+  -  +  -  et 

ou  bien,     -'  1 1-  et  +  +  '+  +  ^ 

dont  la  dernière  est  la  seule  admissible ,  puisque  l'équation  est  de  de- 
gré impîtir. 

Or  il  est  évident  que  les  deux  premières  fonctions  X,  X^  donneat 

respectivement 1-  et  +  +  ^   V^  ^^  substitution  de  —  oo  et  de 

+  oo,  sans  qu'il  en  résulte  aucune  condition  pour  p  et  q. 

Mais  pour  que  X^ ,  Xj  donnent  également 1-  et  +  +  >  on  voit 

qu'il  faut  :  i**  que  p  soit  négatif;  a"  que  Ton  ait  —  4/?^  —  27  q^  positif, 
ou  4p'  +  27?'  négatif  y  condition  qui  renferme  implicitement  la  pre- 
mière. 

Ainsi,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  réalité  des  hx)îs 
racines  est  ' 

^P^  +  ^7q^<o,    ou     — +  7-<o. 

27       4 

Dans  le  cas  particulier  de  4p*  +  275''  =  o,  comme  on  a  alors 
X3  =  0 ,  il  faut  nécessairement  (n°  347)  que  la  proposée  ail  deux  ra- 
cines égales  qu'on  obtiendra  en  annulant  Xj ,  ou  posant 

^ — apx — 35' =  0,    dou^a;  = -. 

Mais  la  relation  supposée  donne  p=  —  3  \/  j-,  d'où,  en  substituant 
dans  la  valeur  de  x  et  réduisant, 

8    /- 


x  = 

V  ^ 

Ainsi)  rfé-Mxdes  trois  racines  sont  égales  à  \/-. 


V  f  '  p™' 


La  troisième  est  nécessairement  —  2  V/  r  '  P'iisque  l'équation  est 

privée  de  second  terme. 

Lorsque  Ton  a  4jo^  +  27g''  >  o,  une  seule  racine  est  réelle  y  et  les 
deux  autres  sont  imaginaires. 

356.  M.  Sturm  a  étendu  son  théorème  au  cas  où  l'équation  pro- 
posée admet  des  racines  égales  ;  inais  nous  n'entrerons  dans  aucun 
détail  à  ce  sujet,  puisqu'on  peut  toujours  (n"  284)  faire  dépendre  la 
résolution  de  l'équation  de  celles  d'autres  équations  qui  n'ont  que  des 


\ 
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racines  simples.  Il  a»  a  également  déduit  d'autres  conséquences  fort 
curieuses^  mais  qui  ne  sont  psis  indii^nsables  pour  la  résolution  des 
équations. 

Nous  renvoyons,  pour  de  plus  amples  détails  sur  la  résolution  des 
équations  numériques^  aux  ouvrages  suivants  :  Traité  de  la  résolu^ 
tion  des  équations  numériques ,  par  LagraYige;  Supplément  à  la  théorie 
des  nombres ,  par  Legendre  j  Nouvelle  méthode  pour  résoudre  les  équa^ 
lions  numériques,  y&x  M.  Budan ;  Ana/^^e (/e^  équations^  ouvrage péfik 
thume  de  Fourier. 

On  trouvera  dans  ces  deux  derniers  ouvrages  un  théorème  qui  a 
quelque  analogie  avec  celui  de  M.  Sturm,  et  qui  paraît  avoir  été  dé- 
couvert à  peu.  près  dans  le  même  temps  par  MM.  Fourier  et  Budan. 
En  voici  l'énoncé  : 

Soient  f{x)  un  polynôme  entier  du  degré  m,  f(x)y  f"[x),  f'"{x)y... 
ses  dérivés.  Appelons  p^iq  deux  nombres  réels  de  signes  quelcon- 
ques [p  étant  <  q)  ;  et  concevons  qu^on  ait  substitué  alternativement 
p  eiq  dans  la  série  de  ces  fonctions;  ce  qui  donne  les  deux  suites  de 
résultats  : 

-    lo.  Pour;?,  f[p),    r(p),    rip),...,- 

2^P0ury,  f(q),    f'[q),    H?),.--. 

Le  théorème  consiste  en  ce  que  les  signes  de  la  première  suite  ne 
peuvent  jamais  présenter  moins  de  variations  que  ceux  de  la  seconde; 
et  si  p  c^  q  comprenneht  un  nombre  k  de  racines  réelles  y  la  première 
suite  a  au  moins  k  variations  de  plus  que  la  seconde. 

Ce  théorème,  beaucoup  moins  explicite  que  celui  de  M.  Sturm> 
qui,  dans  aucun  cas ,  ne  laisse  d'incertitude  sur  l'existence  des  racines 
réelles  entre  des  nombres  déterminés ,  fournit  cependant  Tine  mé- 
thode assez  cohiplète  de  résolution  (*).         ,  » 

?  IV.  —  SECONDE  PARTIE  DE  L'ELIMINATION. 

357.  Après  avoir  fait  connaître  les  différents  moyens  de  résoudre, 
du  moins  en  nombres  réels ,  les  équations  numériques  d*un  degré 
quelconque  à  une  seule  inconnue,  il  convient  de  s'occuper  de  la  ré- 
solution des  équations  à  plusieurs  inconnues.  Mais  nous  traiterons 
plus  particulièrement,  dans  ce  paragraphe,  le  cas  de  deux  équations 
à  deux  inconnues  en  xeiy. 

Pour  abrégea  le  discours,  nous  conviendrons  de  donner  le  nom  de 
couple  ou  de  solution  à  tout  système  de  valeurs  de  a?  et  de  y  qui,  subr 
stitué  à  la  fois  dans  les  deux  équations,  y  satisfait. 


n  Voyex  aussi,  pour  le  développement  de  ce  théorème  et  pour  les  conséquences 
qu'on  en  déduit, ^ne  Note  placée  à  la  flfi  de  la  6*=  édition  de  mon  Algèbre,  et  due 
à  M.  Vineent,  ainsi  que  les  Mémoires  de  la  Société  royale  de  tille  (année  1834), 
et  le  Journal  4e  Mathématiques  de  M.  Liou ville  ,  tome  P',  page  341. 
Aig.  B,,  !!•  éd.  ,  28 
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En  oatre>  désignani  ptr  Aasco,  Bsbo,  les  équtttioos  proposées, 
uous  supposerons  que  les  polynômes  A  et  B  ^oienipremiers  enire  eux^ 
et  qu^il'en  soit  de  même  des  coefficients  de  chacun  de  ces  polynômes 
ordonnés  par  rapport  à  Tincoûnue  qu'on  v^it  éliminer.  Nous  nous 
réservons  d'examiner  plus  loin'(n^  3^^  364)  les  drconstanœs  par- 
ticulières où  ces  conditions  ne  sont  pas  rempiles. 

^58.  Ceci  bien  entendit,  concevons  que  l'on  ait  appliqué  aux  deux 
polynômes  ordonnés  par  rapport  à  y,  par  exemple^  le  procédé  du 
p.  g.  c.  d.  avec  ses  différentes  modifications^  lesquelles  consistent^ 
d'ifnepart/k  introduire /à  chaque  division  partielle-,  un  facteur,  soit 
numérique,  soit  fonction  de  y,  propre  à  rendre  possible  la  division  du 
premier  terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur;  d'autre 
part ,  à  supprimer  (|ans  les  différents  restes  les  facteurs  purement  nu- 
mériques >  mais  en  y  laissant  toutefois  subsister  les  facteurs  fonctions 
de  y  que  chacun  de  ces  restes  pourrait  contenir  (cette  dernière  condi- 
tion est  indispensable  pour  Texplication. qui  va  Suivre).  Nous^  pour- 
rons alors  présenter  la  série  des  opérations  de  la  manière  suivante  : 

a.  A  =Bg     +R,       -  (i) 

6.B=Ri'    -fR',  ^  (a) 

€*.Rt=RY'  -fR",   -  (3) 

.d4R'  =  RV  +  R"'î  (4) 

a  étant  lé  faeteur  le  plus  simple  possible  que  Ton  a  dû  mtroduire 
dans  A  pour  que  le  quotient  q  soit  entier,  et  que  le  reste  R  soit  d'un 
degré  moindre  en  x  que  celui  de  B;  ô  étant  un  facteur  analogue  in- 
troduit dans  B,  et  ainsi  de  suite;  d  étant  d^ailleurs  le  dernier  facteur 
introduit,  et  R**  le  reste  que,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons 
ilidépendant  de  o;. 

Voyons  maintenant  les  conséquences  auxquelles  conduit  cette  série 
d'équations. 

D'abord^  il  résulte  de  l'identité  (i)  que  toute  solution  des  équa- 
tions simultanées  A  =  o  ,  B  =  o,  doit  annuler  a.  A  et  Bj  (puisque  a 
ef  g',  ne  renfermant  pas  de  dénommateur,  ne  sauraient  devenir  in- 
finis), et,  par  conséquent,  aussi  R;  d'où  Ton  doit" nécessairement 
conclure  que  toutes  les  solutions  .communes  ^ux  équations  A=:o, 
B  =  o,  conviennent  également  aux  équations 

.B==o,    R=o. 

Passant  à  l'identité  (a),  nous  voyçns  que  toute  soltAimcomamn^ 
à  B=fio,  Rcco  doit  annuler  ^.B,  R;^  ^  R',  et,  par  conséquent, 
que  toutes  les  solutions  de  B= o>  R{£:=  o  conviennent  également  aui 
équations  R=5  o,  R'=o. 

En  poursuivant  ce  raisonnement ,  on  verrait  que  toute  solution  de 
R=:o/R'=ro^  convient  à  R' =  0 ,  R''  =  o,  et  çnfin  à  R"=0; 

r==o. 


»  « 

Doac,  enfin  ^  toutes  les  solutmudes  équations  proposées  scmt  ne»- 
fermées  dans  l'un  quelconque  des  systèmes  d'équatîonfi 


B  =  o 
R  =  o 


R=t=o 
R'=o 


R'=o|      R'^ol 
ïl''  =  ol*     R'"=o|' 


et  dans  le  dernier  système  en  particulier. 

Ainsi,  Féquation  R'''=:  o,  qui,  par  hypothèse,  ne  renferme  plus 
que  rinconnue  y,  comprend  toutes  les  valeurs  de  y^  convenables 
i^ux  deux  équations  A  =  o  ^  B  =?  o. 

En  second  lieu^  reprenons  les  identités  (i)>  (2),  (3);  (4)  dans  un^ 
ordre  inverse. 

U  résulte  de  l'identité  (4)  que  toute  solution  des  équations  R'^=  0^ 
W^=zOy  doit  annuler  d .  R,  Or  ce  produit  peut  être  nul  de  deux  mar 
nières^  soit  parce  que  l'on  a  d  =  o ,  soit  parce  que  Ton  a  R'  =  0  ^  ce 
qui  prouve  que  les  solutions  de  R"  :;=  o ,  R'''  =  0  sont  des  solutions  ou 
de  rf  =  o,  R"  =  0 ,  ou  bion,  du  système  R  =  o,  R"  =  o. 

Passant  à  ridentité  (^) ,  on  reconnaîtrait  que  les  solution^  de  R=o> 
B''  :;:=  o  sout,  OU  des  Solutions  de  c^  0,  R'=o,  ou  des  solutiQm  de 
R  w:  Oy  R  =  o;  et  ainsi  de  suite^  en  remontant  jusqu'à  1  identité  (1  j. 

Résumant  ce  qui  vient  d'être  di/;  en  dernier  lieu,  on  arrive  à  ce 
résultat,  que  les  solutions  des  deux  dernières  équations  R"=o, 
R'"=^  o,  se  composent  de  toutes  les  solutions  qui  vérifient  les  diffé- 
rents systèmes 

rf  =0l  C=;:0j  éj=:o|         a=OJ         A=KOj 

Wd=oy     R=;o|'     R  =  o|'     ^^o\'     B«o|* 

Ainsi,  le  système  des  équations  R''=  o,  R'"3=  0  est  beaucoup  plus 
général  que  le  système  A  =  0,  I$=o^  dans  ce  i^ens  que  les  solutions 
du  premier  comprennent,  outre  les  solutions  du  s<3cond,^  toutes  celles 
qui  peuvent  satisiaire  aux  différents  systèmes 

as=0|  6=3:o|  CSloi  d  ^fSQ 

B  =  o|'     R  =  ol'     R'=oi'     R^^o 

'  Concluons  de, là,  enfin^  que  l'équation  R'''=;=q^  à  laquelle  on  est 
arrivé  par  l'application  du  procédé  du  p.  g.  c.  d*,  cpntieAt  bii^ 
toiUes  les  valeurs  de  y  qui  satisfont  aux  équations  proposées  en  m^me 
temps  que  certaines  valeurs  de  4?;  mais,  généralement  aussi ,  elle 
doit  renfermer  des  valeurs  tout  à  fait  étrangères  aux  proposées. 

Je  dis  généralement;  car  il  peut  arriver,  et  il  arrive  même  assez 
souven*  qu'aucun  des  systèmes  intermédiaires  [«==0,  B=o], 
Ib^^Oy  R  =  o],  etc.)  n'admette  de  solution;  auquel  Câ^R'^'^^^so^t 
la  véritable  équation  filiale» 

Toute  la  diUicuité  consisterait  donc  à  trouver  un  moyen  de  débar* 
rasser  Téquation  R'''=:o  de  tous  lès  facteurs  étrangers  qu'elle  peu( 
renfermer*  Or  il  existe^  pour  cela,  dittérente»- méthode  générale» 
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'PtHS  oup moins  laborieuses/  dont  l'exposition  nous  ^entraînerait  trop 
loin;  c'est  pourquoi  nous  nous  bornerons  à  les, développer  sur  des 
exemples  particuliers  convenablement  choisis,  qui  suffiront  pour 
mettre  les  élèves  en  état  de  traiter  tout  autre  exemple  {*). 

PREMIER  EXEtfn^E. 

•  \  * 

.  3B9.  Soient  les  équations 

A    ou    yx^  —  5a? +  1  =  0,  (i) 
.               B    ou    (y — i)x^-\-x — 2=0.  (a) 

Conformément  au  procédé,  multiplions  le  premier  membre  de 
Inéquation  (i)  par  a  on  (y —  i)S  et  divisons  le  produit  par  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (a);  il  vient  (**)  pour  quotient, 

et  pour  reste. 

Afin  de  continuer  l'opération,  il  faut  multiplier  B  par  b  on 
(y'  —  5y  +  5)'  et  diviser  ce  produit  par  R;  on  obtient  ainsi  pom* 

quotient,  ç'=:{y^_6y«  +  8y  — 3)ar  +  y»  — 4y*+V, 

et  pour  reste ,        R'  =  y '^—  loy*  -f  ^71/^  —  ^4y*  +  52y  — 16; 

ce  qui  semblerait  donner^  pour  Téquation  finale, 

.y»  — loy^  +  ST^y».  — 64y«  +  52y— i6=o. 

Mais  ÈTant  de  rien  affirmer  ^  il  est  nécessaire  de  considérer  le  sys- 
, tême  [a  ==  o ,  B = o  ] ,  c'est-à-dire 

'[(y  — i)*=o,  (y  — i)ar*  +  a?  — 2=0]. 

Or  ce  système  est  évidemment  satisfait  par  y=i,x  =  2;etce 
couple  est  tout  à  fait  étranger  aux  équations  proposées. 

En  effet,  si  l'on  pose  dans  celles-ci,  y=  i ,  x  =  2,  la  seconde  se 
réduit  bien  tt  o  =  o;  mais  il  vient,  pour  la  première,  8—6-4-1, 
ou  +3  =  0. 

"  Ainsi;  Féquatfon  du  cinquième  degré  obtenue  tout  à  l'heure  con- 
tient ty  ^—  0  *  <îomme  facteur  étranger. 

En  divisant  -son  premier  membre  par  (yr— i)*ouy* —  2y-l-i^ 
ôuttôuve  pour  quotient  y*  —  8y*  +  2oy — 16. 

(*)  La  connaissance  de  ces 'méthodes  ayant  cessé  de  faire  parUe  du  p{ograittiiie 
4'ââmission  à  TÉcole  Polytechnique ,  jious  avons  cru  devoir  nous  dispenser  d'en 
développer  aucune^  «t  nous  renvoyons,  pour  cet  objet,  séit  à  la  9"  édition  de  notre 
4lgèbre^  soit  aux  écrits  de  MM.  Labatie  et  Sarru»,  dont  les  méthodes  sont  exposées 
dans  d'autres  ouvrages. 

[**)  Les  jeunes  gens  sont  invités  à  exécuter,  la  plume  ou  la  craie^Â  la  main,  et 
d'après  le  procédé  ordinaire  de  la  -division,  tous  les  calcula  que,  pour  abréger, 
nous  ne  faisons  qu'indiquer  ici.  ^ 


1 


,  DE.  L!iuiaRATioir.  437 

Quant  au  système  [*  =  o ,  R = o] ,  où  .      , 

[(y*— 5y  +  3)'  =  o,'(— y'  +  5y— 3)«  +  y»— 4y+i  =  o], 

»  ■ 

il  est  incon^fxitiblè;  car  les  valeurs  de  y  tirées  d0  6=q  anéanlifisent 
le  coefiicient  de  x  dans  R^  mais  réduisent  celui  de  x^  aune  quantité 
numérique. 

Nous  pouvons  conclure  de  là  que  la  véritable  équation  finale  est 

y* — 8y*  +  2oy — 16  =  0'. 

*    Cette  équation,  résolue  diaprés  la  méthode  des  racines  côHunen- 

■ 

surables^  donne  y  =  a,  y=:a,  y  =  4} 

et  si  l'on  porte  chacune  de  ces  valeurs  dans  le  reste  du  premier 
d^é*  en  x.  égalé  à  zéro ,  on  trouve 

Chacun  des  trois  coMjoto  .         "  ;.         ' 

substitué  dans  les  proposées,  les  réduit  en  efFet  à  0=  0. 

DBUXIBfilE  EXSHFtB* 

a?»  — (3y— 3]a?*  +  (3y'— 6y  — 1)0:— y«  +  3y*  +  y— 5=5:0,  (1) 

.^'  +  (2y  +  4)^+y''  +  4y  +  3  =  o.  ■     (a) 

Ën.divisant  Tun  par  Pautre  les  premiers  membres  de  ces  éqtiations, 
off  obtient  un  certain  quotient  [qu'il.est  inutile  d'écrire) ,  et  un  reste 
du  premier  degré  en  j?  . , , 

R  =  (iay*  +  i2y)ar  +  4j/'-f  afty'  +  aoy,  ^ 

OU;  supprimant  le  facteur  numérique  4^  ,  ! 

R  =  (3y«  +  3y)a?  +  y»  +  6yH5y. 

Pour  continuer  l'application  du  procédé^  il  fai^t. multiplier,  le  pre- 
mier membre  de  Téquation  (a)  par  (3a?^4"  3y)S  puis  diviser  le  pro- 
duit par  le  reste  obtenu  ;  ce  qui  donne  un  quotient  que  notis  omet- 
tons ici  y  et  un  reste  qui,  débarrassé  du  fadeur  numérique  4>  se 

réduit  à  R'^^y'  +  Sy'^  +  y*— Sy'— ayS 

on  R'  =  y*(y*  +  3y'+y*  — 3y— a). 

A  la  seule  inspection  du  facteur  entre  parenthèses,  on  reconnaît, 
^u'il  peut  être  anniUé,  soit  par  y=  1,  soit  par  y  =  —  1  ;  et  en  effec- 
tuant la  division  par  [y —  i)(y  +  0^  ^"  (v'  —  ^)^  ^"  obtient  pour 
quotient,  y'  +  3y  +  2,  lequel,  égalé  à  zé'o,  donne  les  deux  racines 
y=  —  a,  y = —  1  ;  en  sorte  que,  finalement,  le  reste  peut  être  mis 

sQus  la  forme         '  y^(y—\){y  +  ^Y(îf  +  ^)* 
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Or  je  dis  que,  si  Ton  pose 

on  aura  la  véritable  équation  finale  sans  aucun  factenr  étranger. 

En  effet,  les  seuls  facteurs  étrangers,  sMl  en  existe,  ne  peuvent 
être  que  y  ç^y-^-i^qm  ont  été  introduits  dans  le  cours  du  calcul. 
Mais  si  nous  remontons  au  reste  R,  nous  voyons  que  les  valeurs 
y = 0 ,  y  =■  —  1  rendent  nul  chacutk  de  ses  coefficients  en  x  et  en  x®  : 
ce^i  prouve  que  y  =  o,y= — .\  satisfont  à  R  =  o,  R'=:o,  quel 
que  soit  ar.  . 

En  substituant  successivement  ces  mêmes  valeurs  dans  Téqua- 
tion  (a),  on  obtient  : 

1».  Pour     y=o,  a!î*+4^+3=o,    d'où    3?= — i,  a?= — 5; 
a*.  Pour      y= — i,  a?*+*'3?=o,       d'où    a:  =  o*,       a:  = — ^. 

D'où  l'on  doit  conclure  que  les  quatre  couples  de  valeurs 

[y  =  0)a?  =  — i],    {y  =  o,  a?=— 3], 
[y=:— i,  a?  =  o],    [y=— 1,^=— a], 

satisfont  aux  équations  B=o,  R=o^  R':^o,  et,  par  suite,  à  l'équa- 
tion A  =  o,  d'après  la  relation  A  =  Bg' 4-  R« 

Donc  y  =  o ,  y  =  —  i  sont  des  valeurs  convenables  de  y. 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  x  correspondantes  aux  deux  autres 
facteurs  y —  i,  y-|-  a,  de  l'équation  finale,  il  ne  s'agit  que  de  faire 
succesûvement  y  =  i^  y  =  a  dans  R=:  o  ;  ce  qui  donne  : 

Pour    y=      1,    6a:+ia=^o,    d'où    ;r  =  —  a 
Pour  ,  y=— a,    6a? —  6  =  o,    d'où    x  =  —\. 

Ainsi,  les  deux  équations  proposées  admettent  les  six  solutions. 


y=     0 


y=      o 


y==  — 1 
âP=        O 


y=:— 1 

a:  =  —  a 


y=     i 

x  =  —  a 


a?  =  — 1 


L'équation  finale  en  x  est  d'ailleurs 

x(a?+i)*(a?  +  a)'(a?— 3)  =  o. 

360*  Memarque^  —  L'exemple  précédent  est  susceptible  d*une 
grande  simplification  sous  le  rapport  du  calcul 
P^urvenu  au  reste  R^  on  reconnaît  immédiatement  qu'il  peut  être 

mis  sou«  la  forme      s{y  +  i){3a:  +  y  +  5). 

Supprimant  provisoirement  les  facteurs  y  et  y  -f  i,  sauf  à  enHenir 
ocffldpte  plus  tard,  on  obtient  le  nouveau  reste 

par  lequel  il  faut  diviser  le  premier  membre  de  Féquation  (a) ,  après 
avoir  toutefois  n^ultij^é  celui-ci  par  9. 
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n  vient,  pour  dernier  reste,  après  la  suppression  dtf  fecteur  4, 
qui,  égalé  à  zéro  et  résolu ,  donne  les  deux  valeurs 

Ces  yaleiû*s  étant  substituées  dans  Téquation 

3a;+^-f5  =  o, 
on  obtient,  pour        y  =  —  i,       a:=: — 2, 
et  pour  îf== — a,       a?=— ^1. 

Quant  aux  facteurs  supprimés,  y  et  y  +  1  ^  <^^  remonte,  comme 
il  a  été  dit  ci-dessus,  ly^équatîon  (2),  dans  laquelle  on  fait  successî- 
vement  y  =  o  et  y  =  -^i. 

Pour  obtenir  ensuite  la  véritable  équation  finale ,  il  faut  multiplier 
y*  +  ï — ^  P^  l^s  fedmiré  y*  et  (y  +  1)  5  ^  ^1"^  donne  enfin 

Cette  remarque  suffît  pour  faire  voir  commaoït  on  dott  0e  con- 
duire toutes  les  fois  que,  dans  le  cours  des  calculs,  on  parvient  à 
des  restes  dont  les  coefiicients  renferment  des  facteurs  en  y. 

Après  les  avoir  supprimés  d^abord»  00  les  rétablit  «pguite  daiifi  le 
reste  final,  en  ayant  soin  d'y  faire  entrai*  diaque  facteur  simple  à  une 
puissance  marquée  par  le  ttombrê  de  valeurs  de  x  qui  lui  correspondent. 

Ces  dernières  valeurs  se  déduisent  d'ailleurs  do  reste  qui  préeède 
inunédiatemeat  cdiui  où  l'on  a  opéré  U  suppression. 

TROISIÈME   EXEMPLE, 

(y*— 3y  +  »)^*+(y— 1)^— 3y+i=o.      (2) 

Comme  ces  équations  sont  du  même  degré  en  x^  on  peul^  prendre 
îndifieremment  le  premier  membre  de  Tune  ou  de  Tairtre  pour  divi- 
dende. 

Prenons  d'abord  (1  )  pour  dividende^  et  multiplions  par  y' —5y  4-  2  ; 
puis  efifectuons  la  division. 

Il  vient  pour  quotient y*  y 

et  ponr  reste,    ( — 3y'  +  8y*  —  5y')a?+ay*  +  î>y' — 6y+4« 

Le  coefficient  du  premier  terme  Ce  joe  reste  peut  être  mis  sons  la 
forme  — y*(y  —  i)(3y  —  5); 

et  comme  y = o,  y  t=ri ,  y = | ,  ne.peuvent  annuler  2y*+  2y* — 6y-f-  4^ 
il  s'ensuit  que  le  reste  du  premier  degré  en  x  ne  contient  pas  éd  fac- 
teur eft  y. 

lyuû  a«tte  çété,  pui^e  le  coefficient  du  premier  terme  de (2),  ou 
y*~Sy  4"*>  revient  S  {y—  i)(y — 2),  il  en  résulte  que,  pour  con- 
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tinuer  l'opération^  il  suffit  de  multiplier  le  premier  membre  de  (a)  par 
y' (y —  *  ){5y+^)*-  ^^^  préparation  étant  faite,  et  la  nouvelle  division 
étant  efiectuée,  on  obtient  an  certain  quotient  (que  nous  omettrons) 
et  un  reste  indépendant  de  x,  qaï,  changé  de  signe  ^  est  égal  à 

27  y" —  i36y'+  2i4y* —  ii2y^  -{-65y^ — iooy*  +  3oy* — 24y* 

-|-  120 y*  —  iiay-|-  5a. 

n  faut  maintenant  s'assurer  si  ce  reste  ne  renferme  pas  de  facteurs 
étrangers.  Or,  d'après  la  théorie,  ces  facteurs  ne  peuvent  être  que 
(y —  1)  et  (y — 2),  qui  composent  le  premier  multiplicateur  introduit. 

Comme  Thypothèse  y  =  1 ,  introduite  dans  le  reste  du  premier 
degré  en  x  obtenu  ci-dessus,  le  réduit  à  -|-4>  ^^  s'ensuit  que  y  —  1 
ne  saurait  se  trouver  dans  le  reste  final. 

Mais  si  l'on  pose  y=  a  dans  le  même  reste,  et  qu'on  égale  à  zéro 
le  résultat,  on  trouve  — 8a;+4o=o,  d'où  x=:5;  donc  [y=2,  a:=5l 
forme  une  solution  étrangère ,  et  le  reste  final  doit  renfermer  le  fac- 
teur y — a.         , 

En  le  supprimant,  on  obtient  pour  quotient 

27y*— Say^  +  ôoy"^ — i2y'+4i/ — i8y*— 6y' — 36y?4-4^y — ^^> 

lequd  n'est  plus  divisible  par  y — 1.  Ainsi,  ce  quotient  égalé  à  zéro 
donne  la  véritable  équation  finale. 

Traitons  le  même  exemple  en  prenant  (2)  pour  dividende;  et  pour 
cela  multiplions  (a)  par  y',  puis  effectuons  la  division.  Il  vient  un 
certain  quotient  (qu'il  est  inutile  d'écrire),  et.  un  reste  du  premier 
degré  en  x,  égal  à  ^  -, 

(3y»— Sy^  +  Sy'ja^—ay*— ay»  +  6y  — 4. 
Le  coefficient  du  premier  terme  de  ce  reste  revient  à 

y-(y— 0(3y— 5); 

et  comme  aucun  des  facteurs  de  ce  produit  ne  se  trouve  dans  le 
second  terme,  il  s'ensuit  que,  pour  continuer  l'opération,  il  faut 
multiplier  (1)  par  y' (y — i)'(3y — 5)*. 

Après  cette  nouvelle  préparation,  on  effectue  la  division,  et  Ton 
obtient,  pour  reste  indépendant  àex, 

a7y»— 82y«+5oy^— iay«+4iy»— i8y*— 6y»— 36y*+48y— 16, 

polynôme  qui,  égalé  à  zéro,  donne  la  véritable  équation  finale, 
puisque  le  premier  multiplicateur  introduit,  y*,  n'a  aucun  facteur 
commun  avec  ce  reste. 

^  Nous  n'insisterons  pas  sur  la  détermination  des  couples  de  valeurs 
qui  satisfont  aux  équations  proposées ,  parce  que  la  recherche  seule 
des  racines  de  l'équation  finale  serait  déjà  très-laborieuse.  Mais  cet 
exemple  est  remarquable  en  ce  que,  suivant  la  manière  dont  on 
commence  l'opération,  on  parvient  immédiatement  à  la  véritable 
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équation  finale  5  ou  à  cette  équation  embarrassée  d^une  raqne  étran- 
gère. 

361. /Reuiarque  importante  sur  les  solutions  infinies^ — En  réflé- 
chissant sur  la  méthode  exposée  n**  358,  on  reconnaît  sans  peine  que 
les  raisonnements  qu'elle  comporte  ne  s'appliquent  qu'aux  solutions 
des  équations  ^n  quantiiés  finies ,  réelles  ou  imaginaires.  Quant  aux 
solutions  infinies  auxquelles  donnent  lieu  certains  systèmes  d'équa- 
tions ,  il  est  toujours  facile  de  les  découvrir,  soit  à  la  fin  des  opéra- 
tions, soit  dans  le  cours  du  calcul,  sdt  enfin  en  remontant  aux 
équations  elles-mêmes,  aipsi  qu'on  va  le  voir  sur  les  nouveaux 
exemples  que  nous  allons  traiter. 

QUATRIÈME    EXEMPLE. 

ar»  — y*  — 6y  — 9  =  0,  (i) 

a?*  +  2y.^  +  y* — 1=0.  (a) 

La  première  divÈion  n'exige  aucune  préparation.  Elle  donne  1, 
pour  quotient,  puis  pour  reste,  changé  de  signe  et  divisé  par  a,   - 

y-^+y  +  3y  +  4.  '. 

Multipliant  le  premier  membre  de  (2)  par  jf*,  puis  ^ectuant  la  divi^ 
sien ,  on  obtient  un  certain  quotient ,  puis  un  reste  indépendant  de 
X  qui,  toute  simplification  faite,  se  réduit  à 

y'  +  3y  +  2,     ou     (y  +  i)(y+a). 

Comme  le  facteur  y  introduit  dans  le  cours  du  calcul  n'entre  pas 
dans  le  reste  final ,  on  peut  afiirmer  que  y  =  —  1,  y  =  —  a,  sont 
des  valeurs  convenables. 

En  les  reportant  dans  le  reste  du  premier  degré  en  a? ,  on  a  : 

1*.  Tour      y=: — 1,      — x   -{-^  =  0^      d'où      a?  =  a; 
a*.  Pour      y  =  —  2,      — aa;  +  a  =  o,      d'où      a?=i. 

Je  dis,  en  outre,  qu'il  existe ,  pour  les  équations  proposées ,  deux 
couples  de  valeurs  infinies: 

En  effet,  dans  les  calculs  que  comporte  la  dernière  division,  le 
reste  final  qui,  en  apparence,  devrait  être  du  quatrième  degré,  se 
réduit  au  second  par  l'effet  des  simplifications;  mais  il  n'en  résulte 
pas  moins  que  réquati(fn  peut  être  mise  sous  la  forme 

o  .  y*  +  o  .  y^  +  8y'  +  a4y  +  16  , 

et  admet  ainsi  (n**  243)  deux  valeurs  infinies. 
Portant  ces  valeurs  dans  le  reste  du  premier  degré,  qui  revient  à 

y*  +  3v  +  4  ^     4 

y         .  y 

on  trouve  également  a?  =  ç» ,  a?  =  00. 
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Nous  pouvons  feîre  ressortir  l'existence  de  deux  couples  de  valeurs 
infinies  dans  les  équations  proposées ,  en  observant  qu'elles  revien- 
nent à 

^*  =  (y  +  5)S      ou      x«-(y  +  5)«  =  o, 

.(a:+y)«  =  i,  ou      (a:  +  y)«  — 1=0; 

c'^st-à-dire  qu'elles  sont  décomposables  chacune  en  deux  facteurs 
du  premier  degré,  et  donnent  lieu  aux  systèmes  suivants  : 


x-\-y — 1  =0 


X  —  y  —  3  =  0 
X  -{-y  — 1  =  0 


X  —  y  —  3  =  0 

x  +  y  +  i  =  o. 


Or  le  deuxième  et  le  quatrième  admettent  respectivement  les  couples 

[a?  =  a,  y  =  — 1],       [x=\y  y  =  — 2]; 

mais  le  premier  et  le  troisième  rentrent  (n**  74)  dans  la  classe  des 
équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues  dont  les  solutions 
sont  infinies* 

CINQUIÈME  EXEMPLE. 

(y— i)^»  +  4(y— i)a;»  +  (5y  — a)a?  +  2y-|-i  =  o,      (1) 
(y— i)a:*  +  3(y  — i)a?  -f  3y  =  o.       .  {2) 

Cet  exemple  donne  pour  reste  de  la  première  opération  > 

—  (y— i)(a?+i). 

Supprimant  le  facteur  —  (y  -^  1) ,  et  divisant  le  premier  membre  de 
(2)  par  X'\'  i^  on  trouve  pour  reste  finale 

La  valeur  y  =  —  a ,  substituée  dans  a?  +  1  =  o ,  donne  x=-  —  i . 

Quant  à  la  valeur  y  =  i,  tirée  du  facteur  y — 1  égalé  à  zéro,  eh  la 
substituant  dans  le  diviseur  de  la  première  opération ,  c'est-à-dire 
dans  ré^uation  (2) ,  on  obtient 

o  ;  ar*  +  o  .  â?  +  3  =  0  ; 

ce  qui  donne  deux  valeurs  infinies  pour  x. 

Et,  en  effet,  la  même  valeur  y  =  1,  reportée  dans  Téquation  (i), 
donne  o.ii?'  +  0"2?'  +  ^^  +  3  =  o,  qui  admet  également  deux  va- 
leurs infinies. 

Ainsi,  les  équations  proposées  admettent  d'abord  un  seul  système 
de  valeurs  finies ,  y  =  —  2,  x  =  —  1,  puis^  deux  systèmes  éb 
valeurs ,  finies  pour  y  et  infinies  poàir  x ,  savoir  :  [y  =  1,  ar  =  oo] , 
[y=i;.x  =  or>]. 

En  général ,  on  obtient  les  systèmes  de  valeurs  finies  pour  Tune 
des  inconnues,  et  infinies  pour  l'autre,  d'après  l'inspection  des  équa- 
tipns  proposées ,  en  les  ordonnant  alternativement  par  rapport  à 
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chaque  inconnue.  On*  voit  alors  si  quelques-uns  des  coefficients  de 
rinconnue  par  rapport  aux  puissances  de  laquelle  les  polynômes 
sont  ordonnés  peuvent  être  annulés  pour  la  même  valeun  de  Tautrd 
inconnue. 
C'est  ainsi  que  le  système  des  équations 

outre  les  solutions  ordinaires  en  nombres  finis  ^^  admet  les  deux 
couples  [y  =  o ,  y  =  cao] ,      [x  =,6 ,  y =00]  (*).  ^ 

362,  Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  qu'en  appliquant  la 
méthode  d'élimination  avec  toutes  ses  modifications ,  on  soit  conduit 
à  un  reste  final  fonction  de  y.  Mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi; 
et  la  dernière  division  que  comporte  le  procédé  donne  quelquefois 
lieu^  soit  à  un  reste  numérique^  soit  à  un  reste  nuL  Examinons  ces 
deux  cas  succ^sivement. 

Prbmier  cas.  —  Iteste  numérique  différent  de  0 . 

SIXI^HB  EXEMPLE. 

yx^  —  (y^  —  '5y—i)x+y  =  Oy  '  (i) 

X*  —  y* +  3  =  9.  (a) 

La  première  division  donne  pour  quotient  yxy  et  pour  reste, 
x  +  y. 

Dans  la  seconde^  le  quotient  est  x  —  y,  et  le  reste,  +  3. 

Ce  résultat  prouve  que  les  deux  équations  sont  incompatibles  y 
c^eeWi-dire  qu'elles  n'admettent  aucune  solution  en  nombres  finis. 

Et,  en  effet,  comme  en  appliquant  aux  deux  polynômes  proposés 
le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur,  on  obtient  un  reste  numé- 
rique avant  aucune  substitution  particulière  faite  pour  y,  il  S'ensuit 
que  le  même  procédé,  appliquée  aux  deux  polynômes  en  x  qui  résul- 
teraient de  la  substitution  pour  y,  d'une  valeur  particulière  quelcon- 
que, donnerait  lieu  au  même  reste  numérique;  d'où  l'on  voit  qu'au- 
cune valeur  de  y  ne  sauratt  introduire  de  commun  diviseur  ea  x, 
condition  qui  cependant  (n**  267)  est  insépai»able  de  toute  valeur 
convenable  de  y. 

Dans  l'exemple  précédent ,  Tincompatibilité  dés  deux  équations 
peut  aiséfifient  être  mise  en  évidence;  car  il  résulte  de  la  première 
opération,  que  l'équation  (1)  peut  être  mise  sous  là  forme 


."j 


r 

(*)  C'est  surtout  dans  la  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions  que  la  consi- 
dération de  ces  sortes  de  solutions  infinies  est  importante.  Elles  correspondent , 
soit  à  des  branclies  de  courbes  qui  se.rencontrent  à  Tinfini^  soit  à  des  courbes  qui 
ont  des  asymptotes  communes. 
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équation  qui^  eu  égard  à  Téquation  (2),  se  réduit  à 

d'où  Ton  tire        [œ  +  y)  [x  —  y);  ou  x*  —  y^  =  o. 

Or  ce  dernier  résultat  est  évidemment  contradictoire  avec 

ar*  — y'  +  5  =  o,  . 

tant  que  xeiy  sont  des  quantités  finies, 

N,  B,  —  Il  est  important  d'observer  que,  dans  le  cas  qui  nous  oc- 
cupe, il  n'y  a  incompatibilité  entre  les  équations  proposées,  qu'au- 
tant qu'il  n'y  a  pas  eu  de  facteur  en  y  supprimé  dans  les  différents 
restes.  Car  on  sait  qu'en  général,  à  ces  facteurs  supprimés  correspon- 
dent des  couples  des  valeurs  finies  pour  x  et  pour  y,  dont  il  faut  tenir 
compte  à  la  fin  de  l'opération. 

363.  Second  cas.  —  Reste  nuL 

SEPTIÈME  EXSKPLB. 

^  —  {'^y  +  ^)^  +  (^y'+ioy  +  6)x  —  y'-5y'  —  6y=o,     (1) 
j:»  — 5yx*  +  (8y*  — 1)0:— 4y»  +  y==o.  (a) 

En  appliquante  ces  deux  équations  le  procédé  ordinaire^  on  ob- 
tient successivement  les  deux  restes 

-,  (ay  — 5)a;'  — (5y'— loy  — 7)d?'+3y»  — 5y*  — 7y,  (3) 
(y*— ioy»+35y'— 5oy+a4):r— y*+ioy*— 35y'  +  5oy*— 24y, 
ou  (y* _  loy'  +  35y*  —  5oy  +  34)  [x  —  y).  (4) 

Supprimant,  dans  ce  dernier  reste,  le  facteur  en  y  qui  s'y  trouve 
ea évidence,  puis  divisant  (3)  par  x — y^  on  obtient  un  quotient  exact 
et  égal  à 

..     (ay  — 5)ar  — 3y«  +  5y-f7;  (5) 

ce  qui  prouve  que  (x  —  y)  est  diviseur  commun  aux  premiers  mem- 
bres de  (1)  et  de  (a). 

^  En  elSet,  la  division  étant  essayée,  on  reconnaît  que  ces  équations 
peuvent  être  mises  sous  la  forme 

[a?*  — (ay+5)ar  +  y'  +  5y  +  6](ar  — y)=o,  ^ 
(a?«  — 4xy -f  4y«— 1)  (x— y)  =  o, 

et  qu'ainsi  elles  sont  indéterminées.  Elles  rentrent  dans  le  cas  qui  a  été 
examiné  (n*»  268). 

Si  Ton  supprime  le  facteur  x — 9qui  les  rend  indéterminées,  et 
qu'pn  pose 

.^*  — (2y+5)a;-f  y*  +  5y  +  6  =  o, 

X*  — 4y:r  +  4y'— 1=0, 
on  peut  demander  les  soluticms  (eq  nombre  limité)  communes  à  ces 
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nouvelles  équations  >  lesquelles  solutions  appartiennent  également  aux 
équations  proposées.  Or  je  dis  que,  pour  obtenir  Téquation  iioale  et  . 
le  reste  du  premier  degré  en  x^  qui  correspondent  aux  noi^velles  équa- 
tions^ on  peut  faire  usage  des  calculs  précédents. 

Pour  nous  rendre  compte  de  cette  circonstance  d'une  manière  gé- 
nérale^ appelons  A  et  B  les  premiers  membres  des  deux  équations 
proposées;  et  soient  A  =  A' .  D,  B  =  B' .  D,  D  étant  un  facteur 
commun  en  x  et  y  y  ou  bien  en  x  seulement. 

En  appliquant  d'abord  aux  deux  polynômes  le  procédé  ordinaire, 
on  trouvera  une  première  série  de  quotients^  et  une  première  série  de 
restes,  lesquels  restes  contiendront  également  le  facteur  commun. 
Mais  si  l'on  supprime  ce  facteur  dans  A  et  dans  B,  qu'on  veuille  en- 
suite agir  sur  les  polynômes  résultants  A'  et  F,  on  retrouvera  néces- 
saireipent  les  mêmes  quotients^  et  des  restes  qui  ne  différeront  de  ceux 
de  la  première  série  d'opérations  qu'en  ce  qu'ils  ne  contiendront  plus 
le  facteur  commun.  Donc  le  dernier  reste,  entre  autres,  de  la  seconde 
série  d'opérations,  ne  différera  du  dernier  reste  de  4a  première  série 
que  par  l'absence  du  facteur  commun. 

Ainsi  déjà,  le  premier  membre  de  Véquation  finale  qui  correspond 
à  A'  =  o,  B'  =  0,  nest  autre  chose  que  le  dernier  reste  de  la  première 
série  d'opérations,  débarrassé  du  facteur  commun  à  Aet  àB;  c'est  le 
facteur  commun  en  y  qui  eociste  entre  les  coefficients  de  ce  reste. 

Dans  l'exemple  précédent,  ce  fac^ur  est 

y* — ioy^'{-Z5y*  —  5oy^2ê^ 

Quant  au  reste  du  premier  degré  en  x  de  la  seconde  série  d'opéra- 
tions, il  doit  être  égal  à  l'avant-demier  reste  de  la  première  série, 
divisé  par  le  facteur  commun  :  c'est  donè  le  dernier  quotient  (5)  de  la 
première  série,  ou  bien 

(2y  — 5)ari-3y^  +  5y  +  7. 
L'équation        y*  —  i  o  y'  +  55  y*  —  5oy  +  24  =  o, 

étant  résolue  d'après  la  méthode  des  racines  commensurables,  donne 
pour  valeurs , 

y=:i,2,  3,  4. 

Substituant  alternativement  chacune  de  ces  valeurs  dans  le  reste 
du  premier  degré  en  o^,  et  résolvant  ce  reste  égalé  à  zéro,  on  trouve, 
pour  les  valeurs  de  x  correspondantes , 

'     '  a:=:3,  5,  5,  7. 

HUITlilME  EXEBIPLE.  . 

^'— (3y— 0^'  +  (y*  — ay)^  +  y'  +  y=o>         (1)* 

X*  —  (y-^i)x'  —  (y —  i)x-\-  i.=^o.  (a) 


On  obtient  d'abord ,  pour  reste  du  second  degré , 

aya?«— <y«— y— i)^  — y«— y+i,       '  (3) 

et  pour  reste  du  premier  degré, 

(^♦— ,5y«  +  ay—  i)  a?  +  y*— 6y«  +  ay-- 1, 
ou  (y*  — 5y*  +  2y— i)(j?+i).  (4) 

^  Supprimant  le  facteur  en  y  qui  se  trouve  dans  (4),  puis  divisant  (5) 
par  (x-\- 1)^  on  obtient  un  quotient  exact  et  égal  à 

ayx— y*  — y+l^  '       »  (5) 

tfoù  Ton  peut  conclure  que  x-\-i  est  diviseur  commun  des  deux  pro- 
posées. 
Ces  équations,  débarrassées  du  facteur  {x-^  1),  se  réduisent  à 

pc*  —  Zyx  +  y'^  +  y=o, 

et  la  question  est  ramenée  à  trouver  les  solutions  communes  à  ces 
nouvelles  équations. 

Or,  en  appliquant  la  f èj^e  qui  a  été  établie  plus  haut^  on  trouve 
pour  équation  finale 

y*  — 5y*  +  2y— 1=0, 

[c^est  le  facteur  en  y  qui  se  trouve  dans  (4j]i  6i  pour  l'équation  du 
premier  degré  en  x  correspondante,  le  reste  (5)  égalé  à  zéro,  c'est- 
à-dire  2yx  —  y* — y  -|-  1  =  o. 

La  première  de  ces  deux  équations  n'admettant  pas  de  racines 
commensurables,  il  faudrait  y  appliquer  la  méthode  des  racines  in- 
commensurables; après  quoi  l'on  substituerait  chacune  des  valeurs 
de  y  obtenues  dans  la  seconde  équation,  laquelle  donnerait  alops  les 
valeurs  de  x  correspondantes. 

364.  Pour  compléter  Tanalyse  du  numéro  précédent,  il  nous 
reste  à  examiner  le  cas  où,  les  premiers  membres  des  équations 
proposées  étant  ordonnés  par  rapport,  à  Tinconnue  qu'on  veut  élimi- 
ner, y  par  exemple ,  les  coefficients  renferment  un  facteur  fonction 
de  y  {voyez  n°  268). 

Soient  toujours  Azsso,  B  =  o,  les  équation^  proposées;  et  sup- 
posons en  PREiuEa  ueu  que  A  seul  renferme  un  fsR^teur  F,  fonction 
de  y  ^  en  sorte  que  Ton  ait  A  =  A'  X  F. 

Comme  chacune  des  valeurs  de  y  tirées  de  F  =  o  satisfait  néces- 
sairement à  A=  0,  quel  que  soit  j?,  il  s'ensuit  que,  si  l'on  substitue 
successivement  ces  valeurs  dans  B=o,  et  qu'on  détermine  les  valeurs 
de  X  qui  correspondent  à  chacune  de  ces  substitutions,  on  obtiendra 
autant  de  couples  de  valeurs  de  â?  et  de  ^  propres  à  vérifier  simulta- 
nément les  équations  A  =  o ,  B  =  o« 
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En  d^autres  termes,  le  système  des  équations  [A  =  o>  B  =  o] 
peut  être  remplacé  par  les  deux  systèmes 

[A'  =  o,  B  =  o],    [F  =  o,  B=o];  .^     . 

en  sorte  que  si  Ton  appelle  Y  =  o  Téquation  finale  correspondant 

au  système  [A'  =  o,  B=ïo],  l'équation 

YxF  =  o 

est  réqualion  finale  correspondant  au  système  proposé  ^  en  ce  sens 
qu'elle  fournit  toutes  les  valeurs  convenables  de  y  y  et  n'en  donne' 
pas  d'étrangèrçs. 

(11  est  bien  entendu  d'ailleurs  que,  parmi  ces  valeurs  de  y,  se 
trouvent  comprises  celles  auxquelles  il  correspond  des  valeurs  de  x 
INFINIES.  Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  où  un  facteur  y — 6,  ap- 
partenant à  F,  entrerait  dans  un  ou  plusieurs  des  premiers  coefiicients 
de  B  y  il  s'ensuivrait  que,  pour  cette  valeur  de  y  y  on  obtiendrait  une 
ou  plusieurs  valeurs  infinies  de  a?.) 

En  second  lieu  ,  soient      A  =  A',X  F,    B  =  B'  X  F', 

F  et  F'  étant  premiers  entre  eux. 

On  démontrerait,  comme  ci-dessus,  que  le  système  des  équations 
[A  =  o ,  B  =  o]  peut  être  remplacé  par  les  troiiî  systèmes 

[A'=o^B'  =  o]    [F  =  o,  B'  =  o],    [F'^o,  A'  =  o]. 

Ainsi,  l'équation  Yx F  X F' =  o  est  Téquation  finale  qui  corres- 
pond aux  équations  proposées. 

Troisièmement  ,  enfin ,  soient    A  =  A'  X  F,   B  =  B'  X  F*, 

F  et  F'  ayant  un  facteur  commun^  fonction  de  y. 

Appelons  «p  ce  facteur  commun ,  et  fy  f  les  quotients  respectifs 

de  F,  F',  divisés  par  cp.  Les  équations  proposées  sont  alors  de  la 

forme 

A'x/'X^  =  o,      B'xrx?  =  o, 
« 
et  peuvent  être  satisfaites  par  chacune  des  valeurs  de  y  tirées  de 

«p  =  o,  en  même  temps  que  par  une  valeur  quelconque  de  Xy  donc 

elles  sont  indétei^minées  {n"  268). 

Mais  si  l'on  supprime  ce  facteur  <p  qui  les  rend  indéterminées,  on 

obtiei^  les  nouvelles  équations 

A'x/^o,        B'xr=o. 
auxquelles  corresppnd  alors  l'équation  finale 

Yxfxf  =  o 
(Y  =  o  étant  Téquation  filiale  relative  à  A'  =  o ,  B'  =  o). 

365.  Nous  terminerons  le  paragraphe  de  l'élimination  par  deux 
exemples  où  les  premiers  membi'es  des  équations  proposées  peuvent 
être  décomposés  à  priori  en  facteurs  ^  les  uns  fonction  de  x  ou  de 
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y  seulement^  les  autres  fonction  de  x  et  de  y  à  la  fois ,  auquel  cas 
la  détermination  des  couples  devient  beaucoup  plus  facile  que  par  la 
méthode  générale; 

KEUyiEHE  EXEHPLE.     • 

[y—i)\x'—xy  —  y'+i)  =  Oy 
(ar* — i)(^'  —  ^y — a)  =  o/  . 

Conformément  à  ce  qui  a  été  dit  dans  le  numéro  précédent^  le 
le  système  peut  être  remplacé  par  les  quatre  suivants  : 

y  — 1  =  0  et  a:* — i   ==o,  (i) 

y  —  1=0  et  X* — xy  —  a  =  o,  (a) 

x^  —  1  =  o  et  x^  — xy  —  y'  -|-  1  =  o ,  (5) 

ar*  —  xy  —  y' +  1  =  o  et  x'  — xy  —  a=o.  (4) 

Le  système  (1)  donne  d*abord*les  couples 

[y^+i,  x=  +  i],  [y  =  +i,  a:  =  — 1]; 
lesystème(2)  y^=:\^   3^ — x  —  2  =  0, 

d'où  résultent  les  nouveaux  couples   . 

le  système  (3)         a:  =  ±:i,    y*±:y  —  2  =  0, 

d'où  [y=+i.    •^=+1]^    [y  =  — a,    a:  =  +i], 

et  [y=  +  a,  a?  =  — 1],    [y  =  — 1,    x=—i\. 

Quant  au  système  (4),  comme  la  division  de  x^ — ocy — y*  +  * 
par  X*  —  xy  —  2  donne  pour  (quotient  1,  et  pour  reste  — y*  +  3, 
il  s^ensuit  que 

y*  —  3  =  0 

est  réquation  finale  en  y  qui  correspond  à  ce  système.  (Ici  le  reste 
qui  précède  immédiatement  le  reste  final  en  y  est  du  second  degré 

eax.) 

On  déduit  de  cette  équation  finale ,      y  =  +  v/3  ; 

d'où>  substituant  dans  le  reste  précédent,  x*±>jZ.x  —  a  =  o, 
ce  qui  donne  les  quatre  nouveaux  couples 

Les  équations  proposées  admettent  donc  en  tout  douze  couples^ 
dont  plusieurs  sont  identiques. 


DIXIEME  EXEMPLE. 


(ya?— 6)(aî«— i)  =  p, 
(2X^— 5y)  [x^  —  y*)=o. 
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•QesiétHtàtioniB  re^ntient  à  celles-d  : 

et  en  combinant  successivement  chacun  dès  trois  facteurs  de  la  pre- 
mière avec  chacun  c|^»  trois  facteurs,  de  là  .seconde  y  oa  obtiendm 
neuf  systèmes  d'équations  dont  Tensemble  peut  remplacer  le  système 
proposé. 

CiHBl>inoiDs,:^;par  «oœilaple,  les  trois  fiicteurs  de  ia  première  équa^ 
tion  avec  le  premier  facteur  do  la  sedNJde,  ce  qui  donne  les  systèmes 

[j^ar— 6  =  0,    2X  —  5y  =  o],      [a?— i3=o,  ax— ^3y  =  o], 
.  [a?4.i=;o,   ax— 3y==o]i       .^^     ,        / 

<m  trouve^  pour  le  premier  système,  les  deux  couples 

•        (y=î»?  .^=Ph  (y=— »#>=— 5)j 

puis,  poçr  le  deuxtoeet  le  troisième,  isspectinemeDjt,  .  ^   ■ .      i 

Gombiniwit  de  même  les  trois  fecteurs  de  1&  première  équation  avec 
le  second,  puis  aVec  Je  troisième  facteur  de,  la  c|«^xièI^e^  on  ttoaw 

(y,-+V^;.,   «--fVêK     (y=-VS,.      à^-v'e), 
[y=+h    ,    «=  +  »)/'.  (»-=?=— »*       «=—>)> 

(y  =  -f  v/^,   ar=— yCTe),  ^  =  _/r6,    iza  +  vdô), 

ce  qui  donne  encore  douze  solutions.    ,    ,      .^  .  .   . 

N.  B.  —  On  voit  ^  par  les  deux  exemples  précédents^  comment  on 
peut  former  à  priori  des  systèmes  d'équations  ^  susceptibles  d'ad* 
mettre  des  so/u/tcms  dosées*  , 

t  •  ç  »       *  • 

Application  de  la  théorie  de  rélifnination  à  la  résolution  des  équatioi^ 

irrationnelles  à  une  seule  inconnue. 

36&.  Toutes  les  fois  cpi'une  écpia^on  renferme  des  signes  radicaux 
où  l'inconnue  se  trouve  engagée,  la  théorie  de  VélinûnatiooiiKunlât 
un  moyen^facile  de  la  résojadre,  ^       ^ 

Prenons  pour  premier  exemple  Téquation 

On  pourrait  dfabord,  en  transposant  x^ —  i^  dans  le  seeend  mem- 
bre, et  élevant  au  carrée  faire>  disparaître  rirrationaUlé;  ce  qui 

donnerait    a?:^{i8— a?*)*,    ou    ar* — 56a:*^a5i+3a4  =  o; 
Alg.  B.,  If  éd.  29 
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et  il  ne  s'agirait  plus  que  dfa|q[dktber  à  œtte  deniièr»  iqutàaa  les 

méthodes  connues  de  la  résolution  des  équations  numériques. 
Mais  il  est  plus  simple  d'opérer  comme  il  suit  : 

Poaops  ^=^1    d'où    a;  =  y*j 

il  ¥ientf  par  la  éubsiitution  dans  réquatioD  (i)^ 

î^+y— r8  =  o-  (a) 

4quition  qui  »  ré$o4tie>  fem  eoniudtEe  les  voleurs  do  y^  et>  pir  aoite, 
;iMill6s  de  X  d'après  la  ralatidi  «  œ  y^^ 

Or  2  si  Fon  appliqué  à  Féquation  (2)  la  méthode  des  racines  corn- 
mëiisurable^'  (n^  32Ô),  on  reconnaît  facilement  que  a  est  racine,  et 
que  c'est  d'ailleurs  )a  seulo  racine  cotàmensurable  qu'elle  renferme. 

Pe  y  =  a  on  déduit  0sst (a)*  =a4<  Ainsii  4  est  uoeraoîne  oomm»- 
.  surable  de  ré(|Uàtion  (1)^  et  c'est  la  seule. qu'elle^puisse  avoir. 

Si  cependant  on  voulait  obtenir  les  autres,  il  faudrait  encore' avoir 
recours  à  réquuttoo  (a)  y  qui  est  beaucoup  plttSsimfAè  que  féquAtton 
en  ar.  - 

L'équation  (a)»  n'offrant  (ffWe  vartatùAi'dê  éigûf,  à  Irti^  seule  ra- 
cine positive  :  c'est  celle  qu'on  vient  d'obtenir;  et  si  l'on  y  change  y 
en  »— y,  H  vient  y*  — *  y  — 18  :=  0 ,  équation  qui  présente  également 
une  seule  variation  de  signe. 

D'OU  l'on  peut  conclure  que  l'équation  (a)  q  deiix  racines  réelles ^ 
l'une  positive^  l'autre  négative ^'et  deux  racines  imaginaires.  Mais  la 
relation  arc=y*  prouve  que  lé&  deux  racines  réelles  de  l'é(}uation  (1) 
^jkipositnmv 

On  .peut  s'assurer  aisément  que  la  racine  réelle  négative  de  l'équa- 
tion (a]  est  comprise  entre  —  2  et — 5;  et  on  l'obtiendrait  en  appli- 
quant i'une  des  méthodes  d'approximatlott. 
^    8dt  encore  l'éqttaûôu 

V ;      r ;_  ' 

et  jposons  V^  +  9 — ^x+tts^tf;  (i) 

*/ '       V^  . 

flenrésultê^  '    ^    V^^^^9>  V^a?*piî=^«, 

a?-f9  — y*?  x+i^i^,  et  y—:£i^o,  (a) 

4oaï  la  denaière>  donnalit  y  tei^  tamtoe  If  djttàme  dèi  trois  équa- 
liQDS^auB  deiiB8Uiiiaote&;  .    «. 

,  L'élimination  de  z  entre  ces  deuxrci ,  d'après  le  procédé  ordinaire, 
■  èonduirait  à  l'équation  finale  en  x;  mais  comme  l'inconnue  x  n'entre 
qu'au  premier  d^ré,  il  est  plus  simple  de  l'élimiDier* 
(te  trouve^  60  effet ,  par  la  fioustràoUon  » 

8=**— ;&•    Ou    **  — a*— 8aso, 
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éqtfilion  qui>  traitée  par  la  méthode  des  racines  eorSunan^urables^ 
eirt  iatiafmto  par  ;;  =9  9. 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  x*\-i=z^,on  obtient  a? = 7 ; 
ce  qu'oi^  peut  vérifier  en  substituant  cette  valeur  dans  Téquation  (i)« 

On  prouverait^  comme  dans  l'exemple  précédent^  que  réquation 
g*  _  J5» — ç  rs  o  a  une  seule  racine  positive  '(  ^  =  2  ) ,  une  racine  néga-- 
iive  incommensuraUe  compriBe  entre  —  1  et  —*  a»  et  deux  racûMB 
imaginairea. 

/f.  Bi  -^'  On  pourrait  obtenir  directement  l'équation  en  ^  privée 
de  radicaux.  H  suffirait,  pour  cel^,  de  transposer  l'un  des  termes  dé 
Téquation  (  1  )dans  le  second  membre,  puis  d'élever  les  deuK  meo^«8s 
à  k  dousiècpie  puissance  ;  il  viendrait  ainsi 

pu,  effectuant  les  cticuk  et  réduisant, 

mais  cette  équation  est  beaucoup  moins  simple  que  l'équatioû  èû  f  • 
Soit,  j^iMiir  troisième  éxenipie,  l'équatioti 

Vaa?+i7-—V^7a;-J- 1  +  5=0.  (i) 

Posons      aa?4->7=yS  7x+i±=:z*i  d'où  y— js-|-S=<^.         ^ 

On  tire  de  la  dernière  z=y  -f  ^i  ^'où>  substituant  dans  la  secondid^ 
7^:+ 1 =(y +5)^,  bu  développant  et  réduisant,  y*--^6jf—7x-±9=6, 
équation  qui,  combinée  avec  la  première,  y^*— «i&— J-i^titO,  par. 
voie  d'élimination  ^  donnera ,  soit  l'équation  finale  en  x ,  soit  l'équa-  * 
tion  finale  en  y.  Mais  coiiiine  à:  ù'ëîitrè  qu'au  premier  degré  dan^  ces 
deux  dernières  équations,  il  est  pfbs  simple  de  formai  l'éqtmtlon 
en  y. 
On  obtient^  tout  calcul  fait|' 

7y»~ay*— -lay— i55  =  o.  (a) 

En  appliquant  ^  cette  .équation  la  méthod^  des  radnes  commensii^- 
rables  entières  (n"*  32Ô),  on  reconnaît  que  yz=zi  est  une  racine;  ce 

qui  donne ,  d'après  la  relation  x  =  ^^^        ,x=5y  valeur  qui^sub- 

stituée  dans  l'équation  (1),  la  réduit  à  -  ...... 

V27 — ^^y^+3=so,    oii    0  =  0. 

Si  nous  divisons  le  premier  membre  de  l'équation  (a)  par  y — S, 
il  vient  pour  quotient,  yy*-^  i9y+  ii5==o,  dont  les  racines  sont 
évidemment  imaginairei^-^  

367.  Remafque9.>-=^i^.  Les  tfansfonnations  qui  ont  pour  objet 
d'obtenir  dir^tement  l'équation  en  x  privée  de  radicatix ,  et  qui  con- 


«sisient  è  transposer  certains  termes^  puis  à  élever  ensuite  les  deux 
membres  à  des  puissances  plus  ou  moins  grandes^  suivant  le  degré 
des  radicaux  qui  entrélit  dàns'Féquation,  entrsdnent  généralement 
•dftns  des  calculs^fort  eDmpHqués;  et  cette  méthode  est  même  en  dé* 
faut  dès  qu^l  entre  plus  de  dtux  radicaux. 

Au  contraire,  en  égalant  successivement  cbacun  des  radicaux  à  une 
inooùÉue  auxîlicHre  ;  on  parvient  t<]«QOurs  à  lin  système  d'équalâons 
rationnelles  ^nx^y^z^Uy  au  moyen  desquelles  on  pent^  par  la 
méthode  d'élimination  ^obtenir  une  équation  finale  ftmction  de  INme 
des  inconnues  auxiliaires.  En  résolvant  cette  équation ,  et  remontant 
à  Tune  <les  relations  établies,  on  en  déduit  facilement  la  vadear  ou  les 
valeurs  correspondantesi  à  celles  qui  ont  été  obtenues  pour  f  inoonnoe 
auxiliaire. 

a^  Quant  au  (fe^/re' de  l'équation  filiale  en  x^  il  est  déterminé  (sans 
qu'on  soit  obligé  de  la  former)  par  le  nombre  de  valeurs  de  a: /qui 
correspondent  aux  :  solutions  de  l'équation  finale  ^r  laquelle  on  a 
opéré. 

Nous  proposerons  «comme  exercices  les  exemples  suivants  : 

'     »  "       '  /  '     '  .  " 

!••  ^4^ — ^a?  +  a  =  o  j 

équation  finale  en  y,    y*  — &j/^  4-^=7=  <>*       ' 
ce  qui  donne  '  y=a,     y=idz^5'^ 

"et,  par  smte,  a?=2,     a:=4±aV^ 

\_  L'équation  ôp^e  en  x  est  du  troisième  degré. 

,  a*.  V^4a? H-  i5  +  ^5x  +  1=7; 

éqqfttion  fiAate  en  y,    5y'  —  4^*  +  56y — 267, =.0 ; 
d'où  l'on  déduit  y  =:  3 ,  et  a  racines  imaginaires ,  .     . 

et,  par  suite,  ^â?  =  3,  et* 2  racines  imaginaires. 

8 ^  8^^ 

équation  éû  z,    "zf — gz* — i2z*  +  4&z — 40=0» 

"[jzr==:2,     d'où    X  =  Z]. 

" 'l®-    '  '•  ' YJ*^-i.yâ?-j-  1  -^V^  — 7  =0;    ' 

éqnation  en  y, 

y«-^  i6y''  +  a4y*  +  a7ay*  +  i536y*  -j- 4^96  =  o, 

i;y=3,  ,d'où    a?  =  81. 

équation  en  yi  y* — y* — ay'  =  o, 

r     :       y.c==o,       y«ta,  y  =  — t,"! 


I 

/ 


*  JiiSOLVTXOH  PES  iQDATIONS  A  DK1JX  ^1^1^    .  Ifi^ 

N.  B. —  U  est  remarquable  qite  ce  dernier  exemple  offte  t«Hft 

solutiom  eniièves.  .  <,  \ 

i  Y.-RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  J^PTO^  TlSMipS  PARiA  XMGKtttQIfliXWl. 
DÉCOMPOSITION  m^  FRACTIONS  ^AtJCMOîELLES  EN  F^ACTK)NS'^SIMPUES  (*). 

f     -     ' .      .  ' 
Bes^éçtuàtiàns  à  deux  termes.  .    , 

Nous  aM0ns4l^  résoltt  (nof  167  et  200)  {dosleurs  ospècies  d'éq^a- 
tioD£;  à  dm^  tormes.  Nqus  nous  proposons  acinéttemeni  de  les  té* 
soudre  toutes  complètement  ;  mais  auparavant  il  est  bon  de  faire 
gUielqiy^s  remarques  sur  là  nature  de  leurs  racines.  v 

368;'  Ontippelle  éç^Mon  à  deUx  terrfm  toute  équation  i^ui  ne  reii- 
ferme  qu'une  seule  puissance  de  l'inconnue^  aveè  des  quantités  toutes 
coniKtIesr        -     ' 

ïl  résiiMède  là  que  toute  ëqfïiàtion  à  d^tix  térme^  peut  étire  rame- 

née  à  la  forme  a?*»it:p  =  a, 

p  étant  un  nombre  absdu^ei si  Ton  pose  x=::y  ^^  it  Tient 

pf^Hip  =r  o ,        d'où       y"*  rfc  1  bs  0.  \ 

Ainsi  »  c'est  de  la  réiàolution  de  cetie  dernière  équj^tion  qpe  dépend 
celle  de  toutes  léà  équations  à  deux  termes. 

Comme  l'équation  y" — i=±'o  revient  à  y**,=-i ,  on  voit  que  tout 
se  réduit  à  trouver  pour  y  y  Us  expression^  numériques  ou  algébriques 
qui ,  élevées  à  ta  m*^^  puissance  y  peunevi produire  Puniié.  Cfesbpour 
cette  raison  que  les  racines  de  l'équation  y" —  i  =  o  sont  appelées 
les  racines  de  l'unité.  . 

les  racfaes  de  réquatîôn  y* 4*  i ^0,  ou  y*^^±=-^ iV^pnt  dîtes 
les  racines  de  l*unité  négative,  '    ^^   . 

Cela  posé,  voici  les  remarques  qm.  d(»vent^ précéder  %Yéidlltlio0 
de  ces.dei^x  sortes  d'équ^tipns. .  .  ;  > 

369«  PaBwiRBMEin:.  —  L'équation  y" — 1 3;=;o  a  tene^eii/t.raei&e 
réelle  si  m  est  impair,  et  de(ux  racines  réelles  si  m  est  pair. 

Soit  d'abord  m  un  nombre  impair.  Comme  l'équation  n'a  qu'une 
variation  de  signe  ^  elle  n'ado^et  (n'' 315)  qu'une  seule  racine  posi-  ' 
tive  qui  est  -f-  i  •  U  est  d'ailleurs  évident  qu'aucun  nombre  négatif  né 
jjeut  y  satisfaire.  -.  :  :    •  i- 

Lorsque  m  est j>a«r^  -j^vi  et  -^  i  yériflent  l^j^attoo  et  6ont  les 

(*)  Les  deux  théories  qui  doivent  faire  Tobjet  de  ce  dernier  paragraphe  se'liaient 
plus  natHrenement,  Tutie  avec  le  nueuviéme  chapitre,  Kautre  avec  le  dixième;  mais 
comme  elles  font  actuellement  (1S48)  partfo  du  programme  d'acbiission  à  rËeole 
Polytechnique ,  nous  avons  cru  devoir  las.  placer  ifflwédiatemgttt  à  la  suite  dfi  hoi- 
tième.  (ifote  d6  ia  10*  (édition.) 

La  première  de  ces  deux  théories  a  ceaoé  de  faire  partie  du  pipgramme  d'admis- 
sion à  l'Ëoole  Polytechnique. 


Â5&  MlliltOVSS  ^tn(  LES  ÉQ17ÀTr(>mi  A  bEÏÏX  TEEMl». 

^ul8  nombres  qui  puissent  y  satisfaire  ;  car  elle  ne  présente  qu'une 
variation  de  signe  y  soit  dans  son  état  actuel,  soit  lorsqu'on  y. changé 

.  DEUîi^MEMEirr.  —  L  équation  ^  -J- 1  =  o  a  une  seule  racine  réelle 
si  m  est  impair  ;  et  toutes  ses  racines  spnt  imaginaires  si  m  est  pair. 

D'abord>  quel  que  soit  m^  l'éqi^aj^QQ,  |l'ûf&M^it  pas  de  variations, 
ne  peut  avoir  aucune  racine  positive. 

-  Ensuite^  quand  m  est  pair,  le  changement  éeym^y  ne  produit 
encore  at^con^  variation;  ainsi ^  dans  ce  cas,  Féquation  n^admet  ni 
racine  positive^  ni  racine  négative. 

Mais  si  m  est  impair^  Inéquation  est  satisfaite  par  y  as*^  i  •  et  e'eql 
l^.^  $eu^  r^ciqe  négative ,  pi.;sque  le  chdngemwt  de  ym^^y  n#  pro- 
fitait qu'aifif?  variation 

TROisièBfEHENT.  —  Lcs  raclucs  de  Téquation  y** — 1=0.,  m  da 
réquation  y^  +  irr^Q,  w^i  toutes  inégales  ;.  car  le  polyn^e  dérivé 
du  premier  membre^  ou  my**~* ,  n^a  aucun  diviseur  çoqamun  B,yçQ 
îT— iouy**+i, 

370.  QuATuàiiEiiEifT.  ;-T  1*^.  ^i  a  désigne  ime  quekanqm  des  roeinê$ 
imaginaires  de  réquation  y**  — ^^  i  =5  o,  on  (^  ,é^emsnt  at^pour  racine  de 
cette  équation  [p  étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  Qu  négatif). 

Car,  puisque  a  vérifie  Téquation^  on  a  PégaUté 

a'*  =  tj  * 

d'od  (««)'  =^  i  il 

égalité  que  Fon  peut  transfonner  ainsi, 

dfoi^  l'op  voit  que  ok^  est  aussi  racine  de  Téqualibi^  Bouc  «  étant  ime 
des  racines  ima^nah^s  de  Téquation  j/^^-^  1  «^  o^  Fon  a  élément 

~  N.  B.  —  Plusieurs  de  ces  puissances  'rentrent  nécessairement  les 
lumdans  les  autres;  autrement,  l'équation  aurait  plus  de  m  raiei&es. 
Et  en  effet,  soit,  par  exemple,  Téquation 

/— r=o. 

Si  a  est  une  racine  imaginaire ,  ou  a  l'égalité       . 

a'  — 1=0,        d'où        a*=i; 

dèno  li^  Œ ••  X a  =i=  «5 . «^ «=  «' Xot*  ==: a*;  etiilnsî  de  suttô.  ' 

©o.  Si  a  désigne  une  quelconque  des  racines  imaginaires  de  Teqm- 
tum  f^^i:^OyaiP  est  aussi  racine  lorsque  p  est  un  nombre  îfiopair 
quelc(mque,  positif  ou  négatif. 

En  effet,  de  Téquatibn  a"»™  —  1  on  déduit  (u^f  =  —  1 ,  puisque, 
par  bypothèsç,  p  es\  impair.  Or  cette  égalité  revient  à 


d6iiG  il^  «i  fMsmt  de  la  même  équation* 

Aînsi^  a*,, o»,  «•,...,        or*,  or»,  oH^...;. 

sont  des  racines  de  ^équation  i/^-^-iz^ù. 

Résolution  de  Féquation  y**^-— i  =?o. 

»  -  .•  .  '  '  '    ■  ; 

371.  Cette  résolution  repose  sar  une  formule  trigonométrique  que 

aou^  aUona  d'fbord  faîr^  conoattre. 
Si  l'on  multiplie  entre  elles  les  deux  expressions 


cosa  +  sîna.v — »       ^       cosé  +  sin^. 
on  a  pour  produit,  .^  j  '  ^' 

eoaa.cos6  +  (pina.cofi&4"SÙ)^*^s?l«.V^^'^7-^AKm^;  . 
donc^  i  cause  des  formules 

cos(a4-S)  =  cosa.cds&— •sinà.siûS,  ^ 

il  vient        (cosa -)- sin a .  ^—i)  {cqs ^ 4r ®!^ *  •  ^~  *) 

Soit    a  -f-  A  =  a',    et  multiplions    cos  /rf-  sin  a' .  y— i     par 
cose  +  sine .  /—  i  ;  çn  trouvera  de  même  ... 

'(ôO»«'-4-  stod*,  v^^)  (cos<?  +  ^iûc  •  ^—  i) 

i  oacosCd^-fi^^-J^-amCd^+e). \^— I, 
et|  par  conséquent, 

(oosa+sina •  ^— i)  (cosft  +  sîi?6 .  ^ — i)  (cosc  +  sine.  /— 1|^ 

=;cos-(a  +  J  +  ^)  +  sin(a  +  44-c).  v^— i. 

En  général,  soit  un  nooibre  m  d'arcs  a,  ft,  c, . . . ,  /;  on  a  évidem- 
ment le  résultat  Aiimiii 

(cosa-fsiua.  ^ — »)  {oa<i4"*i^**V^— 0  •••(co*'  +  sûiZ.yf^^) 

=  cos(a+*4-^+*-H"0  +  siflt^  +  6  +  C+...  +/).  V — !• 
Supposons  maintenait.        ^a^i:=st,0:.  ^^  «^  />.  .    .il  en  WbmgûlB 

(cos  a  +  sin  à.  ^ —  i  r=zcosrna  +  çitt»wir  V"^  *  •  10 

'  Gettefornoul&étaKit  vraie^  ^piel  qi«^  soit  Tare  a,  on  peut  remplacer  a 
par^-^a|et  si  t*on  se  MppeHe  que  co^' (i-« ô)  =  cos i>,  stn  (— or) st 
— -  spa,  il  en  résulte  cette  nouvelle  formule, 

(cosa— 8ina.V^h=çosm^— sintwa.^— 1.  (a) 


« 


On  nil  enoore  qoe  aie  désigiuDit  une  cirooBfënnorëa'eeRfe,  i  fe 
rayon,  et  i;  on  nombre  entier  quelconque ,  oo  a 

cosaihcz^i   ^et    mn,2kn  z^^.i^^   •  (3) 

372.  Gela  posé,  il  résulte  évidenunent  des  formules  (i),  [i],  '3, 

(oos ±sin .  iZ—i  I    =  cos  aihc  zt  sia  a^ic.  J-^  i  =  i; 

d'où  r(Mi  voit  que  y  quel  que  soit  le  noaibre  entier  k,  feuptesm 


CCS ±:  sin  — .  y —  i  jouit  de  la  propriété  d'être  une  racine  m 

fil       f    . .    /   IH  I  .-     ■  .  •    '       -  _  • 

de  Funité»  c'est-à-dire  de  satisfaire  à  l'équation  y* --^i  =q. 

Pour  obtenir  leaiiifférentes  racines,  il  ne  s'agit  que  d,'attnbuer  à  l 
les  Valeurs  o;  i,  %v3, .  » . ,  ptris  de  calculer;  an  moyen  dès  TlAla 

triganométriques  fies  valeurs  Qonrcs][X)ndiq)tes  flç^^ços —  et  de 

sm  — .  ^   , 

/NMiititon*  •— '  Puisque  A  désigne  un  liombre  entier  tout  à  fait  ar- 

bitrairej  u  semble  que  1  eifiression  y= dt •  V"' 

doive  présenter  une  infinité  de  valeurs;  mais  uqus  aUon^  XQÎ^^'' 

ne  fournit  réellement  que  m  Valeurs  différences;  '      ^  ' 

Donnons  d'abord  à  jk  toi^tes  les  val^ui;^  ;. entier^  Qpmprises  de- 

fit—"  1 
puis  o  jusqu'à ipclusiv^neot  in  ii»;est  i^qpjahN}  ^^depuis  o  jus* 


^     ^  •  1  •        ^  •      A    •    M  •   i'   ^  r 


L.  Il»l 


qu'à  —  ausffl  inclusivement  si  m  est  pair;  il  viendra  par  ces  substita- 

tions»  pour 

*=o y=coso   ±    smo.y — i  =  i; 

K=i v  =  cos  —  ±sm  —  .VT-rt>  . 

— —  • 

*=a v=^cos^^±:sin-^.ir — i, 

V  .1-11,  .-t.  »  ,    / 

*ss5.»:^  j.. y=ccos-*''±sin — .y-^ij'  •  •  ' 


é  •  •  • 

19     ».    >«•    «^»v    .....^«.w  9 

\ 


enfin  9  si-fA  estHmp&ii^, 

,      m-^r        '  (m — *iW  .-.'"Iw  —  ïj'f    / — : 

i  = , .. .       y  =  cos^ r^±:sm  ^ — — r^-^y-^h 

a  m  m 

et  ûm  est  pair, 
=— , y  =  cosit±:smit.  v-^i  = — i. 


Ce  t^blfii^^  dcmne  toutes  les  racines  de  l'équation. 

En  effet  :  l^  li)rei(ïué>  mi  est'  iiApràiv^  i^  ^tèm  É^%''a, 

5, . . . , ,  lôuiiifesarit  dieux  râcincàl  ^ffy  le  ûàtiArè  total  dè^ 

•    I  —  ur  -^    .  :       .  •-?  1  —  .V*  .<•  -'-  •■•. 

ces  vàTeurs  donne  nécessaireiinent  a".  — ^^  ou  (r^^  1)  racines; 
d'alReurs  i.==Qidonne  la  racine  i.  ÂiiS$i,'Ie  nçmbr^des  racin#s^ 
fournies  par  A=  o,  i,  a,  3, .  , .  , ,  est  m.  Toutes  ces  ra- 

I  ■  * 

jl^jç     Alt 

cim  sont  essentiellement  différentes,  car Jes  arcs ^o i  — -»  -^w*.'* 

ffH}     «.^       l)lC  •  »  ,  ..  T 

^,  étapt  moindre»' que  it  (oulà  déihiidrcônférè'àcë)^;  ont  au. 

inoip$  des,  QcÊidus  dîfieicènts .   ,        „  ! . .  1  '  '  —  JL  ^  .^^  -_^~  v 

a*".  Lorsque  m  est  pair,  les  deux  valeurs  extrêmes,  4  =  o  et /;,=;=  >7j| 

fou£ni^enFlèsl]é^j[:aGin|e^:^  1  ef  4-T,'l}^aiUeur^f.Ies  valeurs  in- 

^v.                  '     /ni        \ 
termédiaîres  A;  =r  i,  a»  3, . . . , ,  ( 1  L  donnent  chacime  deux  ra- 

'dnesj,^<Jgna4ft.9ombr9  tqtaLdgç  Tacinçs^qui  ijoçf^^ntjajkt  ,k  J;  =  o, 

I,  a,...,  (^  — M>75  ^st  exprimé  par  a  +  a  f^rTr>sU^€«tT^ 

dire  parm  J  et  ces  r^jdes^soiit  ^^sentielIémeAt^fférentes^^  i^bt  la  même 
raison  que:  ci-dessus.        '  •  '  i        n/  i 

On  voit  d'ai^fejuc^^gve,  pofir  une  mêm&j^êuiv^a  k,  aujre  que  A=o 

si  m  est  impair>'\  et  autre  ^ue  A=±Q,lj;=^simèst  pair,  les  deux 

la^ipM^ 4m?ginairês  '^Ju^cm  cWipnt  ^ni,  for^^guées,^.m  ç§,^ns^^qfkp , 
p  -j- j  ^-^  i  étant  Tune  de  ces  racines,  on  a^ — q^-^  i  pour  la  se- 

En  outre,  ces  deux  racines  sont  réciproques  Tune  de  l'autre  (n*  299), 
puisque  f6»  a  pour  leup produit  »'     '  :>'^    i    ''         >.  .    i 

— -aftn  7«\e  V-î>*^  •  '~^' 

mm  • 

Il  nou^  re$te  mâinieiiant  ^;&ire  ybir  qu!en.  attribuant  à  kjj^  nq^^- 
*  velles  valeurs  plus  grandes  que ,  ou  —  ^^  on  retombera  sur  les 

mêmes  racmes.  * 

*     .  .  ■' — ... 

(*)  Cette  propiiété  n'est^u'iiu:  das  partieiriieF  4e  eaUe^itti  sera  démontra  dans 
le  neuvième  chapi^e;-^ 


Il  étant  iiniKW0|t>r6  eoUer  poHtif  weiocmqu^u  Q  ym% 

(mA-^n — i)it  _,    .     (iR  +  391  —  i)ic     >— 

y-=cos  ^ — ! i-  d;sm  ^ — l i^^j::^ 


or  je  dis  que  ces  valeurs  so&t  identiques  avec  celles  qui  cOrfespon* 

dent  à  A  =z: (n — i)>on — . 

En  ^et,  ç^  dernière  vsdwr  de  ^  donna 

y=cos^  '    zfcsm  JL-— — i— i- . /— . I , 

^  m  m 

eubîen, 

^  Biais  on  sait  que,  pour  deux  arcs,  te -f-  ^  ât  ic — a,  Ton  a 

cos(iç  +  a)=;3cos(ic— a)    et   sin(it-f-a}=:^ — sîfl(it — a); 
riV>ft  1\)Q  conclut 

[,  (an— i)ir1            .    r       fan— i)it1 
«-|-^ — pw  ^    j  rr — ^^sm  lie— ^ ^  1. 

Donc  fe5<fe«rragftig»  jtifgof rw/»ii<fenf  Jk  s=r f-nmi^iefaïf?- 

^pies  avec  celles  gui  corresp<mdentà}i== --|-n-^i  tlaseuledilK- 

rence  consiste  en  ce  qu'on  ù'ouvelesd^UMioiMidatt»  imocdre  invam- 

^t  m  ûntpab^f  9ûit  encore  fait^  ;p:. — (-  n;  il  €«(^  résulte 

a      • 

nnr+anic    .    .    |||ie4-anic     /«r— 
y=C0S • ±im  Mn^    ^nip  MU,  ir»rt^ 

ou  bien,       'îr=cosfic+ — jrfcsiarir-f \ .  /—  1 . 

Ha 

|^ta}s  pour         ifc  r=  -^  —  n,         on  avait  déjà  obtenu 


y«,o.(.^^}±«(i:^ 


anic\ 


donc,  à  cause  de     cos  («-1 )  =  cos  (it ), 


m 


les  Yaleun  de  y^  correspondant  à  ifc  s=  — h  ^9  sont  identiques  avee 

celles  qui  correspondent  kk  =  ^  —  n. 

a 

■  •    r 

Doncj .  enfin  ^  le  tableau  des  valeurs  que  Ton  a  ol>t6nues  pomr 

k=:o,  1,  a,  3,  • . . > -,  ou  —,  renferme  toutes  les  vadQis 

2  a 

de  ^—.  4  ■»  <>f  quid  qyç  3Pit  I». 

Beiaiims  entre  les  rasines  de  ffguatitm  ^^  1  :i=o. 

373.  ^  jetant  les  yeu^  sur  le  tableau  des  valeurs  dé  y  qui  carres- 

1)0ndent  aux  diverses  hypothèses  â;  ==  0,  i|  a^  3, . .  .^  çt  ep  |e  roj^pe- 
ant  la  formule 

(cosa  +  sîna.^— 1)*  =  cos  ma  +  sînma.Y— "^i,*' 
OUToit<2B0 


CCS- 'M  +ani— •  V"^* ^*  l  oos-^-*-f»iixi— ^ .  vr^*  1  j 


/=7^fcçs^+itoî?,v^y, 


m  w  \      w  I»  / 

/'      àip  aie     f       \  ' 

cosit  +  sinic  •  V — 1  ^=  (coi —  4-  du— •  y^— 1 1   ,  si  m  est  pair. 

Doùc,  si  l'on  désigne  par  a  là  prei^ière  radnn  Hnagipaira. 

laïc-  ,     ,    aie     / 

cos hsm  —  .V —  ^9 

m,  \        m    ' 

loMIsf  les  rw?ines  dq  tableau  d4ià  dté  j  fwmpo^wt  m  fitm  mpi- 

rietoTy  petwent  être  représentées  pqr 

a®,  a*,  a%  af,  .  • . ,  a  ^  ,      OU      a«; 


t/H^.      IHEUiluurff  jBiff  119;  i>B$  iui(C|i!fSi»/ w  i^iquÂ^tim  ^~i  s=xi>t 
quaat.aux  raciQj^.qui  corresponde)^  ^iiu^^gQe  inférieur,  comme  elles 

sont  les  réciproques  des  précédentes ,  depuis  a  jusqu'à  a  *    si  m  est 

impair,  (Bt  jusqu'à  a  ^'  slm  est  pàirvon  peut,  en  lés  écrivant  dans  un 
ordre  inverse,  et  ayant  d'ailleurs  égard  à  la  relation  a*^=:i,  les 
{présenter  ain^i  : 

a  •        ou      a  *  , . .  •>«*"%  «**"%  a""*.    .    ; 

D'où  fou  peut  conclure  enfin  que ,  a  désignant  la  première  racine 
imaginaireV  toutes' les  racines  deTéquation  y*  —  i  =±  o  peuvent  être 
i^^présentées  jpiar  ,...., 

a®,  a*,  0%  .  . . ,  a  «        OU      •**',...,  a»^*,  -d"^*,  à'*-*, 

séries  df^nsJ^qn^Ue  l^^^pq^t^^nç.sont  auiirej[^(^  q^e  les  nombres 
entiers  compris  depuis  zéro  jusqu'à  m  —  i . 

374.  — '  Remarque  importante.  —  Cette  propriété  dont  jouît  l'une  des 
racines  iiiiàginafa^sV  dé' reproduire  toutes  les  autres  par  ses  diverses 

puissances,  n'apgtartient  génér^em^^  pregaièi^  ?^^^'  ^^^ 

+  sin  — .  J —  1,  ou  à  sa  conjuguée  cos  — *  —  sin  — .  ^'^  i  ^  'On  à 

bien  prouvé ^arSÎfÔjfqu^ a  Itaivi  jme  nacuiç  imàgîÉai^e  qàeJiQonque, 
a**  est  aussi  une  racine  de  Téquation  ;  mais  il  ii%st  pas  toiijours  vrai 
de  dire  qu'en  domiaçt  à^-  des  valeurs^  enttèrfes  convenables,  on 
pourra  >  avec  celte  riaicinè  aya*eproâùire  toutes  îas  autres. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  y^-^  i  ^^x>^  qui^.pouvant  se  mettre 
sousla.forme(y*.-r-i)^y*+.i)=  ordonne.  

I*.  y=i  ety=s— : JU — ,  i  a^  y=r— ie(iy  = ï . 

va  '»^  ■  a 

Ciomme  les  trqis  premières  racines  proviennent  dtej^-<— i=so^on 
,a >  «I  dé(Hg»^pt  piœ  %  la. facipp  ^-  .,,■>: 


21C 


a» 


=  1 LJ: )    — 1 ,a*=i,  a*=:a'Xa=«; 

a*  =  a»  X  a*  =  «S  V  =  [è]^  =  i,  . . .  j 

d'où  f  on  voit  que  l6i»  trois  premières  raclbes  sealémènt  sont  produites 
par  les  puissances  oe '-^ . 


ifiOtotiM  M>  t'iqiiÀMm  t'W  i'^d. 


m 


:      '      t: 


Mais  il  n'en  est  pas  de  tnéme  de 


-*— ^ ;  car  on  trouve 


a 


V^: 


»  1    .1       «  / 


\      .a-      /  a      .   "   \   .    a       /  a 

Ainsi  ^  toutes  les  racines  sont  produites  pur  les  puissanccjs  o^  i,  2, 


5^  4^  5>.  «  .-delà  racine 


±*^ 


;  et  cela  tient  à  ee  que  cette 


dernière  racine  est  la  première  donnée  par  la  formule 

aie   ,     .ait      t 

-  cos--^  4-  sm —  . y—  t ,.        • 


m 

1C     .  .   ^1      TS 


qui  devient^  danfi  ce  céis;    côs-  +  »n-  •  V-^t-    '  " 


■  '  '  it  '  •  *       /ic-       TtV     '         ijc    •••••••*  ^        " 

En  effet,  (m  a  cos;;  =  sin  ( ;r  )  =  sin -:  mais  le  sinus  du 

5  .  .       \ja .    3/      .     6 

si^ièipe.dp  .ic^  Qu  du  dQu^i^n^e.de  la  circonf^r^ce^  est  la  moitié  de 

la  corde  qui  en  sous-temL  le  sixième ,  et ,  par  conséquai^  ^^«iégal  à 

la  moitié  du  vtfjon.  Donc        ' 


•  •  • 


s/ 


;  i+Y_5"' 


|lbur  la 


.  oosçO|isin-s=f~5  -  tfoù     sin 5  = 

ce  qui  donne  enfin   -  +  •"  /^ .  y  —  *j 
^  a      a       •  ■       X 

première  raibine. 

N.  B.  —  Cette  exception  a  lieu  pour  toutes  les  équations  de  la 
forme  j*»—^  1  =  o*,  ou  (y* —  1)  (y*  +  1)  afc=  o ,  et  pins  ^énéhilement 
]^ur  touias  les  équations  h  deux  termeç  ^^ont  le  décidé  p'est  pas  un 
nombre  premier.  ' 

Résolution  de  Viqmtiqn  ..   ^  +  1  s=:  a 
37&  C!ommeona 


jî  -• 


cos(a*\|-  !)«==:  — 1,      sin(a*  +  i)ic=îo,' 


"        *  • 

OD  peut  conclure  des  formules  (i)  et  (a)^  établies  au  no  380, 


[ 


(•*-f  i)7t       .  (îî*4.i)ie   ^-— -ii« 


_  An 

ces  '       '     '    ±  sin'       '   "'    .V  —  1 
m  -m 


=  cos(a^-f  i).i<=bBJil(ai4-i)'iï.Vi^^*«i} 

d'où  Ton  voit  que.rexpression 

.(aA+i)!*  .     ;   (iî+Oit     i — - 

cosi — »-! — ^dzsm^ — ^.v. —  1 

m  m  ^ 


ft 


peut  être  prise  pour  la  racine  «l»*^  de  •—  i ,  Ott  poOf  retprêfôioii 
générale  d!une  racine  de  la  proposée;  et  ton  obtiendra  les  diverses 
racines  en  attribuant  à  A  la  série  des  valeurs  o ,  i  j,  a ,  3^ . .  • 
'    Donnons  à  k  tontes  \ëi  valeurs  comprises  depuis  zéro  jusqttlt 

■■I'         «i  m  #st  ûHpiir^  et  depuis  zéro  juscpi'à  -*  ««^  i  od     *    ■ 
^    i  a  a 

si  m  est  p  air  oo  obtiendra  «uoeessiVernéBl  y  poilr 

*  =  o •    v^=ôos— dâèin  — .  ^»-^, 

m  wi 

*  =  i tr=:oos — ±sin — .4/ — i* 

*  =  a ^  =  cos  —  ±:  «m  —  .  i/—  i , 


i  v»**i. 


4  =  -^ y  =  cos  TT db  sinic .  y-^i^  *?«-*# 

a 

Je  dis  qae  ce  ti^leau  renferme  toutes^  les  ifadnes  de  Féquation 

En  effet ,  lorsque  m  est  impair,  comme  la  valeuf  k  = ne 

clon^t  que  la  rueine  -^  i ,  piais  que  toutes  les  autres j  o,  »«  a^«.*«iy 

SZLi  ^  1  ôti  ^ll-Z  ^  donnent  rfé^o?  châcutlô,  îl  ^eûôtdt  qtle  le 

a  a  '       ■     .      ^ 

nombre  total  des  racines  fournies  par  ces  valeurs  est 

••       -         ,   a(f«--a) 

1  +  a  +  -^ ^,      ou     w. 

a 

Si  m  est  pair,  chaque  valeur  de  k  depuis  zéro  jusqu'à 


doQoe  àmt  ntàm^\'^imf  le  Moibm  total  de»  radnes 


est 


*  +  » 


(=^) 


I    ou    lllé 


On  démontrerait^  d'aiUeurs^  comme  on  Ta  fait  pour  t^'^im.^r 


m 


si  m  est 


qu'en  donow^  h  h  dôà  videurs  plus  grandes  que 

unpair^  et  que si  ni  est  pair,  on  doit  retrouvel*  les  mêmes 

racines.  Donc,  etc. 
â7^  Pu  yf^  mM^$  d'uprès  l'itup^otion  da  c»  tableau^  que  ai  « 

désigne  la  première  racine  imaginaire^  6iï  côS  —  4"  slû  — .  v— î7 

toutes  les  racines  qui  correspondent  au  çigne  supérieur  sont  expri- 

mées  par  a^i 

ou  a* 


9»% 

^8 


tt  r.«  •  • 


•  •  «  > 


^«-1^ 


I  - 


suivant  que  m  est  un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair.  EKailleura^ 
les  racines  qui  correspondent  au  signe  inférieur^  étant  les  réciproques 
ded  précédentes^  ont  pôui*  valeurâ^ 


1       11 

^9        'T\9        tï'**'^ 


a;     «• .     a" 
ou^  à çalM  da       m'^mim^x , 


d'o& 


OU 


.«M-1 


Donc ,  enfin ,  toutes  les  racines  de  Inéquation  ^  -f- 1  =s  o  son^^ 
d^pa  rbjqpotbèse  de  m  impair,  • 


«*>  «•,  pff  a'' 


>».t5 


a*"***,  rf*)  fl^*f»«»>  of'^^f  a^  ^1 


et  dans  lliypothèse  où  97»  est  un  nombre  paii^, 


V>  «%  a%  a^...,  a 


.ifli-s    Mt«»-i 


à***$  a 

i^.  #i  ^  PMf  phië  de  géiMSfttlité  ^  ûous  avM»  établi  dM  fttt'miléis 
pour  résoudra  l'équation  y*"  + 1  =  o ,  quel  que  S(rft  m*  Mail  quand 
m  est  impair,  on  peut  changer  j/  mi,»— Jr,  ^  qui  dânHè  t/^-^i  asb  6; 
et  l^n  voit  que,  dans  ce  cas,  les  racines  de  Téquation  y"*-{-  i  =  o 
sont  égales  aux  racines  de  réqtation  y^ —  itàto,  pirisfes  an  signes 
contraires. 

377.  Scolie  gettérul,  -r-  Sn  récapitulaiît  tout  ce  qui  vient  d^étre 
dit  sur  les  équations  à  déUX  terihëi,  on  peut  en  conclure  qu't^n  ràdi' 
cal  au^lcanque  a  tot^ours  autant  de  valeurs  qu'il  y  a  d'unités  dans  son 
indice.  Ces  valeurs  sont  égales  à  la  racine  arithmétique  de  h  quan- 
tité sous  le'  signe,  (^odsidér^e  avec  sa  valeu];*  absolue,  et  multipliée 
alternativement  par  chacune  dès  racines  de  -{- 1  ou  dé  «^  i. 


Uk  tàaovntm  Bis  à^àMtem  ttmmm. 

Ainsi  >  lorsque  Poo  a  Heux  TMNeaux  à  imiltipli0r  rtm  par  Ti 
le  produit  est  susceptible  d'autant  de  valeurs  différentes  qu'il  y  a 
d'unités  dans  le  produit  des  d^ux  indices,  à  moins  que  les  degrés 
des  deux  radicaux  ne  soient  égaux  ;  car  alors  plusieurs  valeurs  de- 
^rieiBiènt  identiques. 

'    Soit/ par  exemple,  \/âà  tnnltiplier par  v^.  Désignons  par;)  et; 
leurs  valeurs  arithmétiques;  on  i  (n?  374)  pour  le  pj^emier  radical 

et  pour  le  second  9?q,    aq,    a}q; 

viultipliant  chacun  des  termes  de  la  première  ligne  par  ndiacun  des 
termes  de  la  seconde^  on  obtient 


'»    « 


apq,    a*pq,    a^pq, 
^P9f    ^n^     ^Mf 

expressions  qui  se  réduisent  à  trais  différentes»  pq,  apq  é  ofpi)  ^ 
Von  observe  que  Pon  a    a*  =  i    et    a*  =  «, 

n  en  est  de  même  lorsque  les  deux  indices  ont  un  focteurcoin- 
mun.  Le  nombre  des'  valeurs  différentes  du  produit  est  alors  égds» 
plus  simple  multij^le  commun'  des  deux  indicés. 

Ces  observations  eomplètent  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  siûèioe 
chapitre  (n*  167)  sur  la  nuiltiplicité  des  valeurs  d'un  radical. 

Équation  trinôme,  a?'"  -|-  px^  -j"  ?  ==  u. 

378.  On  appelle  ainsi  toutes  les  équations  qui  ne  renferment  f 
deux  exposants  de  rincorinue,  dont  fvn  est.doiélq  de  .Fau(re,  etif^ 
quantités  toutes  connues.        -        ,. 

Ces  équations  peuvent  toujours,  par  la  transposition  et  par  la  ré- 
duction/être  ramenées  à  là  forme  ci*dessusf  et  leur  résolution  dé* 
.pend  uQiqii^^ment  dç  celle  dei'équation  du  isecoiiid  degré  etde  Téqui- 
tion  à  deux  t^mes.  ^ 

.  JE!n  effet,  sQit  posé  xi^^r^y;  il  en  résulte  > 

.  [y'+py  =n q,       d'où       y ^ — ^ ±  W ^  +  q; 

donc      '  «  =  v'y=y-^f±y  j  +  î^ 

Ainsi,  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  x.  Il  suffit  de  rfui^ 

"        /"T~ — 
l'une  dé?  racles ,^**;  4       .  --|+y(|^^^. 


DéCOHPOSlTlON  IMS»  FAAfiflOUS  AATIOlUfEUtSS  £I«  FIUCTIONS  SIMPLES,  ^llfi^ 


et  Tune  des  racines  m*"*^*  de       —  -  —  \/^  +  ^f 

a        Y   4       ^ 

par  chacune  des  racines  w'^****  de  +  i. 

Soit^  par  exemple,  t équation       x^  —  7a?*  =  45i44> 

en  posant    a?*  =  y,    op  trouve        y'  —  7y  =45i449 

d'où  Ton  déduit       y  =  216       et        y  =  —  20g. 

Donc        i\    x*  =  ai6;      d'où      aî==:6,  jr  =  6.a,  x±=6.a'; 


<        , 


a**.  ar'= — aogj  d'où  x=: — y^aog,  a:=— a.yâog,  a?= — «*.v^^9^    ' 


a  désignant  la  première  racine  imaginaire  de  l'unité. 
La  résolution  des  équations  trinômes  conduit  à  Textractiôn  de  la 

racine  m»^"**  d'une  quantité'  de  la  forme  a,+  V^«  Nous  avons  déjà 
(n"  118)  traité  le  cas  particulier  de  m ;=  a;  et  nous  aurions  maiqte- 
nant  à  considérer  le  cas  général.  Mais  cette  opération  offrant  peu 
d'applications  dans  l'analyse  algébrique  ^  nous  nous  dispenserons  de 
la  développer  ici, 

DÉCOMPOSITION  DSà  FRACTIONS  RATIONNELLES  EN  FRÂGTIONS^  SIMPLES. 

379.  Nous  avons  déjà  vu  (n**  184,  TV.  ^.)  que  ces  sortes  de  frac- 
tions peuvent  toujours  être  ramenées  à  une  forme  telle,  que  le  numé- 
rateur soit  de  degré  moindre  que  le  dénominateur,  jc'est-à-<Hre  à  deà 
fractions  de  la  forme 

■   ■ 

.a  +  bx+cx^+ ..  .4-laf  ,,    , 

,  .   ., — — y— — ■  ■',/  ^ ,      m  étant  >  n. 
a'  +  b'x-\-c'x*+...+rx'^^ 

Maintenant  si,  pour  plus  de  simplicité,  on  fait 

il  vient  '      ,  ,  p, —     ,  ,  , =-1 — - , 

expression  dans  laquelle  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de 
Xy  au  dénominateur,  est  égal  à  l'unité. 

Cela  posd,  la  question  que  nous  avons  à  traiter  a  pour  but  de  dé- 
composer les  fractions  de  cette  dernière  espèce  en  une  somme  d'au- 
tres fractions 


x  —  p      X  —  q      X  —  r 
Alg.  B.,  H^  efrf.  •    .  30 


MB  BiCOMPOfll^ION  0B8  niACTIOKS 

P9  9j  fi  f  étant  les  radnes  du  dénominateur  égalé  àzéro^  A^  B^C,... 
des  quantités  fonctions  de  a,  6^ ...  ^  ^9  ^^  •  •  •  »  |>^  9>  '*9  -  <•  •  qti'il 
6'agit  de  déterminer. 

380.  Considérons  d'abord  le  cas  où  le  dénominateur  est  du  second 
degré ,  et  posons 

Si  Tcm  chasse  led  dénominateurs ,  et;  que  Vtm  ait  égard ^  la  rela- 
tion x^-\-&X'\'X*  =  {x — p)  {x  —  q), 
on  obtient  flt  +  ^=A(ar — q)'\'B{x  —  p), 

0U9  transposant  et  ordonnant  par  rapport kx, 

(A  +  B  —  6)a?--»Ay — Bp — «:3:o, 
éqtiâlicni  qni^  devant^existêr  quel  que  soit  x,  dontle  Nécessairement 
(nM80)  A  +  b— 6=0,    Aj'  +  Bp+a=o} 

tfoùron déduit    A=^^iî,    B=— ?£iî. 

p—q  P—9 

Soit,  comme  eaa  particulier,  la  fraction 

3  —  2X  — 3  +  ax 


ou 


3+2a? — :r*  — 3  —  2a?  +  iC* 

V 

yéquatiOD  a^  —  air — 3  =  o  donnant  a;ss3>  07  =  — i,  tout  se 
réduit  à  poser  a  =  —  5,  6  =  3,  p  =  5,  ;= — 1  dans  les  valeurs 
ci-dessus  de  A ,  B;  et  il  vient 

A  —  -  B==-2 

— -3-f'afl/               5         /      '5     . 
donc  — = — ' — r~i=  77 5T  + 


■3— aa?+ar»      ^{x—'5)^^(x+i)' 

identité  dont  il  serait  facile  dé  vérifier  reîactîtùde. 

Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  marche  qui  vient  d'être  suivie , 
on  voit  qu'elle  peut  s'étendre  au  cas  où  le  dénominateur  de  là  frac- 
tion rationnelle  serait  d'un  degré  quelconque. 

Après  avoir  résda  Téquaiiou  q^e  l'on  forme  en  égalant  à  o  le  dé* 
nominateur^  on  pose 

'  a'  +  e^x  +  '^'x^  +  ..,+x'^'^x  —  p'^x^'^x  —  r'^*  '  *' 

on  chasse  les  dénominateurs^  puis  on  transposé' tous  les  tenues  dans 
un  même  membre^  on  ordonnant  par  rapport  à  x.  Égalant  à  o  cha- 
cun des  coefficients  des  .diverses  puissances  cte  ^>  9P  obtient  ainsi 
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autant  d'équâtîons ,  toutes  du  premîel*  degré ,  qu'îl  y  à  de  quantités 
A ,  B,  G, . . .  à  détérjhiner;  d'où  Von  déduit  alors  les  valeurs  de  ces 
quantités.  ^ 

.Mais  cette  liiéthbde)  très-simjple  pour  le  cas  où  le  dàiominateur 
de  la  fraction  proposée  est  du  deuxiènoe  degré  seulemeut,  entraîne 
dans  des  calculs  assez  compliqués  lorsque  te  degré  est  un  peu  consi- 
dérable. Toutefois,  les  équations  qui  doivent  servir  à  déterminer  A, 
Bi  G,  »  . .  sont  toutes  du  premier  degi*é. 

La  m^hode  qui  va  suivre  est  ptes  élégapte  ;  e^  fellè  a  surtout  W^ 
vantage  de  donner  les  valeurs  de  A^  B>  C^. . .  elmcune  séparément. 

fix) 
381.  Désignons)  pour  i*réger,  pat*^^  te  ffabtlbû  à  décompo- 
ser, et  établissons ,  comme  précédemment , 

F[x)      X'-^p      X — q      X  —  r 

* 

Si  Ton  chasse  les  dénominateurs^  il  vient  . 

/•(»:= A  (x^)  [x—r)  ...4-B(a:-r-_p)  (as— r).^...4-C(«— /))  (x-;*)^.»; 

et  comme  cette  équation  doit  exister^  quel  que  «oitir,  on  peut  y  fedre 
alternativement  x  =  ))>  ^  ±âf  g/  â:?  t=  r .. .  ;  ce  qm. donne  inimâdiate- 

ment     A  = '-^ ,      B= ■   f^V"\  ■••:•■ 

^[r  —  p)[r  —  q)..: 

Dans  le  cas  particulier  traité  par  la  première  méthode ,  on  trouve 
sur-le-champ 

p—i    p^Q  q—P-       P—i 

•^2.  Cas  exceptionnel.  —  La  seconde  méthode,  ainsi  que  la  pire*- 
mière,  peut  toujours  être  employée  tant  que  lés  racines  de  ^(x)  ==  o 
feofit  înegàtes  f réelles  où  imaginaires)  j  ui^is  T^ne  et,r£iutre  sçjDt.eia 
dèfadt  toiiiés  léè  fois  que  P{x)  =  o  renfermé  des  racines  égales.  Éjn 
effet,  si  Ton  suppose,  par  exemple ,  /?  ==  g,  les  valeurs  de  À,  B  se  ré- 

duisentâA  =  /H,    18  =  ®     . 

'00 

Le  cas  des  racines  égales  exige  donc  que  Ton  ail  MH^oiM'  fi  un 
auUte  mode  de  décomposition. 

Soitd'dK)rd  t{x)r=z{x—fr'y  [  -         ^ 

il  est  èien  évident  qu'alors  on  ne  saurait  peser 

7(i)_    A     X   ^^     a.^    G 
•  •  F(ar)      w-^'p  '  x—p      a?'—/?         . 
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puisque  le  dénominateur  du  second  membre  ne  peut  être  que  x — p^ 
tandis  que  celui  du  premier  membre  est  {x — p)"*  ;  mais  si  Ton  établit 

/W^       ABC  L 

F(x)       (x—  p)*  "*"  <ar— p)-*  "*"  (x— p)-^*  "T"  •  •  •  "T  ^ _p. 

cette  égalité  n'oflfre  rien  que  d'admissible. 
En  chassant  les  dénominateurs ,  on  obtient 

/'(x)  =  A  +  B(x-p)  +  C(af-p)«  +  ..-+L(^-;')^^*;       (0 
d'où ,  en  faisant  x  =:p,  A  =/*(p)  9  • 

ou  bien ,  A  =  a  -}-  6p  +  yp*  + . . .  4-^p*- 

Passons  à  la  détermination  de  B.  Pour  cela^  il  est  nécessaire  de 
remplacer  f(x)  et  A  par  leurs  valeurs  dans  Tequation  (i>,  puis  de 
transposer  celle  de  A  dans  le  premier  membre  ;  il  vient  ainsi 

..  6(x-p)  +  y(^' -p)'+ ...  =.B(x-p)  +  C(x-p)«+ . . .  , 

ou>  supprimant  le  facteur  x — p  dans  les  deux  membres, 

6  +  ^(x  +  p)  +  S(x«  +  px+;>«)  +  ...  =  B-f  G(x-p)  +  ...    (2) 

Faisons  /dans  cette  égalité,  ^  =  P>  U  ^^  résulte 

6  +  aYP  +  38p*  +  ...  =  B. 

Pour  déterminer  C ,  il  suffit  de  retrancher  cette  dernière  égalité  de 
régaUté(a),etilvient 

y(«—;?)+ *(^*— />')+«;>>— ;>)  + ... =c(x— ?)+ .... 

ou ,  supprimant  le  facteur  x — p , 

Y  +  M«+p)  +  Sp  +  ...  =  C  +  D(a?— p)  +  ..., 
égalité  qui  ^  par  l'hypothèse^ = p ,  se  réduit  à 

Y  +  38p+...  =  C. 

En  continuant  ainsi,  on  parviendrait  ^  déterminer  D,  E^ . . .  jus- 
qu'à L  inclusivement. 

383.  €k)nsidérons  actuellement  le  cas  général  où  le  dénominateur 
renferme  plusieurs  espèces  de  racines  égales  et  plusieurs  radnes 
simples^  en  sorte  que  Ton  ait 

-     F(x)  =  (x— p)(a;— y)...(a?  — p')"»'{x— g')'*'-..> 
f{x)  étant  toujours  de  la  forme  a  4-&f  +  •  •  •  +  ^« 

Posons  alors 

Y[x)  —  a?— p  "^x— y  "^•••"^  [x—pY  "^  (ar— />'r'-*  "^'*'  "^  x— p' 

A'<  B"  L*' 

^"  71 VÎï?  H"  7::: y,'\n'-l  +-  •  •  + 


+  •. .'.  .  • 
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d'où  ^  en  chassant  les  dénoniinatéurs\  V 

f{x)  =  A  [x—q) .  ; .  [x—p)'"{x—q'Y. . . 
'    +B(x—p)...(x— /)')*'(«— g')-'... 

-\-A'{x — p)[x — q). ..  (x-^^)"'..  . 

+  V(x—p){x  —  q)...{x^q')'"{x—p')... 

+ 

'-\-A."{x—p){x—q)...{x—p')'"... 

+  B"(x—p)  (x—q) . . .  (ar— p')«'  {x  —  q'). . . 

+..:••  •.•... 


*.     • 


Cela  posé,  on  déterminera  d'abord  A^B ,  C, . . .  comme  au  n®  381, 
en  faisant  successivement  dans  cette  dernière  égalisé, 

ce  qui  donnera 

~  {9-P)-  "  iq-pT  (q-^r-  •""' 


f 


après  quoi^  p<$ur  obtenir  A',  B' , . . .  ^  puis  A'' ,  B'%  • .  • ,  on  pourra 
opérer  comme  au  n"  382. 

384.  Sjcolie  générale. — La  décomposition  des  fractions  rationnelles 
en  fractions  simples  suppose  ^  comme  l'on  voit^  que  Ton  saphe  ré- 
soudre cQmplétement  toute  équation  d'un  degré  donné.  Aussi  cette 
question  n'est  d'une  facile  application  que  lorsque  les  racines  de 
l'équation  F(a?)  =  o  sont  commensurables;  car'on  sait  que  les  ra- 
cines incommensurables^  aussi  bien  que  les  racines  imaginaires  {*), 
peuvent  rarement  être  obtenues  sous  leur  véritable  forme.  Elle  nous 
sera  d'ailfeurs  utile  dans  le  dixième  et  dernier  chapitre.  Mais  c'est 
surtout  dans  l'utie  des  parties  de  l'Analyse  infinitésimale  {le  Calcul  in- 
tégral)  qu'elle  trouve  sa  véritable  application.  ^ 

'»"'»■  ■■_■■ ■  I.  I  — — —  !■!  11111        I      III  II  I  I  1^»^.— 

n  La  recherche  des  racines  imaginaires  fera  l'objet  du  .premier  paragraphe  da 
neuYiôme  chapitre. 
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NOTE 

SUR  LES  POLTNOPS  RATIONNELS  ET  £!ITIERS. 


nXMlttX  PARTIE.  , 

Démonstration  du  théorème  énoncé  au  n*  950  (!). 

Tout  polffnôme  premier  P  (ratloimel  et  entier]  qui  \dhite  eseoctemont  U  produit 
A  X  B  de  dtust  autre»  polffnàmes  raHotmeU  et  ontiert,  dioise  néeessairetment  fun 
de  ces  polynômes. 

Ce  théorème  général  repose  sctr  plùsieDrs  autres  propositions  qui  n'en  sont  que 
^  cas  particuliers,  et  que  nous  allons  démontrer  successivement. 

1.  Premier  cas.  -*  Soient  P  \in  nombre  premier,  A  up  nombre  entier  qaelcon- 
qne,  B  un  polynôme  rationnel  et  entier,  mais  dépendant  d'une  seule  lettre  a, 
c'est-à-dire  tel  que  Ton  ait 

(a,  b,  c, ...»  Sf  t' étant  des  nombres  entiers  quelconques  positifs  oo  négatifs]. 
Gomme  le  produit  A  X  B  devient  alors 

Aa .  a«  +  A  &  .  a*-l  +  Ac .  «*-'  -f  . ..  +  A* .  a  -f-  A  ^  ' 

et  que  P  divise,  par  hypothèse,  ce  produit,  il  s'ensnit  nécessairement  (n*  30) que 
P  doit  diviser  cbacnn  des  coemcients  Àa,  Âb,  Ac, . . . ,  A«,  At  ;  donc  il  fant  {i4rtfk., 
ap*  édit.,  n"  129)  que  P  divise  A,  ou  qu'il  divise  chacun  des  nombres  a,  b,  c,. .., 
ff ,  f,  et,  par  conséquent,  B. 

D*où  Ton  peut  conclure  que 

fout  nomhre  premier  P,  qui  divise  exactement  le  produit  A  X  B  de  detu^  quan- 
tités dont  Vune  A  est  un  nombre  entier  quelconque,  et  Vautre  B  tin  polynôme  ra- 
tionnel et  entier  dépendant  d*une  seule  lettre  a,  doit  diviser  A  ou  B. 

2.  Deuxième  cas.  —  Soient  P  an  nombre  premier,  A  et  B  deux  polynômes 
rationnels  et  entiers  dépendant  de  la  seule  lettre  a,  c'est-à-dire  tels  que  l'on  ait 

A  =  att*  4- 1»**"^    4- ca»-» -j- .....  + 5a  +  ^» 

B  =  a'an' +  b'flt»'-! +  ..........:.. +«'a  + <'» 

(a,  b,  c, .  .\ ,  *,  t,  a',  b',  c', . . . ,  *',  f,  étant  des  nombres  entiers). 
^  Désignons  par  A'  l'ensemble  des  termes  de  A,  dont  les  eoèfflcients  renferment 
le  facteur  P,  >et  par  A"  l'ensemble  des  termes  dont  les  coefficients  tfe  sont  pas  dl- 
*  visibles  par  P;  il  en  résuite 

A  =  A'  +  A".  ^  {!) 

Soient  de  même  B'  et  B"  les  deux  parties  de  B,  dont  l'une  a  tous  ses  coefficients 
divisibles,  et  l'antre  ses  coefficients  non  divisibles  par  P;  on  a  aussi 

'       B  =  B'  4-  B".  (a) 

Multipliant  Fnne  par  l'autre  les  égalités  (i)  et  (2),  on  obtient 

AB  =  A'B'4-A"B'  +  A'B"  +  A"B".  .        (3) 

Cela  posé,  puisque ,  par  hypothèse,  P  divise  chacun  des  coeÉcieçts  de  A'  et  de 
B',  ils'ensuit  que  P  divise  les  trois  premières  parties  du  second  membre  de  l'éga- 

■ 

(*)  Cette  fdémoDstratioii  est  due  à  M.  Lefibure  de  Fmrey^  examinateur  d'admission  à  TEcole 
Polytechniqae. 
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lité  (3);  donc,  pour  (pe  P  divise  le  produit  AB,  U  faut  nécevairement  qq'U  diviip 
la  quatrième  partie  A" 6".,  Or  Je  dis  que  cette  dernière  division  est  impossible  ; 
car  désignons  par  koT^  k'ar',  les  deux  termes  de  A"  et  de  B'\  Htffectés  du  plus  haut 
exposant  de  a;  comme  leur  produit  kk'.ar-i-r'  ne  peut  se  réduire  airec  les  antres 
]produits  partiels  qui  entrent  dans  X"B'%  U  faut  nécessairement  (n°  30),  pour 
que  P  divise  A'^B",  qu'il  divise  kk';  ce  qui  est  absurde,  puisque  le  nombre  pre- 
mier P  ne  divise  ni  k  ni  k\ 

Le  seul  moyen  de  faire  cesser  Vabsurdité  est  de  supposer  A"  ou  B"  égal  à  e  ;  et 
alory  tqus  les  termes  de  A  ou  de  B  étant  divisibles  par.P,  U  s'ensuit  que  A  oa  B 
doit  être  divisible  par  P>  pour  que  A  X  B  soit  lui-même  divisible  pav  P*  — 
Etono 

Tout  nombre  premier  Pi  qui  divise  exactement  le  produit  A  X  B  <i«  dmor  po- 
lynômes  rationnels  et  entiers,  fonctions  d'une  seule  lettre ,  doit  diviser  tous  les 
coefficients  de  Vun  de  ces  polynômes,  et,  par  eonséiiuentt  ce  polynôme. 

3.  t)ioisiÈME  C4^.  —  Solept  A  up  nombre  entier  quelconque ,' B  un  polynôme 
rV^tioupelet  entier,  dépendant  de  la  seul^  lettre  a,p un  polynôme  premier,  de  même 
nature  qu^  g.  ,  . 

Puisque»  par  hypothèse,  le  produit  AXB  est  divisil))e  p^|^  P>  on  f^  V^^U^ 

AXB  =  PXQ  (I) 

(Q  étant  une  quantité  entière ,  numérique  m  algébrique]?     * 
Décomposons  le  nombre  A  d2|ns  ses  facteurs  premiers,  et  soit 

(plnsieors  de  ees  faetenrs  pouvant  être  égaux)  ;  légalité  (i)  davient  . 

frrv.r"^B=pxp;  w 

d'i)ù,  divisant  les  deux  membres  par  f, 

rr...r(n).B=:?^. 

Or  le  premier  membre  de  celle-ci  étant  une  quantité  rationnelle  et  entière,  il  doit 
en  être  de  même  du  second  membre;  mais f  est  un  nombre  premier  qui  ne  peut 
diviser  P,  puisque  P  est  premier  :  donc,  en  vertu  du  second  cas,  f  doit  diviser  Q, 
et  Ton  a  Q  =f  X  Q'(Q'  étant  une  quantité  entière)  ;  d'îoù,  substituant  dans  l'éga- 
lité (a),  et  divisant  par  f,  ' 

f  r-.-P'-B=PXQ'.  .      (3) 

BaUonnant  sur  cette  égalité  comme  sur  l'égalité  (a)»  on  reconnaîtra  4e  même  que 
Q'  =^'  X  Q''  (Q"  étant  une  quantité  entière)  ;  d'où,  substituant  dans  (3)  et  divi- 
sant, par  f,  rr-.-P^-^  =  PXQ";  (4) 

et  %insi  de  snite«  Donc,  après  avoir  supprimé  successivement  tous  les  facteurs  f, 
r»  f"i  •  •  •  >  f  ^"^  ^^  parviendra  enfin  à  une  égalité  dç  la  forme 

B=PXQ(''+^ 

Q(«4-i)  étant  une  quantité  entière,  numérique  on  algébrique;  ce  qui  démontre 
que  B  est  divisible  par  P.  —  Ainsi , 

Tout  polynôme  premier  (rationnel  et  entier)  dépendant  d^une  seule  lettre  a, 
qui  divise  exactement  le  produit  d'un  nombre  entier  quelconque  A,  par  un  poly^ 
nôme  rationnel  et  entier  B,  dépendaht  de  la  même  lettre  a,  dot(  diviser  Xe  dernier 
polynôme. 

4.  QoATOjÈMç  CAS.  —  Soient  A,  Bdeux  polynôr^çs  rationnels  et  entiers,  dépen- 
dant d'une  seule  lettre  «,  et  P  un  polynôme  premier  de  même  nature. 

Supposons  que  A  ne  soit  pas  divisible  par  P,  et  adinettons  d'ailleurs  que  A  soit 
de  degré  pins  élevé  que  P;  divisons  alor^  ^  par  P,  en  poussant  la  division  Jusqu'à 
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ce  qu'on  parvienne  à  on  reste  de  degré  moindre  que  P.  Hais  afin  d'obtenir  an  quo- 
tient des  coefficients  entiers,  multiplions  d'abord  A  par  un  nombre  convenable  m 
(ce  nombre  a  généralement  pour  valeur  le  multiple  le  plus  simple  des  dénomi- 
nateurs des  coefficients  fractionnaires  auxquels  on  serait  conduit  si  l'on  n'effectuait 
pas  cette  préparation).  Désignons  enfin  par  Q  le  quotient  de  la  division,  et  par  R  le 

reste  ;  nous  aurons  l'égalité      m .  A  =  P  X  Q  4-  R.  (0 

(R  doit  être  supposé  différent  de  o,  car  autrement  il  -s'ensulvrait-que.  P  diTise- 
'rait  m.  A  et  m  conséquent  A,  en  vertu  du  troisième  cas,  oe  qui  serait  contre  la 
supposition  cUdessus.) 

Cela  posé,  multiplions  par  B,  et  divisons  par  P  les  deux  membres  de  régalité(i); 
il  Tient 

Or,  P  devant,  par  hypothèse ,  diviser  A  X  B,  et  par  conséquent  m .  A  X  B,  il  fant 
nécessairement  que  P  divise  anssi  B  X  R  ;  et  si  R  est  un  nombre  entier  quel- 
conque, la  proposition  est  démontrée,  puisque  P,  divisant  B  X  R,  doit  diviser  B, 
en  verta  dn^  troisième  cas. 

Mais  supposons  que  R  soit  lui-même  dépendant  de  a,  et  divisons  P  par  R,  après 
avoir  tontefois  introduit  dans  P  un  faetenr  numérique  m' propre  à  donner  au  quo- 
tient des  coefficients  entiers  ;  il  vient  encore 

m'.P=RxQ'+R'. 

(R'  doit  être  différent  de  o;  car  si  l'on  avait  R'  =  o ,  il  s'ensuivrait  que  R  diviserait 
«l'.P,  et,  par  eraséqnent ,  que  tous  les  facteurs  premiers  algébriques  de  R,  divise- 
raient P,  ce  qui  est  impossible  puisque  P  est  premier.] 

Multiplions  par  B  et  divisons  par  P  les  deux  menibres  de  l'égalité  (2);  il 
Tient 

«.'  R      BXRXQ^  ,  BKK 
m  .B  = p +  — p— . 

égalité  qui  prouve  que  la  divisibilité  de  BX  R  par  P  entraîne  celle  de  B  XR'  par  P. 
Si  R'  est  indépendant  de  a,  la  proposition  est  démontrée,  puisque  P,  divisant  BXR'* 
doit  diviser  B,  d'après  le  troisième  cas. 

.  Mais  supposons  R'  dépendant  de  ,9,  et  continuons  de  diviser  P  par  R',  par 
,  R",...,  et  ainsi  de  suite-,  nous  parviendrons: bientôt  à  un  reste  RC**)  indépendant 
de  a,  et  tel  que  fiXR(")  sera  divisible  par  P.  Donc,  enfin,  6  lui-même  est  divi- 
sible par  P. 

(Dans  le  cas  où  l'on  aurait  P  de  degré  plus  élevé  que  A,  on  diviserait  P  par  A, 
pois  P  par  R,  R^  R",  et  les  raisonnements  seraient  absolument  les  mêmes.) 

Ainsi,  '"*  Lorsqu*un-polynôme  premier  P  (rationnel  et  entier],  dépendant  d^une 
seule  lettre  a,  divise  exactement  le  produit  À  X  B  4«  deux  polynômes  rationnels 
et  entiers  qui  ne  dépendent  que  de  ia'mém^  lettre  a,  on  peut  en  conclure  que  ? 
divise  exactement  A  ou  B. 

5.  11  est  maintenant  bien  facile  de  généraliser  la  proposition  ;  car,  en  supposant 
que  les  trois  polynômes  A,  B,  P  puissent  renfermer  les  deux  lettres  a,  6,  on  aura 
quatre  npuveaux  cas  i  considérer,  savoir  : 

i"*...  P  un  nombre  premier,  on  un  polyndme  premier  dépendant  de  la  seule 
lettre  a  ;  A  un  nombre  entier  quelconque  ou  un  polynôme  rationnel  et  entier  dé- 
pendant àe  la  seule  lettre  a;.B  un  polynôme  rationnel  et  entier  renfermant  les 
deux  lettres  a,  6  ; 

a»...P  un  nombre  premier  ou  un  polynôme  premier  dépendant  d'une  seule 
lettre  a;  A,  B  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  renfermant  les  deux  lettres  a,  6; 

3»...  A  un  nombre  entier  quelconque  ou  un  polynôme  rationnel  et  entier  dépen- 
dant d\ine  seule  lettre  a  ;  B ,  P  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  renfermant 
les  deux  lettres  a,  6,  mais  P  un  polynôme  premier; 
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4*...Ei)fln»  A,  B,  P  trois  polynômes  renfermant  les  deux  lettres  a,  6,  maisP 
un  polynôme  pxemier. 

Si  Ton  applique  à  chacune  de  ces  hypothèses  des  raisonnement  analogues  à 
ceux  qui  ont  été  établis  aux  no>  t ,  2 ,  S,  4,  on  parviendra  à  cette  nouvelle  propo- 
sition, que  .         ^      ^ 

lwL%  polynôme  premier  P  (rationnel  et  entier)  dépendant  de  deuap  lettres  ot,  6 , 
qui  divise  le  produit  Â  X  B  de  deux  polynômes  renfermant  les  deux  mêmes  lettres, 
divise  nécessairement  Vun  des  polynômes* 

La  proposition  étant  reconnue  vraie  pour  le  cas  de  deux  lettre^,  on  peut  ensuite 
l'étendre  au  cas  de  trois,  quatre,  lettres,  etc.;  donc  eUe est  vraie  généralement. 

6.  On  en  déduit  immédiatement  : 

i**.  Que  Tout  polynôme  premier  B  qui  divisera  A*,  doit  diviser  A,  puisque  Von  a 
A'  =  Ax  A.  »—  De  même,  P  ne  peut  diviser  A',  A*,...,  A*»»,  «oiw  diviser  Aj 

a«.  Que  Si  d^jtx polynômes  rationnels  et  entiers  A  etB  sont  premiers  entre  eux, 
il  en  est  de  même  de  leurs  puissances  A"*  et  B^, 

Car  tout  facteur  premier  commun  à  A*»  et  B*»  devrait  aussi  diviser  A  et  B,  ee 
qui  serait  contre  Thypothèse. 

3°,  Que  Tout  polynôme  rationnel  et  entier  ne  peut  être  décomposé  en  fojeteun 
premiers  (rationnels  et  entiers)  que  d'une  seule  manière;  proposition  analogue  à  * 
celle  qui  a  été  établie  [Arithmétique,  29*  édition,  n*"  132)  pour  un  nombre  entier. 

7*  En  réfléchissant  sur  la  proposition  principale  et  sur  toutes  celles  qui  consti- 
tuent la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  polynômes  rationnels 
et  entiers,  on  peut  remarquer  qu'elles  neNSupposent  que  îes  quatre  premières 
opérations  de  l'Algèbre.  Ainsi ,  nous  aurions  pu ,  à  la  rigueur,  placer  cette  théprie 
tout  entière  dans  le  premier  chapitre ,  ce  qui  eût  semblé  plus  naturel  ;  mais  les 
raisonnements  étant  d'une  nature  un  peu  abstraite  pour  les  commençants,  il 
non>  a  paru  préférable  de  la  renvoyer  au  chapitre  où  l'on  en  fait  un  plus  fré* 
queot  Usage.  - 

SECONDE  PARTIE. 

Sur  la  décomposition  â^un  polynôme  rationnel  et  entier  en  ses  facteursjpremiert, 

Glairaul  est  le  premier^ auteur  qui,  dans  ses  Éléments  d* Algèbre,  hii  traité 
cette  question.  Sa  méthode,  peu  commode  dans  la  pratique,  manquant  d'ailleurs 
de  généralité ,  nous  allons  cq  exposer  une  autre  qui ,  outre  l'avantage  de  pouvoir 
s'appliquer  à  tonte  espèce  de  polynômes  rationnels  et  entiers,  présente  encore 
celui  de  se  lier  immédiatement  à  la  métfiode^es  racines  commensurables  des 
équations  numéi^iques« 

Nous  démontrerons  avant  tout  un  nouveau  principe  sur  lequel  nous  aurons 
à  nous  appuyer. 

8.  Ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n®  237,  toutes  les  fois  qu'une  fonction  entière  dejp 
peut  être  rendue  nulle  par  une  valeur  quelconque  ^=d,  le 'binôme  (x—a)  est 
un  diviseur  relatif  du  polynôme  proposé.  ' 

Soit  maintenant  X  un  polynôme  rationnel  et  entier  de  la  forme 

,     Aaf» 4- Baf»»-i -H Cas»-* -I- -f-Maj-f-N, 

A,  B,  G,...,  M)  N  étant  des  quantités  entières,  numériques  ou  algébriques. 
Admettons  qu'une  valeur  rationnelle,  mais  fractionnaire,  x  =  ':  (qu'on  peut 

toujours  supposer  irréductible),  jouisse  de  la  propriété  de  rendre  nul  le  poly- 
nôme X  :  Je  dis  que  ce  polynôme  est  aussi  eixactement  divisible  par  {€x  —  a) ,  le 
mot  divisible  éisiïki  pris  ici  dans  le  sens  de  la  division  algébrique  ordinaire 
.  (n''230). 
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Eo  eilpi,  il  vétulte  d'abord  df  «9  npl  a  é|^  dit  au  ««  238,  qua4e  QUffU^iii  de 

la  diTision  de  X  par  (  ^  —  ^  j  ^st  exaet  et  égal  à 

en  sorte  que,  si  l'on  appelle  Q  |se  quotient,  oq  a  ' 

Q  étant  nh  polynôme  de  forme  fractionnaire  |  mais  dont  tous  les  dénominateurs 
sont  facteurs  de  6«-t.- 

Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres.de  Tégalité  (1)  par  6«;  tt  Tient 
X,  6»»  =  (éir— tf).Q.6»»— <;  et  il  est  évident  que  Q.é»»-»  peut  être  considéré 

x.e»» 

emaie  un^polyDôme  rationnel  et  entier,  ainsi  que  sa  yaleur  7 •  Mais  &v— « 

est  un  pplynôme  pi^emier  qui  ne  peut  4ivi8er  le  facteur  6*»,  puisque  ce  facteur  est 
indépendant  de  x;  donc  [note,  n"  3}  X  lui-mémë  est  divisible  par  60;— a;  et 

l'on  a  X==(6»-ux}Q',  W   * 

Qi  étant  UH  pûlpiAme  nitionnel  et  entier.  C.  Q.  F.  D. 

-  0 

if.  B,,  —  Pftnfme  régi|Uté  (1  )  f j^yleqt  à  X  ==:  (  6x  --  a)  ^ ,  on  pbtioAt ,  en  la  coiii- 

parant  avec  l'égalité  (2) , 

J=Q',       d'où       Q.=  Q'.6, 

ce  qui  démontre  que  le  quotient  jQ ,  supposé  de  forme  fractionnaire,  se  rédoit  lui- 
jnéf^ç  |[  un  polynôme  entier,  et  tel  qpe  6  e&(  facteur  cpipioun  4  tqqs  ses  ooeflh 
cients.  * 

C'est  sur  ce  principe  que  s'appuie  la  âéferqfijnfiUpn  des  facteurs  da  premier 
'degré  de  la  forme  (truE-f  nV pour  les  équations  nunîériques.  {Voyez  les  exercices 
àofthé^Và^a.)  f     -  ^   ^ 

9.  Passons  actuellement  à  la  redierche  des  facteurs  premiers  d'un  polynôme 
liatiomiel  et  entier. 
Considérons ,  en  premier  lieu ,  un  polynôme  de  la  forme  ' 

am  +  Pam-i 4.  Qam-j  ^ ^.Xii  +  U,  (1) 

P ,  Q  > . . . .  T ,  U  désignant  des  quantités  algébriqued  entières. 

'  ifést  facfle  àe' démontrer,  comme  on  Ta  lai|  au  p"  318,  qu'aucune  exptession 

iot 

rationneile  fractionnaire  -z  (qu'on  peut  toujours  supposer  trr^diMft'Me),  substt- 

>         5     t 

tuée  à  la  place  de  a,  ne  peut  rendre  nul  le  polynôme  proposé. 
Supposons,  en  effet,  qu'on  puisse  avoir  .     '' 

Si  l'on  multiplie  par  6«^i ,  et  qu'op  transpose  tous  les  termes ,  à  l'exception  du 
premier,  if  vient  ,  >.  r  ,  .       .    ^ • 

fgtn 


^^Wly^P^"l|^*l     ^TW^^^^^^I> 


m 


égaUM  ^f  itoamiit  abuiitte  ;  ear  le  aecond  mambre  est  un  polin^^  nUoanel  ^ 

enliçr,  tandis  que  le  premier  est  essentiellement  fractionnaire  {note^  n**  0}« 
Soit,  Qu  second  Ueu,  un  polynôme  rationnel  et  entier,  tel  que 

Aa"»+Ba<»-i  + +  Ma+N. 

Égalons  ce  polynôme  à  o ,  et  posons  (n<»  265)  •=  -r-  ;  on  trouve  ^  apr^  la  dispa- 
rttion  dçf^  dénominateurs , 

o'«-fB.a»«-i  +  C.A.a'"»-«  +  D.A».a'«»-»+ +  N.A»-*=o, 

équation  dont  le  premier  membre  est  de  même  forme  que  le  polynômQ  (Or  et 
qui ,  si  ellç  adi;pet  dçs  valeurs  rationnelles  iipur  a' ,  ne  peut  en  admettre  que 
d'entières. 

Désignons  par  p^pS }>",•..  les  différentes  racines  entières  dé  cette  équation; 
les  racines  correspondantes  de  Péquation 

Aaw4-Bû«**-*  + 4-a  +  W;=:Q 

seront  tvt*»  Vi Or,  parmi  eelles-ci,  les  umi  penvetil  itre  en|ltes  «1 

représentées  par  a ,  a', . , . ,  les  antres  ftactlonnaires  et  exprimées  par  -,  -j', . . . . . 

( 6  et  Y>  €' et  y' »  •  •  •  ^'l'Vt  premiers  enUfe  eusey, 

Par  conséquent ,  les  diviseurs  xationnels  et  entiers  du  premier  degré  par  rap- 
port à  a,  du  polynôme  proposé,  seront 


a  — a,    a— ot' 


î  •  •  ;  > 


et     T«— «,    /<?—«', 


•  •  •  •  • 


Par  ce  moyen,  la  reclierclig  deg  divisepr»  entiers  dq  pr§m{gr  degr^,  par  rap- 
port à  l'une  des  lettres  qui  entrent  ^ans  pri  polynôme  donné,  se  trouve  ramenée 
à  la  recherche  des  facteurs  *ïe  la  forme  à  — K',  K  étant  une  quantité  entière, 
positive  ou  négative,  numérique  on  algébrique.  Et  pour' obtenir  ces  factenrs,  il 
suffit  de  savoir  résoudre  en  quantités  entières  une  équation  de  la  termQ 

am -L  P(,m-i  4- Qa»»»-t  + +^a-hU  =  o, 

P ,  Q , . . . ,  T ,  U  étant  des  quantités  algébriques  entières. 

La  méthode  établie  précédemment  (n»  330)  pour  résoudre  en  nombres  entiers 
une  équation  numérique  de  même  forme,  est  applicable  en  tous  ,poiiit9  à  \é 
question  dont  qpus  nous  occupons  ici.  n  suffit  donc  de  se  reporter  à  ce  numéro 
pour  se  former  une  idée  de  la  marche  qu'il  faut  suivre  à  l'égard  d'un  polynôn^Q 
rationnel  et  entier,  quelque  compliqué  qn'il  soit.  Nous  nous  bornerons  à  quelques 
remarques^énérales. 

10.  Première  remarque,  t-  ^application  de  la  naéthode  supposant  que  le  der- 
nier terme  dii  polynôme  ordonné  est  décomposé  en  ses  facteurs  premiers,  Il 
isemble,  au  premier  abord,  que  nous  fassions  une  pétition  de  principe;  mais 
observons:  i"  que  ce  dernier  terme  est  plus  simple  que  le  polynôme  '  proposé  ; 
à<^  que ,  dans  tous  les  cas ,  il  renferme  une  lettré  de  moins  que  ce  polynôme. 

Ainsi  d'abord^,  quand  le  polynôme  ne*  renferme  qu'une  seule  lettre ,  le  dernier 
terme  est  numérique  ;  or  on  sait  déjà  trouver  tous  les  diviseurs  d'un  nombre. 

Si  le  polynôme  renferme  deux  lettres,  et  qu'on  l'ordonne  par  rapport  ^  rq.qff 
d'elles,  le  dernier  terme  n'est  plus  fonction  que  4'une  seule  lettre;  et  l'on  est 
censé  ^voir  déterminer  tous  les  diviseurs  enti^s  d'un  polynôme  4'tfne  seule  lettrq. 

Si  le  polynôme  renferme  trois  lettres,  le  dernier  lertoe  n'en  renferme  que  deux; 
et  amsi  du  suite. 

11.  Seconde  remarque.  —  Lorsque,  dans  le  polynôme  proposé,  le  coefficient  de 
la  pins  haute  puissance  de  la.  lettre  prinetpiAtt  est  diligent  de  l'nnité,  comme  il 
faut  avpjr  recours  à  I9  tr^n^fomMlioïkAii  n»  2SA  pour  r«n4r^  ce  coefflçiei^t  «^( 
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ft  f ,  et  qo6 cette  opérallon  donne  lien,  en  génénil ,  ù  denonveaax  coefficiente  très- 
compliqués,  il  convient  d'appliquer  d'abord  la  méthode  an  polynôme  lui-même, 
de  la  manière  indiquée  au  n*  324.  Par  ce  moyen,  on  obtient  tous  les  fadears  pre- 
miers de  la  forme  (a  —  a),  après  quoi  Ton  divise  le  pol>'nàme  proposé  par  le  pro- 
duit de  tous  ces  facteurs-,  et  la  question  se  réduit  à  déterminer  tous  les  fadeurs, 
tels  que  {ya  -^  6),  du  polynôme-quotient. 

12.  TYoisième  remarque.  —  Dans  la  même  circonstance ,  il  convient  encore  de 
s'assurer  si  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  principale  n'au- 
raient pas  nn  commun  diviseur  (n"  247),  parce  que,  s'il  en  existait  un,  on  le 
supprimerait,  et  l'on  opérerait  ensuite  sur  le  polynôme  résultant  de  cette  sup- 
pression. 

Le  facteur  supprimé  pourrait  lui-même  être  nn  polynôme  décomposable  ;  et  ses 
facteurs  premier^  seraient  les  facteurs  indépendants  de  la  lettre  principale. 

13.  Quatrième  et.  dernière  remarque,  —  Toutes  les  fois  que  le  dernier  terme 
renferme  coùime  facteurs  des  monômes  littéraux ,  tels  que  6,  t<, . . . ,  c ,  c*, . . . ,  il 
est  plus  simple  de  substituer  immédiatement  ces  quantités  prises  avec  le  signe  H-, 
puis  avec  le  signe  — ,  dans  le  polynôme,  parce  que  le  résultat  de  cette  substitution 
est  nn  polynôme  tout  développé. 

Celles  de.  ces  quantités  qui  jouissent  de  la  propriété  de  rendre  nul  le  polynôme 
sont  reconnues  racines.  C'est  la-  même  règle  que  pour  +  i  et  —  i  par  rapport 
aux  équations  numériques. 

Les  exemples  suivants  éclairciront  ces  diflërentes  remarques. 

PREMIER  EXEHPLR. 

14.  aa*  +  a»ô  +  o*6«  +  oô»— 6*. 
Égalons  ce  polynôme  à  o ,  api^s  l'avoir  ordonné  ;  il  vient      • 

ao*  +  6a«  +  b«ci^-i-6»a  — **  =  o.  (i) 

Conformément  à  la  remarque  du  n*  tl ,  cherchons  d'abord  les  dlTîsears  tels 

que  a  —  o. 

Or  les  diviseurs  de  b^  étant  6,  ô*,  &*,  b^,  il  faudrait  essayer  ces  diYiseurs  tant 
avec  le  signe  +  qu'avec  le  signe  —,  et  pour  cela  ^  les  substituer  an  lien  de  a  dans 
l'équation  (i);  mais  comme  le  polynôme  proposé  est  homogèfte  {Algèbre,  nf  11),  il 
est  évident  que  b*,  substitué  à  la  place  de  a,  donnerait  pour  ^a^  un  ternie  de  plus 
haut  degré  que  tous  les  autres,  et  qui,  par  conséquent,  ne  pourrait  être  détruit 
Même  raisonnement  par  rapport  à  b*  et  b^  Ainsi,  l'on  ne  doit  essayer  que  les  di- 
viseurs -f  ft  et  —  b.  ^ 

Or  le  dernier  seul  donne,  par  sa  sub^itntion» 

a  fti  —  5  *  +  ï;*  _  l)i  —  b* = o  ; 

donc—  b  est  racine  de  l'équation,  et,  par  conséquent,  a^{-^h)  ou  (a  +  ^)  est 
diviseur  du  polynôme  proposé. 
Divisant  ce  polynôme  par  a  +  b^ei  égflant  le  quotient  à  o,  on  trouve 

2a*"^ba^+  2b^a  —  b»  =  o.  (a) 

e 

On  pourrait  actuellement  faire  disparaître  le  coefficient  de  os,  en  posant  a  =  -, 

puis  opérer  sur  l'équation  résultante  comme  sur  la  proposée;  mais  si  l'on  rap- 
proche le  premier  et  le  troisième  termes  de  l'équation  (a),  puis  le  deuxième  et  le 
quatrième,  on  reconnaît  qu'elle  revient  à 

20(0»  -f  *•)  —  &(a*  +  b«) = o ,    ou   (2tf  —  b)  (o^ -i-  b*)  =  o. 

Donc  t  enfin ,  le  polynôme  proposé  est  égal  à 

{a^b)(^a--b)[a^  +  l^)i 

ce  qui  donne  deux  facteurs  du  premier  degré  et  iin  faeteur  du  second  degré. 
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15.  Dans  eoi  exemple,  comme  dans  tous  ceux  où  le  pplynômo  est  homogène  et 
composé  de  detix  lettres  seulement ,  on  peut  ramener  la  résolution  de  l'équation 
à  celle  d'une  équation  numérique. 

Soit,  en  efifet,  i'équation  gé&érale 

Ao« -h  Bba«»-i  +  C6«  a»-^«  +  . . .  +  Mb«»-i  tf  4- N6» = o , 

A,  B,  G, . .. ,  M»  N  étant  deâ  nombres  entier»* 
d 

Si  Ton  pose- =ap,    d*où    a=b«',  Il  Tient 
0  • 

on  supprimant  pour  le  moment,  le  factenr  hf,  ^      ' 

AiB«  +  Ban»»- * -4- C«m-« -f- . . .  +  Map -f  N  =  o , 

équation  numérique  qu'il  ne  s'agit  plus  que  de  résoudre ^en  nombres  commensu- 
râbles.  Ces  valeurs,  étant  substituées  dans  la  relation  a=hx,  donneront  les  va- 
lenrs  correspondantes  de  a,  et,  par  suite,  les  diviseurs  de  la  forme  a— a,  ou 
Ta-6.    ' 
Ainsi,  soit  pQsé  dans  l'équation  (i]  du  no  14,    az=zhx^    ilvieht  ' 

'    bHa«*  +  flf*+«*  +  a;— i)  =  o.  .(3) 

Le  facteur  entre  parenthèses  étant  égalé  à  o  et  soumis  à  la  mélhode  des  racines 
commensurables ,  on  trouve  les  deux  facteurs  («4*  i),  (2c  ^  1),  et  par  suite,  le 
facteur  (x*  +  0»  d^où,  substituant  dans  l'équation  (3)  et  remplaçant  x  par  sa  va^ 
leufl^tirée  de  la  relation  asizi)x^ 

s  (a-fb)(aa-.b)(a^4-l»«)=:e/ 

BEOXIÈIIK  EXKHPI.E.  ;  . 

16.  0»— (&  +  c)o«-(M  — 36c)a«  +  (b»  — Me  — 6c«)  o  — l)«c  + b«c«=6. 

Le  dernier  terme ,  —  !>*c  -f  ^C,  revient  à  h*c{—  è  +  g]  ;  ce  qui  donne  pour  les 
diviseurs  simples, 

hf  c,   — b  -^c,   h  —  c,    —  c,  ,  —  b. 

On  ne  doit  d'aHleurs  essayer  que  ces  diviseurs,  puisque  le  polynôme  est  homo* 
gène;  car  6*  ou  6c, ^  par  exemple,  mis  à  la  place  .do  a  dans  TéquatioD,  doniierait  b^ 
on  b^e^,  quantité  d'un  degré  supérieur  à  toutes  les  autres,  et  qui ,  par  conséquent, 
ne  pourrait  pas  être  détruite. 

En  faisant  successivement  a=  b,  —  h  c,  —  c,  on  reconnaît  que  b  seul  vér^lo 
l'équation.  Ainsi  déjà  (a — b)  est  un  des  diviseurs'  cWchés.  • 

U  reste  maintenant  à  appliquer  la  méthode  du  n*  320  aux  deux  facteurs  -^b+e, 
-f-  &  —  c. 


—  b  +  c, 


+   b>c 

+   b»    —     bc* 

—  b»  —  be 
— ab*  +  »be 
+  2b 

^   b    -^     e 

—  I. 


+    b    -^c 


—   b^c 
+  h^-^2b*C'-be* 


Considérons  d'abord  le  facteur  (—  6  +  c).  Après  avoir  divisé  le  dernier  terme  par 
ce  facteur,  ce  qui  donne  +6*6  pout quotient,  on  ajoute  à  ce  quotient  iejcoefficient 
de  a*,  et  l'on  obtient  pour  somme ,  b^  —  èc*. 

Divisant  6*  —  de*  par  —  ô  +  c,  on  a  pour  nouveau  quotient,  —  6«  —  6c,  qui , 
ajouté  au  coeiBcienl  de  a^,  donne  pour  temme , 

«— A6*4*aifrc. 
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Diflsant  ^26*  +  â6c  par  —  b  f  c,  on  obtient  +  %h,  quotient  qui,  ^ioafé  aa 
ooefilcient  0*,  donne  pottr  somme, 

+  5  — c. 

Divisant  eo&n  +  b  — •  c  par  --  &  +  c,  on  trouve  pour  quotienl,  —  i.  Ôonc —h  4-c 
est  racine. 

£n  appliquant  la  méthode  au  second  diviseur  (b-^c)»  on  obtient  pour  la  pre- 
mière somme,  2^  — ab'c  —  hc^,  quantité  qui  n'est  pas  divisible  par  2»  —  e.  Ainù 
b  — «  c  doitxétre  rejeté. 

Il  résulte  de  là  que  les  seuls  diviseurs  entiers,  et  du  premier  degré,  du  poly- 
nôme proposé,  sont  (ii  ^  b)  et  (a  +  b  —  e).  tMvisant  ice  polynôme  par  le  produit 
(a  —  b)  (a  +  b  —  c)* ou  a*—  oc  —  b>  +  bc,  «n  •  pour  qnoliail)  a^—  ba 4*  be. 

Ainsi  le  polynôme  préposé  revient  à 

TROISliEIK  EXEIFLE. 

4^         (  2o*  +  (b+3c)û»-(7b»  — abc— c«)o«— Ml^'  +  ^^'O*      l        t,y 
!'•        \        +6b*-4b«c— ab«c>  =  o.      ,  I       y^ 

Le  dernier  terme  revient  à  abs(3b*— abc— <^  :  or  U  est  aisé  de  reconnaître 
que  rbypotlièse  b= e  rend  mil  le  faeteor  entre  parenthèses  ;  donc  ce  demter  terme 
est  divisible  par  ô  —  e ,  et  Ton  trouve    ^ 

6b*— 46»c  — ab«c«  =  a5»  ib  — cj  (3ô +  c). 

En  appliquant  la  méthode  à  chacun  des  diviseurs  simples 

b,  b— c,  3b  +  c,  — 3b  — c,  — b  +  c,— b, 
ou  ab,  a(b  — c),  a(3b+e)j-.-»P*  +  «),  — a(b-^c),— ab, 

on  reeonnait  que  (b  —  c)  seul  satisCait  à  toutes  les  conditions.  Ainsi  Von  a 

,  a  =  b  — c,  d*où  a-^b  +  e^^o. 

Divisant  le  polynôme  proposé  par  a—  b  +  c,  on  obtient  pour  quotient 

aa»  +  (3b  +  c)a^-4&*«  — 6b»  — ab*c.  (a) 

o' 
Poscms»  dans  se  nouveau  polyaéine^  «s:  -. ^ 

-    a 

U  vient  a'»  +  (3 b  +  e)  a'*  —  8 b^af  —  a4b<  i^9¥e.  (3) 

dr  le  dernier  terme  revient  à 

— 8b«(3b  +  c); 
ce  qui  donne  pour  les  diviseurs  simples ,  abstraction  faite  du  facteur  8 , 

b,    3b  +  c,    b»    -.3b  — c. 

L'application  de  la  mélfibde  aux  deux. diviseurs  3b  +  c,  —3b  — e,  lait  re- 
connaître que  —  (3b  +  0  tèi  racine  de  l'équation  (3),  et  par  conséquent  que 

(3b +  c) 
a  =  —  i i  est  racine  de  l'équaUon  (4).  Doie  (*«  -f  3* + c)  est  diviseur  du 

premier  membre  de  cette  équation  (n*"  8). 
En  effectuant  la  division ,'  qu  obtient  pour  quotient , 

«^  — ab*. 

Donc  enfin,  le  polynôme  proposé  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(a  —  b  +  «)  (aa  +  3b  +  c)  (a»— ab«). 

18.  Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  an  fait  de  la  recherche  deC^^^mrs  du 
premier  degré  d'nn  polynône  rationnel  et  entier.  Quant  anx  diviseurs  du  second 


degré  ou  de  degré  supérieur,  il  MUmt  /employer  une  méthode  analogue  I  celle 
qui  a  été  établie  au  n»  325.  - 

Au  reste,  il  arrive  souvent,  dans  les  applications  particulières,  que  quelques* 
unes  dès  lettres  qui  entrent  dans  les  polynômes  n'y  sont  élevées  qu'à  la  seconde 
puissance;  et,  dans  ce  cas^  la  détermination  des  feictèûrs  ne  dépend  qu'é  de  k 
résolution  d'une  équation  du  second  degré. 

Beprenons  l'exemple  traité  n°  16 ,  et  observotis  que  la  lettre  c  n'entre  qu'à  la 
ëecbnde  puissance  dans  le  pplynôime. 

En  l'ordonnant  par  rapport  à  cette  lettre ,  on  obtient 

(l)«  —  àb)c^^  (6»  +  ab*  —  3a«  b  +  a^  c  +  ab»  —  a*6«  —  a«6  +  a*  =  o; 

et  il  suffirait  de  résottdre  cette  équation  par  rapport  à  e ,  puis  d'effectuer  toutfeâ 
les  opérations  et  simplifications  auxquelles  on  serait  oMHluit;  mais,  avant  tout, 
il  convient  de  s'assurer  s'il  n'existerait  pas  un  diviseur  commun  à  tous  les  coef- 
ficients. 

^  Or  le  coefficient  h^  —  ah  revient  à  b(b  —  a),  et  il  est  aisé  de  reconnaître  que 
l'hypothèse  6  — a  =  o,  ou  6  =  0,  anéantit  les  deux  autres  coefficients;  donc 
(0  —  a)  est  diviseur  commun.  En  Itipprimant  ce  facteur  dans  le  polynôme ,  on 
trouve  pour  quotient, 

d'où  l'on  dédoit  Immédiatement 


î*y/! 


^^bt  +  aab>^o«       ^  /(b»  -f  2ah  —  o«)«      a^-^ab^ 


ab  V  4b«  ^       b      '  ^ 

ou,  réduisant  sous  le  radical  au  dénominateur  4^'»  développant  les  calculs,  et 
extrayant  la  racine  carrée , 

b«  +  aab-o«=t(b«-fo*) 


c  = 


ab 


ab^  *4~  2flb* 
Donc,  1°...'  c=        \ — =T>  +  a;    d'où    c  — b  =  a  =  o; 

ao 

a(i5—- aa*      àb  —  ù*  -, 

a».,.    c  = =s — r — ,    d'où    cb  — ob  +  a»=.«. 

ab  b  i 

Ainsi  f  les  diviseurs  du  polynôme  proposé  sont 

b  —  a,    c-^b^a,    cb^ab  +  a\ 
oa   ,  a^b,^a+b^c,    a^  —  àb  +  bCy 

comme  on  l'avait  déjà  reconnu  au  n*"  16. 

Le  troisième  exen^ple  (n*"  17)  peut  être  traité  de  la  même  manière  ;  car  la  lettre 
c  n'entre  également  dans  le  polynôme  qu'à  la  seconde  puissance.  On  serait  conduit 
à  supprimer  d'abord  lefacteur  (a^  —  a  6*],  commun  à  tous  les  coefficients. 

19.^  Nous  terminerons  par  un  exemple  assez  remarquable  qu'on  rencontre  dans 
la  Géométrie  analytique. 

Soit  Véquation   (y^  +'»«  —  cx)^  —  (a*  —  c) y*  —  a* {x  —  c)*  =  o. 

Gomme,  après  le  développement  du  premier  membre,  les  deux  lettres  a  et  c 
n'y  entrent  qu'à  la  seconde  puissance,  on  peut  ordonner  indifféremment  par  rap- 
port à  l'une  ou  à  l'autre. 

Ordonnons ,  par  exemple,  suivant  la  lettre  c;  il  vienf 

(y«  -t-a?»— o«)  c«  —  aa?(v«  +  x*--a^)c  +  î^*+  (a»«  —  o«)  y*  +  «*  —  f*a:*  =  o , 

équation  que  l'on  peut  résoudre  par- rapport  à  c.  Mais  vérifions  auparavant  si 
y^  +  a^  -^  cf*,  qui  est  facteur  commun  àax  deux  premiers  coefficients ,  ne  divise* 
fait  pbs  également  le  coefficient  de  c*.  Or,  en  essayant  la  division ,  on  trouve  pour 
quotient  exact»  y*  H: ^**  .  r     '  - 


r 
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Donc  réqaaUpn  peut  se  mettre  bous  la,  foraie 

(y*  H-  «'  —  a')  (c*  —  ac  op  +  y*  4- «•)  =  o  , 
ou  Wcn,  (y'  +  a?*— a*)  [y*  +  («  —  c)*]  =;  o  ; 

c'est-à  dire  que  le  premier  membre  est.décomposablc  dans  le  produit  de  deux  fao 
teurs  rationnels  du  second  degré,  que  l'on  doit  d'ailleurs  regarder  comme  des 
facteurs  premiers.  * 

Si  Ton  ordonnait  le  polynôme  par  rapport  à  la  lettre  a;,  on  ne  pourrait  appliquer 
la  méthode  du  n«  9,  puisqu'elle  ne  doj[ine  que  les  facteurs  rationnels  du  premier 
degré,  et  que,  par  le  fait,  le  polynôme,  n'est  .décomposable  qu'en  des  facteurs 
^tmiern  du  second  degré.  Mais  en  ordonnant  par  rapport  à  y,  on  obtiendrait  une 
équation  du  quatrième  degré ,  résoluble  à  la  mmlère  de  celles  du  second. 

2\r.  F.  On  arrive  à  Véquatlon  que  nous  venons  de  traiter,  en  recherchant  le  lieu 
6£oH^TRi(2UE  d««  pted^  des  perpendtcuZatres  abaissées  du  foyer  d^une  ellipse  sur  la 
tangente  corufidérée  dans  toutes  ses  positions. 

20.  Enfin ,  la  décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs  rationnels  peut  être 
fort  utile  dans  Télimination ;  car  on  a  vu  (n«  365)  que,  quand  on  est  parvenu  à  dé- 
composer les  premiers  membres  des  deux  équations  en  leurs  facteurs  simples,  la 
détermination  des  systèmes  de  valeurs  propres  à  vérifier  ces  équations  se  réduit 
à  celle  des  systèmes  qui  correspondent  aux  combinaisons  deux  à  deux  de  ces  fao 
teurs  égaies  à  zéro. 
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CHAPITRE  IX. 

COMPLÉMEiNT  DE  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS. 


Ce  chapitre  et  le  suivant  ont  pour  objet  des  théories  moins  indis- 
pensables, à  la  vérité,  que  les  théories  exposées  dans  les  chapitres 
précédents  ;  mais  elles  doivent  néanmoins  servir  à  compléter  Ten- 
semble  des  principes  de  l'Analyse  algébrique.  Le  neuvième  peut  être 
regardé  comme  le  complément  de  la  théorie  des  équations ,  et  le 
dernier  comme  le  complément  de  la  théorie  des  suites. 

g  I"'.  -  RECHERCHE  DES  RACINES  IMAGINAIRES. 

385.  Observations  pnéliminaires,  —  Nous  avons  donné,  dans  le 
'huitième  chapitre,  des  méthodes  pour  déterminer  les  racines  réelles, 
commeosurables  ou  incommensurables ,  d'une  équation  numérique. 
Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  recherche  des  racines 
imaginaires.  Au  premier  abord ,  cette  reicherche  peut  paraître  supeiv 
flue;  car  ces  racines,  étant  des.symboles  purement  algébriques,  ne 
sauraient  résoudre  la  question  dont  l'équation  est  la  traduction  air 
gébrique.  Cependant,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  l'emploi  de  ces  ^  ^ 
expressions  dans  la  haute  analyse  est  d'un  usage  très-fréqu^,  et 
conduit  quelquefois  à  des  résultats  d'une  grande  importance  :  c'est 
pourquoi  nous  tâcherons  de  donner  une  idée  du  travail  des  plus  eé- 
lèbres  géomètres  sur  cette  partie. 

Remarquons  d'abord  que,  quand  une  équation  a  des  racines 
réelles  incommensurables  et  des  racines  imaginaires,  on  ne  peut, 
oomme  pour  les  racines  commensurables ,  la  débarrasser  d'abord  de 
ses  racines  incommensurables;  car  lès  méthodes  ne  donnent  celles- 
ci  que  par  approximation;  et  si  l'on  divisait  l'équation  par  les  fac- 
teurs du  premier  degré  correspondants ,  on  obtiendrait  pour  quo- 
tient un  {)olynôme  dont  les  coeflScients  ne  seraient  que  des  nombres^ 
approchés.  Le  calcul  des  racines  da  l'équation  résultante  n'offrirait 
donc  plus  alors  aucune  certitude. 

.  Ainsi  y  nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  les  équa- 
tions proposées  renferment  à  la  fois ,  et  des  racines  incommensura- 
bles, et  des  racines  imaginaires,  à  moins  que  toutes  leurs  racines 
ne  soient  imaginaires. 

Nous  avons  déjà  reconnu  (n*  313)  qu'une  équation  dont  les  coeffi- 
cients sont  réels  ne  peut  avoir  de  racines  imaginaires  qu'en  nombre 
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pair.  Or  les  analystes  sont  parvenus  à  un  résultat  plus  positif  encore, 
qui  consiste  en  ce  que  :  Les  racines  imagmaire§  de  toute  équation  â 
coefficienis  réels  sont  toutes  de  la  forme  de  celles  du  second  degré ^ 

(fest 'à-dire  de  la  fœ^me  arbb  ^ —  i,  a  et  h  désignant  des  quantités 
réelles,  commensurables  ou  incommensurables;  proposition  déjà  véri- 
fiée pour  les  équations  à  deux  termes. 

386.  Avant  de  passer  à  la  démonstration  du  cas  général ,  nous 
ferons  voir  que  :  Si  une  équation  dont  les  coefficients  sont  réels  a  une 

racine  de  la  forme  a  +  b  ^ —  i ,  elle  en  a  nécessairement  une  autre 

de  la  forme  a  —  b  ^ —  i,  a  ef  b  étant  les  mêmes  dans  ces  deux  expres- 
sions. 
Pour  démontrer  ce  lemme,  considérons  Téquation 

x'»  +  P;c«-*  +  Qa;"^*+ . . . -I-Tar +  U  =  o, 

F,  Q, . . .  T,  U  étant  des  quantités  réelles  quelconques,  et  supposons 
que  cette  équation   soit  satisfaite  par  une  expression   telle  que 

a  +  i^  —  I9  on  aura  Tégalité  vérifiée  , 

(a  4,  èy/rrr)"  +  p(a  4- é/ZT^)*^' 4.  _  .  +  T(a  +  *v/^^)  +  U = 0. 
Développant  les  calculs  et  se  rappelant  que  les  diverses  puissances  de 

^ — '1  sont  alternativement  (n**  470) 

y_i,  _i^  _y^_^  4.1  I  yCIT,  _i,  _^_i^  4.1. j  ...^ 

on  obtiendra  une  expression  composée  de  deux  parties  bien  dis- 
tinctes, savoir  :  une  partie  réelle,  provenant  de  toutes  les  puissances 

de  degré  pair  de  h  ^  —  1,  combinées  avec  les  puissances  a%  a*'*, 
a**"*,  .  . .  de  a,  et  les  coeflScients  P,  Q,  R, .  .  .;  puis  une  partie ima- 

gfîVitt/re  provenant  de  toutes  les  puissances  de  degré  impair  de  b>J — 1, 
combinées  aveo  les  puissances  a"*"^,  a**"%  ...  de  a ,  et  les  coeffi- 
cients P,  Q,  R, . . . 

Désignant  donc  ces  deux  parties  par  M  et  T^  y^  — 1,  Tégalité  ci*- 

dessus  se  réduira  à  M  +  N  sj —  1  =  o ,  équation  qui  ne  peut  évidem- 
ment subsister  qu'autant  que  l'on  a  séparément 

M  =  o,    et    N  =  o. 

Actuellement,  si,  dans  le  premier, membrç  de  la  proposée^  au 

lieu  de  a-{-b^  —  1,  on  substitue  a— ô  sj  —  1,  ce  qui  donne 

ja_ô/II7)"4-p(a^— i^Zr7P  +  ...  +  T(«— ê/^  +  U, 
il  est  facile  de  voir  que  le  résultat  de  ce  développement  ne  diflTçrera 
du  précédent  qu'en  ce  que  toils  les  termes  affectés  des  puissances 

impaires  de  b\j  —  i  auront  changé  de  sigûe>  car  ( — 6  ^ —  1)    est 

égal  à  (-j-6^  — i)'"*  :  mais  (—  b  s/  —  if^^  est  égal  à  ~(ô  ^ —  1^**^^ 
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{n?  159);  donc  cp  résultatsera  nécessairement  M  —  N y/  — i,.MetN 
désignant  ici  les  ménfes  quantités  que  dans  le  résultat  du  premier 
développement.  Or  on  a  vu  tout  à  l'heure  que  l'on  doit  avoir  séparé* 

ment  M = o  et  N = o  ;  ainsi,  Tégalité  M — N  y/  —  1  =  0  est  elle-même 

satisfaite;  par  conséquent ^  st  a  +  b  v  —  ^  ^^^  ^^^  racine  de  la  pro- 

posée  f  a-^— b  y  —  1  est  nécessairement  une  autre  racine. 

Passons  lAaintenant  à  la  démonstration  du  théorème  sur  la  forme 
des  racineâ  imaginaires. 

387.  Cette  proposition  est  évidemment  une  conséquence  du  théd^i 
rème  dont  voici  Ténoncé,  théorème  que  Ton  peut  regarder  comm^ 
un  des  plus  beaux  de  l'analyse  ^  et  que  Ton  doit  à  1  illustre  Laplace  : 

Toute  équation  de  degré  pair ,  dont  les  coefiicients  sont  réels,  est 
décomposahle  en  factmrs  réels  du  second  degrés  e'ei^à^dit^e  en  fâ(ô* 
teurs  de  la  forme  x^-\-pX'^q,  x^-\-p'x-\-q',. .,,  dans  lesquels 
Py  99  py^9'»  •  désignent  des  quantités  réelles  quelconques;  car  ceci 
étant  admis,  les  facteurs  a;*  +  P^  +  ?>  ^*  +  P'^ +  ?'»••  «5  égalés 
à  o,  donûent  lieu  à  des  racine»  qui,  si  elles ^ont  imaginaires,  fte  peu- 
vent être  que  de  la  forme  a±b  \/—  1 ,  et  réciproquement. 

Tâchons  donc  de  démontrer  ce  dernier  théorème. 

Soit  une  équation  X  =  0  de  degré  pair  m,  à  coefficient^  réels.  Ap- 
pelons a,  b,  Cf..,  ses  différentes  racines;  les  facteurs  du  second 
degré  correspondants  seront 

ar*  —  (û  +  *)^  +  û6,    x^  —  (a  +  c)x  +  «c,    ^' —  (6  +  c)â?  +  bc...^ 

Cela  pofé,  nous  allons  d'abord  faire  voir  que  Vun  de  ces  facteurs  j^au 
moinjSy  a  ses  coefficients  réels. 

En  effet,  supposons,  en  premier  lieu,  que  m  soit  une  seule  foià 
divisible  par  a,  c'est-à-dire  que  Votx  ait  m  =:  an,  n  étant  un  nombre 
impair.  ' 

On  peut  toujours  (n""  309)  former  une  équation  en  z ,  dont  les 
racines  soient  des  combinaisons  de  la  forme  «  -|-  * + ^^>  «  -|-  c  -f  kae^ 
6  +  c  +  kb€^.,.fk  étant  un  nombre  entier  tout  à  fait  arbitraire*  Con- 
cevons cette  équation  formée,  et  désignons*la  par  Z  :==ro;  son  àefpfà 
est  égal  au  nombre' des  combinaisons,  deux  i  deux^  des  racines 

971—-*  1 

d,  ft,  e, . .  • ,  ô'cst-à-dire  à  m . ou  n{m —  ,1);  or  n  est,  par  hypo^ 

thèse,  impair,  et  il  en  est  de  même  de  (m — i);  donc  Téquation 
2  =0  est  de  degré  impair  :  ainsi  (n**  312),  cette  équation  a  au  moins 
une  racine  réelle,  et  c^ite  racine  est  la  valeur  de  l'une  des  combinai-* 

sons  a-^b-\^kab^  a-{-c-{-kaCj 

Maintenant,  attribuons  à  k  une  seconde,  une  troisième, ....  va-» 
leur;  nous  formerons  ainsi  autant  d'équations  Z'  =  0,  Z''=  o^ . . . , 
qui  auront  chacune  au  moins  une  racine  réelle.  Il  pourra  d'abor^ 
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se  «faire  que  la  racine  réelle  de  chacune*  de  ces  équations  appar- 
tienne à  une  combinaison  composée  de  deux  lettres  difierentes  de 
celles  qui  entrent  dans  les  combinaison^  pi;écédentes  ;  mais  comme 

le  nombre  de  ces  xombinaisons  est  limité  et  égal  à  m . .  qu'on 

a 

peut  désigner  pap/>,  il  est  clair  qu'après  avoir  attribué  kk^lp-^-i) 
valeurs,  et  formé  (/)+*)  équations  Z=o,  Z'  =  o,  Z''=o»..., 
deux  de  ces  équations  seront  telles,  que  la  racine  réelle  de  chacune 
appartiendra  à  une  combinaison  composée  des  deux  mêmes  lettres; 
ainsi,  l'on  peut  supposer,  par  exemple,  que  l'on  ait  trouvé,  en  dési- 
gnant par  a  et  par  a'  ces  deux  racines  réelles. 

De  ces  deux  équations  on  déduit  par  l'élimination  : 

,'      a — a'  ,    ,       Aa' — Kcc 

Ces  valeurs  sont  nécessairement  des  qiiantités.réelles  et  finies;  donc 
il  est  démontré  que  Vun  au  moins  des  facteurs,  x*  —  (a-\-b)x^  ab, 
de  la  proposée,  a  ses  coefficients  réels. 

Soit  yen  second  lieu,  m  =  2*  .n',  n'  étant  impair.  Formons  encore 
une  équation  Z  =  0,  dcmt  les  racines  soient  des  combinaisons  de  la 

forme  a  +  é  +  fcofc;  cette  équation  sera  du  degré  m ou 

a 

2n'(m  —  1).  Or,  n'  et  (m —  1)  étant  des  nombres  impairs,  ce  degré 

sera  pair  et  une  seule  fois  divisible  par  a;  donô,  ^n  vertu  d%  ce  qui 

vient  d'être  dit,  l'équation  Z  =  0  aura,  au  moins,  un  facteur  du  second 

degré  à  coefficients  réels.  Ce  facteur,  égalé  à  o,  donnera  lieu  à  deux 

valeurs  de  z  de  la  forme  de  ait: 6  y/  —  1  (6  pouvant  être  o,  ce  qui 
arriverait  si  les  deux  valeurs  de  z  étaient  réelles).  Considérons  seule- 
ment lapremière  racine ,  et  supposons  qu'elle  appartienne  à  la  com- 
binaison a  -|-  i  +  ^û*« 

D'après  les  raisonnements  précédents,  rien  n'empêche  de  supposer 
encore  qu'une  autre  équation  Z'  =  o,  formée  de  la  même  manière, 

ait  une  r«cme  de  la  forme  ol'^Ç  sj — 1,  appartenant  à  la  combi- 
naison a -|- £-{- ^'^^  9  ^"^P^^^^  ^^^^  deux  mêmes  lettres;  eîi  sorte 

que  l'on  ait  à  h  fois U  +  *  +  Aai=«  +6  v^^ 

d'où  l'on  déduit 


«*  = TZlî '  «+*  = k_k     • 

-Ces  expressions  sont  de  la  forme  r  +  s  ^— i  et  r'  +  ^  sj —  i.  Ainsi, 
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la' proposée  a  au  moins  un  facteur  du  second  degrés  tel  que 

x*  —  (r^  +  s' s/—i)  X'{-r  +  $  ^— i;  et  si  Ton  égale  ce  facteur  à  o, 
on  obtient       / 


Wi^, 


^—     '  ^' — ;ty  i     •  ■  ^- — ri  — ('•  +  «v/^)- 


La  quantité  sous  le  radical^  étant  développée ,  donne  un  résultat  de 

la  forme  r"  +  «"  V^ —  i  ;  mais  Texpression  y  r"  +  s"  ^^ —  i  se  réduit 

elle-même  (n°  121)  à  une  autre  de  la  forme  r^  +  ^'"  V'— M  d'où  Ton 
peut  conclure  que  Ta  première  des  deux  valeurs  de  x  ci-dessus  «st 

aussi  de  la  forme  p  +  q  \ —  ij  et  d'après  le  lemme  démontré  au 

n'  386,  il  faut  qu'elle  en  ait  une  autre  telle  que  p  —  q  s/ —  i . 

Or,  si  Pon  multiplie  entre  eux  les  deux  facteurs  x  —  (/>  -f*  î  V^-—  ») 

ei~x^{p  —  q\J  —  i) ,  on  obtient  pour  produit  [x  —  p)*  +  y*  ou 
x^  —  2/?a?-f  P'  +  ?S  polynôme  du  second  degré  en  a?,  dont  les 
coefficients  sont  réels.  Ainsi,  il  est  encore  démontré  cpie,  daas 
le  cas  de  m  =  3* .  n',  Y  équation  a  au  moins  un  facteur  réel  du  second 
degré. 

Soit,  en 'troisième  lieu,  m  =  2^  ,n'\  n"  étant  impair;  on  peut 
former  une  équation  Z  =:.  o  analogue  aux  précédentes,  dont  le  degré 

m ou  a*  .n"  [nt —  i)  sera  deux  fois  divisible  par  a,  et  qui,  en 

-•a 

vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dît ,  aura  au  moins  un  facteur  réel  du 

second  degré,  d'oii  en  répétant  les  mêmes  raisonnements  que  dans 

la  seconde  partie  de  la  démonstration,  l'on  pourra  conclure  que.  la 

proposée  elle^^nême  a  au  moins  un^  facteur  réel  du  second  degré. 

Môme  raisonnement  dans  l'hypothèse  où  Ton  aurait      ' 


m  =  a* .  n"^f      m  =  a*  •  «'% 


Donc ,  enjfin ,  toute  équation  de  degré  pair  quelconque  dont  les  coef* 
ficients  sont  réels ,  a  au  moins  un  facteur  réel  du  second  degré. 

Conséquence.  —  Il  est  facile  de  déduire  de  là  que  toute  équation  de 
degré  pair  est  décomposable  dans  le  produit  d'autant  de  facteurs  réels 

du  second  degré  qu'il  y  a  d'unités  dans  —  ou  dans  la  moitié  de  son 


£n  effet,  puisqu'une  équation  de  degré  pair  a  au  moins  un  facteur 
réel  du  second  degré ,  on  peut  diviser  son  premier  membre  par  ce 
facteur;  il  en  résultera  une  nouvelle  équation  de  degré  pair,  à  coefS- 
cients  réels ,  qui  aura  encore  au  moins  un  fsicteur  réel  du  second 
degré,  par  lequel  on  pourra  diviser  le  premier  membre  de  cette 
seconde  équation  ;  et  aiiîsi  de  stiite.  Donc  le  prçinjer  n^embre  de  la 


I 
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proposée  pourra  être  regardé  comme  le  'produit  d'autant  de  facteurs 
réels  du  second,  degré  qu'il  y  a  d'unités  dans  la  moitié  de  son  degré. 

Si  l'équation  était  de  degré  impair,  comme,  en  vertu  du  théorème 
n*  312 ,  elle  aurait  au  moins  une  radne  réelle  ^  on  pourrait  l'en 
débarrasser;  et  l'équation  résultante  serait  décomposable  en  facteurs 
réels  du  second  degré. 

D'où  l'on  peut  conclure ,  en  da^nière  analyse  y  ki  théorème  énoncé 
n"  385;  savoir,  que  les  racines  imaginaires  d'une  équation  vont  par 

couples ,  et  sont  toutes  de  la  forme  a  ±  b  y—  i. 

388.  Détermination  des  racines  imaginaires  des  équations. 
La  forme  des  racines  imaginaires  d'une  équation  étant  connue, 
nous  pouvons  procéder  à  leur  recherche. 

Soit        a?-  +  Pa?**-*  +  Qx«-«  +  .  . .  +  Ta?  +  U  =  o 

une  équation  renfermant  des  racines  réelles  incommensurables  et  des 
racines  imaginaires.  ^ 

Désignons  par  /?  +  g'  \/ —  i  Tune  de  ces  dernières  ;  il  vient ,  par 
la  substitution  de  ce  binôme  dans  la  proposée , 

(/>+?  V^^r+Pfi'+ÎN/^^^r' + ... +T(;,+y  v/=^) +  U=o. 

Or,  si  l'on  développe  les  calculs ,  et  qu'on  appelle  M  Tensemble  des 

termes  réels ,  N  sj  —  i  l'ensemble  des  termes  imaginaires,*  l'égalité 

ci-dessus  revient.  àM  +  Ny  —  i  =  o,  équation  qui  ne  peut  exister 
à  moins  que  l'on  n'ait  séparément 

M  =  o      et      N  =  o. 

Observons  actuellement  que  ces  équations  renferment  les  deux 
indéterminées  p  et  y,  combinées  avec  les  coeflScients  de  la  proposée. 
Si  donc  on  cherche  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  ip  et  de  q^  en 

NOKBRES  RÉELS  GOMMENSURABLES  OU  INCOMMENSURABLES  ,  proprCS  à  Vérifier 

ces  deux  éqtiatiens^  et  qn^on  les  substitue  dans  l'expression  p  +  q  y — i , 
on  obtiendra  ainsi  successivement^  toutes  les  racines  imaginaires  de  la 
proposée. 

Telle  est  k  méthode  générale  pour  découvrir  les  racines  innigi- 
naires.  Nous  ferons  toutefois  quelques  remarques  qui  peuvent  faci- 
liter cette  recherché,  et  qui  sont  d'ailleurs  assez  importantes  en  elles- 
mêmes. 

389.  Supposons  que ,  pour  obtenir  les  racine»  réelles  incommen- 
surables d'une  équation  X  =  o ,  on  ait  été  obligé  (n**  341  )  de  former 
l'équation  aux  carrés  dès  différences  Z  =  a,  et  voyons  le  parti  qu'on 
en  peut  tirer  pour  les  racines  imaginaires. 

Désignons  par  a,  fe,  c, . , ,  les  racines  réelles  de  X  =  o,  et  par 

p±q  si  —  i^  p'  ±  q'  s/  ^r^  i, .  . , ,  les  racines  imaginaires  ;  prenons 
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d'ailleurs  successivement  les  différences  entre  toutes  ces  racines  consi- 
dérées deux  à  deux.  On  en  obtient  de  quati»e  espèces ,  savoir  : 

1**.  Les.  différences  entre  deux  racines  réelles,  telles  que  a  —  ô, 
a  —  c,  è  — c, . . . } 

2®.  Les  différences  entre  deux   racines   imagimires  conjuguées; 

5**.  Les  différences  entre  une  racine  réelle  et  une  racine  ima- 
ginaire, 

a—p  —  qsj—i^  a—p  +  qsj'^,  ô  — p'  — g' v^— i, . . .; 

4*».  Enfin,  les  différences  entre  deux  racines, imaginaires  non 

conjuguées,  ;>  —  />'  +  (?  — î')  v/— i,  />  —  />'  —  (?  —  ?')  v^—i.  • .. 
Or,  pour  peu  qu'on  Jette  les  yeux  sur  ces  différences ,  on  reconnaît 
que  les  carrés  des  premières  sont  des  nombres  essentiellement  positifs; 
les  can'és  des  secondes  différences  sont  —  4 y*,  — 4ç'', .  • .  ;  c'est- 
à-dire  des  quantités  réelles ,  mais  essentiellement  négatives^  Quant  aux 
carrés  des  deui  autres  espèces,  ce  sont  généralement  des  expressions 
imaginaires.  ^ 

Ainsi,  en  supposant  déjà  formée  Téquatio^i  Z  =  o.,  lesjraôines 
réelles  et  négatives  de  cette  équation  sont,  en  géixér»!,  les  cannés  des 
différences  entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 

Appelons  donc  —  «,^-^6,  —  y*-  •  •  ces  racines ,  que  l'on  peut  obte- 
nir, soit  par  la  méthode  des  racines  commensurables ,  soit  par  la 
méthode  des  racines  imoamnensurables  ;  on  a 

4g«  =  a,     4?''  =  6,     4?''=ï.-..; 

d^ok  Von  déduit 


^  a  a  a 


Connaissant  les  valeurs  rfe  q ,  q',  q*^, . . . ,  on  obtiendra  celles  de 

p,  p',  p", . ..  y  en  substituant  ±  -  ya>  ±  -  v^^ ...  à  /a  place  de  q 

,  a  a  , 

dans  les  équaiiom  M  =  o,  N  =  o,  que  Ton  a  établies  dans  le  numéro 

précédent,  et  qui  acquerront,  pour  chaque  substitution,  un  commun 

diviseur  en  p,  lequel  y  égalé  à  o,  donnera  les  valeurs  de  p,  p',  p", . . . 

A  la  vérité,  ce  moyen  est  en  défaut,  lorsque  l'une. Ses  racines 

réelles  de  la  proposée  est  identique  avec  la  partie  réelle  jt> ,  jo', .  .\ 

de  Fune  de  ces  racines  imaginaires  ;  car  dans  le  cas  de  a  =/? ,  par  , 

exemple,  les  deux  différences  a — p  —  qsj — i,  a  —  p-^rqsj — i, 

se  réduisent  à  —  qsj —  i  et  qsj  —  i,  dont  les  carrés  sont  égaux 
à  —  ly*.  //  est  encore  en  c?e/aM^  lorsque  les  parties  réelles  des  deux 
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racines  imaginaires  non  conjuguées  sont  identiques;  car^  par  exem* 
phyp  =  /)' réduit  les  différences 

p—P'  +  {9—9')^f^y     P  —  lf—[i—^)sF^^ 
à(y-î')v/-i      et      _(y_j')v/-i, 

dont  les  carrés  sont  égaux  à  —  (q—^Y- 

D'où  Ton  voit  que  lequation  Z  =  o  peut  quelquefois  avoir  des 
racines  négatives  qui  ne  représentent  pas  les  valeurs  de — 4?'? 
—  ^q'^y ...  ;  mais  il  est  toujours  possible  de  reconnaître  si  une  racine 
négative  telle  que' — a'  est  une  valeur  convenable ,  à  ce  que,  si  Ton 

substitue-  y^dans  M  et  N,  il  faut  et  il  suflSt  que  les  "deux  poly- 
nômes en  j9,  résultant  de  cette  substitution^  aient  un  diviseur  com- 
mun; toute  valeur  qui  ne  satisfera  pas  à  cette  condition  devra  être 
rejetèe  comme  provenant  de  Tune  des  circonstances  dont  nous  venons 
de  parler. 

Nous  observerons  encore  que,  dans  ces  mêmes  circonstances, 
réquation  Z  =  o  devrait  avoir  des  racines  égales ,  puisque, -comme 
nous  l'avons  reconnu  plus  haut,  dans  l'hypothèse  de  a=py  deux 
carrés  au  moins  se  réduisent  à  —  g^-  ;  et  dans  l'hypothèse  .de  p  =p' 
deux  carrés  au  moins  se  réduisent  à  — (q  —  y')*.' Ainsi,  l'on  pour- 
rait, par  la  méthode  des  racines  égales,  débarrasser  l'équation  Z=o 
des  valeurs  différentes  de  —  4  y'  ^ — 4  9^  S  —  [q — y'  )* ,  etc. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  conçoit  combien  la  méthode  pour  découvrir 
les  racines  imaginaires  d^une  équation  doit  être  pénible  et  laborieuse^ 
toutes  les  fois  que  l'équation  est  d'un  degré  supérieur  au  troisième. 

i  IL  -  RESOLUTION  DES  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DE  DEGRÉ  SUPÉRIEUR 

AU  SECOND. 

Nou3  avons  maintenant  une  tâche  importante  à. remplir,  c'est  de 
faire  connaître  les  travaux  des  analystes  sur  le  fameux  problème  de  la 
résolution  des  équations  générales  de  tous  les  degrés.  Ce  problème, 
qui  a  longtemps  occupé  les  mathénàaticiens  les  plus  célèbres,  a  pour 
but,  étant  donnée  une  équation  générale  et  complète ,  d'obtenir  les  ex- 
pressions de  ses  racines  au  moyen  d'un  nombre  limité  d'opérations 
algébriques  effectuées  sur  les  coefficients.  Jusqu'à  présent,  la  question 
n'a  été  résolue  que  pour  les  qnatre  premiers  degrés;  et  l'on  doute  si 
jamais  on  pourra  parvenir  à  une  résolution  complète  pour  tous  les 
degrés. 

Quoi  qu'il  on  soit,  nous  commencerons  par  exposer  la  plus  simple 
de  toutes  les  méthodes  connues  pour  résoudre  les  équations  du  troi- 
sième et  du  quatrième  degré  ;  ensuite  nous  ferons  connaître  d'autres 
méthodes  susceptibles  de  s'appliquer  avec  plus  de  succès  aux  équa; 
lions  d'un  degré  supérieur» 
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Equation  du  troisième  degré. 

390.  D'abord,  on  peut  supposer  (n*»  260)  l'équation  privée  de  son 
second  terme,  et  ramenée  à  la  forme 

a?'+/)à?  +  î  =  o."  (i) 

Faisons,  dans  cett^  équation,    ' 

■ 

x  =  y-)-2;  (a) 

» 

c'est-à-dire  supposons  x  égal  à  la  somme  de  deux  autres  inconnues 
(cette  forme  que  nous  donnons  à  la  valeur  de  x  peut  être  motivée  sur 
ce  que,  dans  l'équation  générale  du  second  degré,  la  valeur  de  a?  se 
compose  aussi  de  deux  parties  distinctes). 
On  obtient,  en  élevant  réquationj(3)  au  cube, 

^*  =  y'  +  3y*z  +  5yz'  +  z»  =  y'  +  2«  +  3yz(y  +  2), 
ou  bien,  a?'  =  y'  +  *'4-3y2.a?, 

et  transposant,  a?*  —  Zyz .  x — y^ — «•= o.  ^ 

Potirque  cette  équation  s'accorde  avec  l'équation  (i),  il  faut  et 
il  suffit  que  Ton  ait 

d'où     I       /'-      3'  ^^^ 

^  =  -y»-z»,)  (y«  +  z»  =  -î.  (4) 

Dès  que  ces  deux  conditions  seront  satisfaites ,  les  valeurs  de  y  et 

de  z  seront  telles,  que  leur  somme  expri.mera  la  valeur  de  x^  propre 

à  vérifier  l'équation  (i).  Tâchons  donc  de  déterminer  y  et  z  d'après 

ces  deux  conditions. 

/>» 
L'équation  (3) ,  élevée  au  cube,  donne       y'z'  =^—  ^--  : 

mais  on  a  déjà  y»  -|-  2'^  =  —  q; 

donc  (n»-li4)  les  quantités  y'- et  z'  sont  liées  entré  elles  par  l'équa- 
tion du  second  degré 

t'  +  qt-'^^o,  (5) 

dont  le  second  terme  a  pour  cx)efficient  la  somme  donnée  — 9,  prise 
en  signe  contraire,  et  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  aussi 

donné ,  —  —. 

Cette  équation  est  appelée  la  réduite  4e  l'équation  du  troisième 
degré,  parce  que  c'est  de  sa  résolution  que  dépend  celle  de  la 
proposée. 
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L'équation  (5)  donnant .  t=z  —  ^±:\/-^ +  ^y 

*  2^  V  4'^»7'  a       V  4  ^27' 

d'où,  à  cause  de  la  relation  xssy-^^* 

«   _■ ^ 


'=v-i+\/f+?,+V-f-v/^l' 

expression  qui  renferme  implicitement  les  trois  racines.  ^ .  * 

En  effet;  désignons  par  m  et  n  ce  qup  deviennent  respectivement 
les  deux  radicaux  cubiques  quand  on  y  remplace  ^  et  j  par  les  va- 
leurs correspondant  à  Téquation  (i);  puis  observons  : 
1®^  Que  les  équations  y'  =  m%  z''=n^  donnent  (n°  373) 

y=m,  y  =  am,  y  =  a'wi,     et    z=«,  z  =  an,  z=a'n 

(1 ,  a,  a*  étant  les  trois  racines  cubiques  de  Funité)  ; 
2*.  Que  le  produit  des  deux  valeurs  de  y  et  de  « ,  dont  la  somme 

exprime  b  valeur  de  Xy  doit  être  égal  à  —  ^  »  d'après  la  relation  (3). 

H  en  résulte  évidemment  qu'on  obtiendra  toutes  les  racines  de  Té- 
quation  (1)  en  combinant  deux  à  deux  les  six  valeurs  ci-dessus  de  y 
et  de  :;,  et  ne  prenant  toutefois  que  les  combinaisons  qui  donnent  un 

produit  égal  à  -^  5 . . 

Qr  on  a^  en  pren^ier  lieu , 

s    s    


mx 


doAC  x  =  m'\-V'  forme  la  première  racine. 

*         •  p 

En  second  lieu,      am Xa*n  =;: (f?m'o.  ==mn=  —  ^ ; 

donc  x^=am-\-oL^n  donne  une  seconde  racine. 

'  P    '    ^ 

Enfin ,  a'm  x  «n  =  a'mn  =  —  ^; 

donc  X  =a  a,*m  -j-  an  exprime  une  troisième  ragihb.  . 

Aucune  des  autres  combinaisons  ne  remplit  (comme  on  peut  s'en 
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n 

assurer  aisément)  la  condition  que  le  produit  soit  égal  à  —  ^;  ainsi ^ 

elles  doivent  être  rejetées,  et  l'on  a^  pour  les  trois  racines  de  In,  pro- 
posée,        x  =  m-{'nj  j?  =  am,-f-a*n,  x  ==  a,^ m -^  an, 

N.  B.  —  On  parvient  encore  aux  deux  dernières  valeurs  de  x  en 
divisant  le  premier  membre  de  Téqjiation  (i)  par  j?  —  m—n.  Mais 
auparavant  il  est  nécessaire  de  modifier  la  forme  de  ce  premier 
membre.  Comme  on  a,  en  vertu  des  équations  (3),  (4)  et  des  deux 
équations ,  y  =s m^  z  =  n, 

mnp  — |,         w»  +  n«  =  — j, 

îlenrésulte  p  =  —  3mn,    q=z  —  m'  —  n'; 

d*où  y  substituant  ces  valeurs  de  p  eid^q  dans  le  preri)ier  membre 

de  la  proposée^         a?'  —  Smn.a?— «i*  —  n*, 

expression  qui,  divisée  par  a?  —  m — w,  donne 

X*  +  {i^  +-w)  ^ +wi* — mn  -|-  M*. 

Égalons  ce  quotient  à  o ,  et  résôlvonçj  il  vient ,  toute  réduction 
faite , 

m-\-n   ,  m  —  n  /  ■■  ^  m  +  «       m  —  n  / — =- 

x= i-  +  _^v^_3,    x=^—^ ;r^v-5> 

2  2  .22 

valeurs  dontil  est  facile  de  prouver  Tidentité  avec 

en  se  rappelant  (n*"  167)  que 

•== L-l 9  a  ou  «■= •* « 

2  a 

DISCU8SI0R. 

Les  quantités  m  et  n  renfermant  dans  leurs  expressions  I9  radical 

i  /  —  +  —,  on  conçoit  que  la  réalité  ou  Vimaginarité  des  trois 
V    4       a?  ,         .' 

racines  dépend  principalement  du  signe  de  la  quantité  y-  +  ^^.  On 
est  donc  conduit  à  fiiîre  \eê  hypothèses  suHfmiis .' 

'  ^+^>o,  ç+^=o.-  $+f:<o.   ^ 

Examinons  successivement  ces  /row. hypothèses  (*).   ; 

■■        »  I  ■  ■  I  ■■        ■■!  I  ■    ■  I  «■  Il     ■    ■.II— ■■     !■ 

(*)*  Les  conditions  de  réalité  ou  d'imaginarité  des  racines  de  l'équation  dtt 
troisième  degré  ont  été  déjà  disoutées,  ipdépeq^mioeiit  Ùp99i  fésoîutieo,  au 
moyen  du  théorème  de  H.  Sturm.  {Voyex  le  n*  3550 
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391 !•...•  i.  -f  ^>o. 

4       »7 

Dans  oe  cas ,  comme  les  deux  radnes  de  la  réduite  (5)  sont  réettes 
et  inégales,  il  s'ensuit  que  les  quantités  m  et  n  sont  aussi  réelks  et 
essentiellement  différentes  Pune  de  l'autre. 

Ainsi  la  première  valeur         a?  =  m  +.  **  » 

est  réelle. 

Les  deux  autres.     x  = ^^^ ± v-r-3 , 

a  a 

sont  imaginaires;  car  elles  renferment  ^ —  3,  et  d'après  Thypothèse, 
m  —  n  est  réel  et  différent  de  o. 

Quant  au  signe  de  la  racine  réelle^  le  principe  étdbli  m  312  siir  les 
équations  de  degré  impair  prouve  que  cette  racinç  est  positive  si  q 
est  négatif^  et  négative  si  q  est  positif;  ce  dont  il  est  d'ailleurs 
facile  de  se  rendre  compte  par  la  discusssion  de  la  première  valeur 
de  X  ci-dessus. 

39Î a*....V  +  — =  0. 

4      «7 

Dans  ce  nouveau  cas ,  les  racines  deia  réduite  se  réduisant  l'une  et 
Faufre  à  —  -,  les  valeurs  de  m  et  de  n  sont  réelles  et  égales  cha- 

2 

1/ 

cune  à  i/  —  ^;  ce  qui  donne^  pour  la  première' valeur  de  Xy 


</ 


r 

Pour  les  deux  autres ,  comme  on  a    m  =  n  =^  1/  - 

=  m=  y. 


il  en  résulte   m  —  n  =  o      et 


a 
égales^  et  se  réd 


v^ 


c'est-à-dire  que  leurs  valeurs  numériques  sont  chacune  moitié  de  la 
première. 
Donc,  en  supposant  le  dernier  terme  q  positif,  l'équation  (i) 


nne  réelle  négative,  — ai/-  et  deux   racines  positives 


PE  t*£QDATIOZf  DU  TROISIÈME  DE01t£.  &93 

»  t- 

a  une  racine 

égales,  i/-.  "" 

Le  contraire  a  lieu  quand  le  dernier  terme  est  négatif;  c'est-à-dire 
qu'elle  a  une  seule  racine  positive  et  deux  racines  négatives  égales. 

■    393. 5* —  +  ^  <  0.  Cas  irréductible! 

4       a7 

Cette  condition ,  qui  exige  nécessairement  que  p  soit  négatif,  donne 
pour  la  réduite  deux  racines  imaginaires;  et  la  première  videur  de  x 
se  {Hrésente  sous  la  forme 

D'après  cela  ,41  semble  au  premier  abord  que  cette  valeur  de  x  doive 
être  imaginabe,  aussi  biçn  que  les  deux  autres  gui  renferment  déjà 

dans  leur  expression  le  symbole  y/ —  !•  L'éqi^ation  (i)  aurait  donc  ses 
trois  racines  imaginaires;  ce  qui  serait  en  contradiction  avec  le  pre- 
mier théorème  du  n*^  312. 

Mais  on  peut  démontrer  que ,  dans  les  expressions  des  trois  racines, 
les  imaginaires  s'entre-détruisent,  et  que  les  trois  racines  sont  réelles. 

En  effet,  si,  en  admettant  (n""  i74)  l'exactitude  de  lai  formule  du 
binôme  dans  le  cas  de  l'exposant  fractionnaire,  on  pose 

m=i    dans    {a  +  bs/^^Y"     («' 386), 

ù  ^ 

on  trouve         y^M  +  N  v^"^  =  P-f  Qv^— i, 

ce  qui  donne  m  +  «  =  VM  +  N  ^ — i  +  y  M  —  N  v/— v  =  a  P  ; 
ainsi,  la  première  valeur  de  x  est  réelle,  et  se  réduit  à 

Quant  aux  deux  autres,  comme  on  a 

7W-fn=2Pi   m — n  =  aQ^ — 5, 
on  obtient ,  en  substituant  dans  l'expressioii 


tn-j-w    ,   m  —  n  /— r 


a 


«==  — P±:Qv^^=l.v/— 3  =— PipQv's  {nM70). 

I 

Amsi,  les  trois  valeurs  de  x  sont  réelles. 
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Le  dernier  cas  que  nous  venons  d'examiner,  et  sur  lequel  les  ana- 
lystes se  sontbeaufcoup  exercés,  porte  le  nom  de  cas  irrépuctiblb ^ 
.parce  que,  malgré  la  réalité  bien  prouvée  des  trois  racines,  les  for^ 
ipules  obtenues  précédemment  ne  peuvent  être  d'aucune  utilité  pour 
leilr détermination.  Eneffet,  oiy vient  de  voir  que  Ton  ne  fiftlirail- 
débarrasser  ces  formules  des  imaginaires  qu'elles  renferment ,  qu'en 
ï'éduisant  la  première  valeut*  de  x  en  une  mite  infinie,  rarement  con- 
Vefgente  ;  et  il  est  impossible,  lors  imértie  que  la  série  est  convergente, 
d'obtenii:^  expressions  exactes  des  trois  racines.  On  est  donc  forcée 
dans  ce  cas,  d'avoir  recours ,  pom*  les  applications,  aux  méthodes  de 
la  résolution  des  équations  numériques. 

V 

\ 

Êqmtion  du  quairihme  degré. 

394.  Soit  x*+;)a?»  +  g'ar-|-r=io  (i). 

Téquation  à  résoudre.  (Nous  supposerons  encore  l'équation  privée  de 
Wcond  t^meé) 

En  6e  laissant  conduire  par^  Tanalôgie ,  on  peut  être  tejté  de  faire 
9s  =  y-\-z,  c'est-à-dire.â;  égal  à  la  soreune  dé  deux  autres  inconiiues  : 
c'est  en  effet  la  marche  que  Lagrange  a  suivie,  en  employant  ensuite 
plusieurs  artifices  d'analyse  pour  tirer  parti  de  sa  méthode.  Mais  les 
calculs  qui  se  rattachent  à  cette  méthode  sonttrès-compUqués,  et  Ton 
pja*vient  beaucoup  plus  promptement  aux  expr^sions  de  rinGQonne 
par  l'introduction  de  trois  indéterminées. 

Soit  donc  fait,  dans  l'équation,  a?  =  y  -|-  ;(  -{"  ^)  (^) 

il  vient,  par  l'élévation  au  carré, 

ou  x^  —  (y*+2'+w*)==3(yz+yM  +  ^**)î 

carrant  de  nouveau  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation,  on 

obtient 

-j-8y«u{y  +  «4-î4), 
ou ,  remplaçant  y  +  ^  4~  ^  P^  ^  i  ^^  transposant, 

a?*  — 3(y*  +  z*+tt*)  ar*  — 8y«Ma?  +  (y*  +  2;*  +  tt*)*  \  _ 

Or^  pour  que  cette  équation  s'accorde  avec  la  proposée,  il  faut  et  il 
suflBt  que  Ton  ait  : 

10.  ^  =  _a(y«  +  z«  +  w*),  '  d'où      y«  +  z»+««  =— ^;    (3) 
a*.  ri=(y'  +  2*  +  tt*)*  — 4(y*2'+y*«'  +  2*î*'),  ' 

tfoù         ■       y*«*+y'«*'+^'w'=^-J^;  (4) 

'  ^  lO 


k 
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,* 


3*.  ç=  —  8yzM,      d^où      yzw  =  — |.  (5) 

8 

Telles  sont  les  équations  de  condition  qui  peuvent  servir  à  déter- 
miner les  vdeurs  y,  z,  u^  dont  la  somme  formera  d'ailleurs  la  valeur 
de  X.  Or  Téquatioti  (5) ,  élevée  au  carré  >  donne 

a* 

4 

D'où  l'on  voit  que  les  carrés  y',  «',  u^  sont  tels,  que  Içur  somme  est 
égale  à  un  nombre  donné ,  —  -  ^  la  spmme  de  leurs  produit»  deu^c  à 

deux  égale  à  un  autriB  nombre  donné  ^ — ^-=- ,  et  enfin  le  produit  de 

ces  trois  carrés,  égal  h^^  . 

Donc,  en  vertu  des  relations  qui  existent  (n®  242)  entre  les  coeffi- 
cients et  les  racines  de  Féquation  du  troisième  degré,  la  détermina- 
tion des  carrés  y',  z',  w'  ne  dépend  plus  que  de  la  résolution  de  Té- 
quation  du  troisième  degré  ' 

*  +a'  ^       i6-  64 


8 


Si ,  pour  fiiif  e  évanouir  les  dénominateurs ,  on  pose  ^  =  - ,  il  vient 

Telle  est  la  réduite  de  Téquation  du  quatrième  degré. 
Désignons  par  5',  «",  s'"  les  trois  racines  de  Téquation  (6)  que  Ton 
sait  maintenant  résoudre;  il  en  résulte 

et ,  comme  on  a  d'ailleurs  ar  =  y  +  ^  +  ^  ?  '1  '^"^  combiner  ces  va- 
leurs par  addition ,  ce  qui  donnera  en  apparence  huit  valeurs  diffé- 
rentes. Mais  si  Ton  observe  que  Ton^a,  pouf  une  des  équations  de 

condition,  yzu  =  ^^, 

on  ne  doit  tenir  compte  que  des  combinaisons  telles  que  le  produit 
des  trois  valeurs  de  y,  zeiu  so\i  positif  si  q  est  négatif,  et  négatif  à 
q  est  positif.  1 

D'après  cela ,  le  nombre  de  solutions  est  évidemment  réduit  à 
quatre ,  savoir  : 


i!|06  DISCUSSION  DBS  BACINES  DD  QUATRIÈME  DBGBÉ. 

1*.  Lorsque  q  est  négatifs  auquel  cas  la  proposée  est 

X*  +'pa?"  —  yx  4"  ^  =  o,  - 

Dans  ce  cas ,  les  ^rot>  radicaux  doivent  être  poâtifs ,  ou  Vun  positif 
et  les  deux  autres  négatifs, 
a*.  Lorsque  q  est  positif,  ou  que  la  proposée  est 

x  =  -\^-{^?-{^?, 

(^rotif  radicaux  négatifs ,  ou  un  négatif  et  deux  positifs). 

Pour  obtenir  les  quatre  racines  en  fonction  immédiate  des  coeffi- 
cients de  la  proposée ,  il  faudrait  remplacer  sf,  s",  s'"  par  leurs  valeurs 
tirées  de  la  réduite;  mais  les  formules  que  Ton  obtiendrait  seraient, 
comme  on  peut  en  juger,  extrêmement  compliquées, 

DISCUSSION. 

• 

395.  La  réalité  ou  Fimaginarité  des  racines  de  la  proposée  dépend 
essentiellement  de  la  nature  des  racines  de  la  réduite;  ainsi ^  l'on  est 
conduit  à  établir  les  hypothèses  suivantes  : 

1*.  La  rbduits  peut  avoir  ses  trois  racines  réelles.  —  Mais  alors  ^ 
coomie  ison  dernier  terme  —  q*  est  essentiellement  négatif,  il  s'ensuit 
que  ces  trois  racines  sont  positives ,  ou  bien  que  Fune  est  positive  et 
les  deux  autres  négatives  (n**  315).  * 

Si  les  trois  racines  de  ha  réduite,  sont  positives ,  les  quatre  racines 
de  la  proposée  sont-nécessairement  réelles. 

Si  Tune  d'elles  seulement,  s'  par  exemple,  est  positive ,  les  quatre 
racines  de  la  proposée  sont  imaginaires ,  à  moins  que  Ton  ne  suppose 
les  deux  racines  négatives,  s",  s'"  de  la  réduite  (6),  égales  entre  elles, 
auquel  cas  les  formules  (7)  et  (8)  se  réduisent  à  , 

ou  bien,  x  =  -^s/^ —.^7',  —  \;  )/7— s/7,      ^  s/7,      i  V^7; 
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c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas  particulier,  les  deux  premières  racines 
sont  imaginaires ,  et  les  deux  autres  sont  r&lles  et  égales. 

a".  La  rbdpitb^  peut  avoir  uns  seule  racine  iubelle.  Soit  «^  cette 
racine,  qui  est  nécessairement  positive  (puisque  le  dernier  terme 
—  q*  est  négatif);  comme  les  deux  autres  racines  s''  et  «'"sont  ima^- 

giqaires,  "si  Tune"  est  de  la  forme  a  +  b  sf—ï,  Tautre  est  nécessai- 
rement (n*  386)  de  la  forme  a—  b  \J—i:  Or  on  a  (n*  121) 

ya-^b  ^ —  i=»i  +  nv/-r-i,      y  a  —  b  y  —  i  =m — ny  —  i; 
d'où      yœ-^-bsl — i+ya  —  *v^  — i=2m, 

ya  +  b^—  1  —y  a  —  *^— i  =  anV — i.    . 

Donc,  quel  que  soit  le  signe  de  g'  dans,  la  proposée,  les  deux  pre- 
mières racines  sont  réelles  et  les  deux  autres  imaginaires  ;  car,  dans  les 
formules  (7)  et  (8),  les  expressions  des  deux  premières  racines  renfer- 
ment sjs*^  et  s^s'"  avec  le  même  signe ,  tandis  que  dans  les  expres- 
sions des  deux  dernières,  ces  deux  radicaux  sont  affectés  de  signes 
contraires.     ^ 

En  récapitulant,  on  voit  que  l'équation  du  quatrième  degré  peut 
avoir  ses  quatre  racines  réelles  à  la  fois  ou  imaginaires  à  la  fois , 
ou  bien  avoir. rfewa?  racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires.  (Ce 
résultat  est  conforqie  au  principe  établi  n"*  313.) 

Méthode  de  résolution  des  équations  du  troisième  ou  du  quatrième 

degré  par  les  fonctions  symétriques. 

De  toutes  les  niéthodes  que  les  analystes  ont  essayées  pour  résoudre 
les  équations  algébriques ,  celle  qui  est  fondée  sur  la  théorie  des 
fonctions  sypiétriques,  et  que  l'on  doit  à  Lagrange,  est  sans  contredit 
la  plus  féconde  et  la  plus  élégante,  quoiqu'elle  entraîne  dans  des 
calculs  assez  longs  ;  mais  du  moins  on  se  forme  aisément  une  idée 
de  la  manière  dont  elle  peut  être  appliquée  aux. équations  d'un 
dfegré  supérieur  au  quatrième. 

Pour  faire  mieux  concevoir  cette  méthode ,  nous  allons  d'abord 
rappliquer  à  l'équation  du  second  degré. 

Équation  du  second  degré. 

.    396.  SoR  â?'  +  joa:  +  ?  ==  0  l'équation  proposée. 

Appelons  a  et  6  ses  deux  racines;  on  a  déjà  (n°  242),  entre  ces 
racines  et  les  coefficients,  l'es  relations 

\ 

a-\-b  = — p,      ab=^q* 
Alg.  B.,  !!•  éd.  32 


\ 


t 
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Si  l'on  pouvait  obtenir  une  autre  équaticm  ifai  premier  degré  en  a 
eib,  on  aurait;  pour  déterminer  ces  quantités  ^  deux  équations  du 
premier  degré  -y  et  la  question  n'offrirait  plus  aucune  difficulté. 
*  Désignons  donc  par  la  -^  mb  la  fonction  de  a  et  de  6  qni  doit  entrar 
dans  la  composition  de  cette  équation  inconnue  ;  et  posons 

l^m^z  étant  des  quantités  (ju'il  s'agit  de  déterminer. 

Gon&me  lb-\-mà  donne,  par  l'échange  des  lettres  a  et  6,  deux 
combinaisons  différentes,  la-{-nib^ei  Ib-^-maj  il  s'ensuit  (n*  287) 
que  réquation  qui  donnera  la  valeur  de  z  doit  être  dû  second  degré, 
et  de  la  forme 

[z  —  ila  +  mb)]  [z  —  (lb  +  ma]]  =  oi  (i) 

et  puisque  cette  équation  est  du  second  degré ,  il  faut  du  moins  faire 
en  sorte  qu'elle  ne  soit  qu'à  deux  termes  ou  de  la  forme  z* =ky  parce 
qu'alors  une  simple  extraction  de  radne  suffira  pour  la  résoudre. 

Or,  pour  qu'elle  se  réduise  à  cette  forme ,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
deux  racines  soient  égales  et  de  signes  contraires. 

Posons  la  condition    /ô  +  Twa  =  —  (/a  +  mb)  ; 
\\  en  résulte        {/  +  m)  (a  -f  è)  =  o. 

Mais  on  ne  peut  avoir  a  -f*  ^  =  ^^  puisque  le  coefficient  du  second 
terme  de  la  proposée  est  différent  de  o  ;  on  ^  donc  nécessairement 

l-\^m  =  o ,      d'où      /  =  —  m. 

D'ailleurs ,  la  condition  précédente  suffit  pour  remplir  l'objet  que 
Ton  s'était  proposé;  ainsi,  m  reste  indéterminé,  et  Ton  peut  faire, 
pour  plus  de  simplicité,  m  ==  i,  ce  qui  donne  /==-^  k 

li'éqUation  (i)  devient  alors 

-        [z  +  {a-^b)]iz~(a~6)]=oi 
ou,  réduisant,  z* — a* — A*  +  »^  =  o.  (a) 

Observons  maintenant  que  la  tbéorie  des  fonctions  symétriques 
donne  [n^  292) 

S^==«  +  ft  =  —  p,    ftj  =  — />Si  —  2qr=:p*  —  ay,    ah=q, 

.    Substituant  ces  valeurs  de  a'  -f  ^*  et  de  2ab  dans  l'équation  (a), 
on  obtient ,  pour  cette  réduite, 

2* — ij'  +  4^=o;       d'où      z  =  ±:sjp-  —  4j. 

(Si  la  première  valeur  de  z  représente  a  —  b  .\^  secoifde  exprime 
celle  de  6  —  a,) 
Combinant  enfin  l'équation  a-\-b  =  —  p 

avec  la  relation  a  —  b  =  sjp^  —  4  y, 


( 


\ 


\> 
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oii  en  déduit 

a       a  a       a  •     - 

ou  bien,  -    '. 

^  =  -^±yf-?-     ^  CQ.F.T. 

Équation  du  tromème  degré» 

397.  Soit  x^-^px  +  q^^zQ  Téquation  à  résoudre. 

Puisque  le  second  terme  manque  dans  cette  équation^  on  a  dé}à 
entre  a,  b,Cyh  relation  â  -f-^  -|-  c  =  o  ;  si  donc  nous  pouvions  fop^ 
mer  deux  autres  équations  du  premier  degré  en  a ,  b^c,  les^aleiirs  de 
ces  quantités  pourraient  être  aisément  déterminées. 

Désignons  par  la-\-fnb'^nc  une  des  fonctions  qui  doivent  entrer 
dans  la  composition  des  équations  qu'il  s'agit  d'obtenir,  et  posons 

la'{-mb'\-nc=::z.  [i] 

Comme  cette  fonction  donne  six  combinaisons  différentes  par  Té- 
change  des  lettres  a,  (^  e,  les  unes  dans  les  autres,  savoir  f 

la-^mb-^nc,  /6  +  m^i-|-wc, 

la-^mC'^'nbf        et        Ib-^mc-^-na, 
lc-\'ma-\'nby  le  -{-mb-\-na,    • 

réquation  d'où  dépendra  sa  valeur  doit  être  du  sixième  degré»  Or, 
pour  qu'une  équation  de  ce  degré  puisse  être  résolue  d'après  les  prin- 
cipes déjà  établis,  il  faut  (n°  378)  qu'elle  ne  renferme  que  les  expo^ 
sants  6  et  3,  c'est-à-dire  qu'elle  soit  de  la  forme 

Z«+AZ»-1-B  =  0.   .  (!2) 

Tâchons  donc  de  déterminer  les  relation#  qui  existent  entre  les  six 
racines  de  cette  dernière  équation ,  afin  d'en  déduire  celles  qui  doi- 
vent exister  entre  les  six  expressions  précédentes. 

Désignons  par  u\  ttf'  les  deux  racines  que  l'on  obtient  immédiate- 

luent en  posant  z^^^u;      ' 


d'oh 


w«+At«  +  B  =  o,  et  w==^^i:i/j~B; 


appelons  en  outre  i ,  a;  «'  bs  itois  racines  Giid»iiues  de  1 1  oa  â 

a^«.,    i5  =  w",    z  =  m'^,    z=a^u'\ 

Ainsi,  en  prenant  la-{-mb-{-hc  =  z'\  et  fa-f  mc  +  ni=3"pouf  les 
deux  combinaisons  principales^  «i  l'on  veut  exprimer  que  les  quatre 


/ 


/ 
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autres  {arment  avec  celles-ci  une  équation  de  la  forme  s) ,  il  faut  et 
il  suffit  que  r<m  ait  les  rdatîons  : 

1*.  fc+iiia  +  iié=a  (/a  +  mA+nc), 

(//  est  à  remarquer  qne  l'on  ne  doit  pas  égaler  indi£Eéremmirat  une 
quelconque  des  quatre  dernières  combinaisons  au  produit  de  a,  ou 
de  a*',  par  la  principale;  mais  il  faut  avoir  soin  que,  dans  la  combi- 
naison prise  pour  le  premier  membre  de  la  relation,  aucune  des 
lettres  a^  h,  c  ne  soit  affectée  d'un  coefBdent  égd  à  cdui  dont  dlc 
est  affectée  dans  le  second  membre  :  autrement  on  serait  conduit  à 
des  relations  qui  impliquerai^it  contradiction.) 

Les  <|aatre  relations  précéd  ^tes  peuvent  être  transformées  aipsi  : 

(/ — an)c  -j-(»i — a/)a  +(« — am)é==o, 
(/  — a«m)*-f  (m— a*«)c  -f  («  — a'/)a=o, 
(/ — an)b  -^(m — a/)a  +(»*  —  am)c=:o, 
(/ — a?nifC'\'\jn — a'njft  +  l'*  —  a*/)a  =  o; 

rt  ces  conditions  seront  évidemment  satisfaites  si  l'on  a  séparément 

1=1  an,      m^^cdy      n  =  oLm, 
/  =  a*m,    m  =  a*n,     n=a'/. 

Or  cdles-ci  se  réduisent  à  deux  essentiellement  différentes, 
savoir:  »i==a/    et    n=za}L 

Eneffety  onaa*=  i;    d'où    a=-^     et    «*=- 
donc  m^zal  revient  à  ms=  — .  /, 

De  même.        n  =  çt*l  revient  à  n  =  - .  /, 

a 

enfin  ;  les  mêmes  relations^  tn^^d,  n=:a^ly  divisées  l'une  par 

Tautre^  donnent—  =-;  d'où  fw=  -n  =  a*n  et  n=am, 

n       a  a 

Donc  il  suffit  de  considérer  les  deux  relations 

m=z(U    et    nz=s^*L    ■  . 

Comme  ces  relations  donnent  m  et  n  en  fonction  de  /,  et  que  /  reste 
indéterminé^  on  peut  supposer,  pour  plus  de  simplicité, 

/s=i;    ce  qui  donne    inr=a,  n  =  a'; 


d'oà    /  = 

=  a*»i. 

d'où    /  = 

on; 
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en,  sorte  que  les  trois  valeurs  de  /,  wï,  n  ne  sont  autre  chose  que  les 
racines  cubiques  de  Tunité.  '  - 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  deux  expressions 

la'\-'mb'\-nc  ^=z' y    /a  +  mc  +  w*  =2"; 
il  vient  -      «-|- aj -|-a'c  =  z',      a  +  a^ +â'é  =  z". 

On  pourrait  également  substituer  ces  valeurs  danç  les  quatre  autres 
combinaisons^  et  former  ensuite  Téquation  enz]  mais  observons  que, 
vu  la  forme  (2)  qu'elle  doit  avoir ,  ses  six  racines  sont  comprises  dans 
les  deux  équations 

z'=:2'»  =  (a  +  o^  +  a«cJS    z»=z"»  =  (a  +  «c  +  a«*)% 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  dans  Féquation  unique 

Effectuant  les  calculs  j  et  comparant  les  coefficients  du  i»t>duit  à 
ceux  de  Féquation  (a)  5  on  trouve 

A=— [(a  +  ai  +  aV)»+(«  +  ac— a«A)»], 
B  =  (a -j- ai  +  aV)*  (a  +  oc  +  a«4)». 

Si  Ton  remonte  à  la  composition  primitive  de  l'équation  en  z^  on 
reconnaît  que  cette  équation  est  symétrique  en  a  y  by  e;  ainsi^  les 
coefficients  A  et  B  peuvent  (n**  295)  s'exprimer  au  moyen  des  coef- 
ficients de  la  proposée,  et. la  difficulté  consiste  ^  évaluer  les  diverses 
fonctions  symétriques  dont  A  et  B  se  composent. 

Avant  d'aller^ plus  loin 5  rappelons-nous  que  1^  «,  a'  étant  les 
racines  de  l'équation  y'  — 1=0,  l'on  a 

et  i-|-*+a'  =  o;    d'où    a-f-a*^^ — 1. 

Cela  pQsé^  développons  les  valeurs  de  A  et  B^  il  vient: 

\\  .  .      A=— [aTa»+3(a  +  a«)Ta*i+iaafe], 
ou  A=— [aTa»— 3.Ta**+iaafc]. 

Or  les  formules  des  n<"  292  et  suivants,  appliquées  à  l'équation 
a?* -f"  i^^ +  ?  =  o ,  donnent 

■ 

8^=0,  83=— PS,--aQ=— ap,  83=— PS,— QS,— 3R=— 5y/ 
d'où  Ta«*=S,8,  — 8j=— S8  =  3y. 

D'ailleurs  on  a  aie = — g  ;  ^ 

donc  A  =  —  ( — 6y — ^q — i2q)=!kyq,  ^ 


\ 
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a«.  ..  B  =  [(â  +  a*  +  a»c)(a  +  ae  +  a*6)]». 

Mais 
(a_|-aô4.a«c)(«  +  ac  +  a**)  =  Ta*-H«-f««)Taô=Ta«— Tûft; 

d'ailleurs  on  a       Ta^  =  Sj  =  —  2j5,  Tab  =/); 

ainsi ,  B  =  ( —  Zpf  =  —  a7/>'. 

Donc,  enfin,  Ton  obtient  pour  l'équation  en  z, 

z^-^  ayqz^  —  27/3^=0. 

Cette  équation  donne  d'abord 


V' 


ou  bien  z^=z2^l — - 

d'où  Ton  tire  y  pour  les  valeurs  de  z'  et  de  z*\ 

'■='V^-!+vf+l-  ^='v^-!-\/H- 

Ces  valeurs  étant  connues,  pour  obtenir  celles  de  a^by  c,  il  suffit 
de  combiner  les  trois  éqpations 

«  +  a5  -j"  a*c  =  2', 
a  -4-a'4-|-  oc  =z", 
a  +  -*  +   ^   =0, 

dont  la  dernière  exprime ,  comme  nous  Tavons  déjà  vu,  que  la  pro- 
posée est  privée  de  son  second  tertne. 
D'abord,  l'addition  de  ces  trois  équations  donne,  en  vertu  de  la 

relation  i +a  +  a*=o,  3û=:2'  +  z"; 

d'où  Ton  déduit  a  =  — - — , 

ou,  remplaçant  z!  et  zf^  par  les  valeurs  ci-dessus. 


C'est  la  première  racine  donnée  par  la  méthode  du  n»  390. 

Maintenant,  multiplions  la  première  équation  par  a ,  la  seconde 
par  a^ ,  et  ajoutons  ces  produits  avec  la  troisième  équation  ;  l'on  ob- 
tient 

az'+oL^z" 
3c  =  a2'  +  aV;       d'où      c= =  om  +  a'n, 

m  et  n  désignant  toujours  (n*  390)  les  deux  radicaux  \/  —  - . . . . 
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Enfin ^  iQuUtplionÉ;  la  première  par  a'  et  la  secoïKle  par  a,  puis 
ajoutons^  il  vient 

.  5ir=a*j&'+àjg"5       d'OÙ       i= ^- =a*m  +  «W. 

,  3  - 

Ce  sont  eneore  les  deux  autres  racines  trouvées  par  la  première 
méthode* 

Équation  du  quatrième  degré. 

398.  Soit   a?*  +  px^  +  2^  +  ^  =  o    Féquation  à  résoudre. 

Comme  on  a  déjà  la  relation  a  +  i+<?  +  d  =  o,  il  faut  tâcher 
d'obtenir  trois  autres  relations  du  premier  degré  en  a,  6,  c,  d. 

Désirons  par  ka  +Jb  -{-mç  +  nd  Tune  de  ces  fonctions  dont  il 
s'agit  de  trouver  la  valeur.  Puisque,  en  permutant  les  lettres  a,  6,  c,  d 
de  toutes  les  manières  possibles,  oh  pourrait  (n*»  148)  former  a4  com- 
binaisons différentes,  il  s'ensuit  que  la  réduite  en  z  serait  du  vingt- 
quatrième  degré;,  ^insi,  nous  devrions  faire  en  sort^  de  la  ramener  à 
la  forme 

z»*  +  A2*»  +  Bz«  +  C  =  o^  '  (i) 

pour  qu'elle  ftit  résoluble  à  la  manière  de  celles  du  troisième.  Mais 
d'abord  il  est  possible,  à  l'aide  de  quelques  artifices  d'analyse,  d^a- 
baisser  son  degré. 

En  effet,  k^l^m,n  étant  des  indéterminées,  on  réduit  le  nombre 
des  combinaisons  à  douze  par  la  supposition  de  A;  ==  /. 

Faisant  ensuite  m  =  n,  on  obtient  les  six  combinaisons 

î[a'\'c)  '\-m[b'\-d)y      et      /(i-J-rf)  +  m(a-f  c)j 
•      /(«  +  rfl  +  w(6+tf),  Z(*  +  c)+w(a-f.d);' 

toutes  les  autres  rentrent  évidemment  dans  celles-là. 

Cela  posé,  puisque  la  nouvelle  équation  en  z  est  du  sixième  degré, 
il  faut  tâcher  de  la  ramener  à  la  forme 

z«  +  Az*  +  Bz«  +  C  =  o,  (a) 

ce  qui  exige  que  ses  racines  soient  égales  deux  à  deux  et  de  signes 
contraires.  Or  il  est  évident  que  l'on  satisfera  à  cette  condition  en 
posant  / = — w  =  1  ;  car  alors  les  combinaisons  p]:écédentes  devien- 
dront 

-    a  +  6-(c.+  rf),  c  +  d—[a  +  b), 

a^c  —  [b'\-d)y      et      J-frf  — (a  +  c), 
a-\-d  —  (ô  +  ^)*  b-^-  €-*-[a-\'  d). 

Observons  que  les  combinaisons  placées  sur  une  même  ligne  hori- 
zontale sont  égales  et  de  signes  contraires;  donc,  en  multipliant 
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entre  eux  les  facU^urs  du  premier  degré  en  z  qui  correspondent  à  ces. 
valeurs^  on  obtiendra  pour  la  réduite^ 

X  [z*  — (a+^— *  — c)']  — o- 

Cette  éqnatihn  étant  évidemment  symétrique  en  a^  b,  c,  d,ses 
coefficients  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  coefficients  de  la  pro- 
posée; mais  on  peut  faciliter  leur  détermination  par  les  considéra- 
ticms  suivantes  : 

D'abord    («  +  * — ^ — ^)*  i  développé,  revient  à 

(a  +  é  +  c  +  d)*  — 4(ac  +  ad  +  *c  +  W). 
Mais  on  a 

a-|-6  +  c4-rf  =  o,      et     ab-^-ac-^-ad-^-bc  +  M'^cdr^p; 
donc  — (û+*  —  ^  —  dY=^p — 4(aA+cc?): 

on  trouverait  de  même 

—  (a  +  c—b  —  d)*=:^p—l^(ac  +  bd), 
— (a  +  d— 6— c)*=4/?— 4(ad+&), 
Ainsi,  soit  posé  z*  +  4p=4iij  .  (5) 

réquation  en  z  se  change  en  celle-ci  : 

lu—(ab  +  cd)]  [u—iac+bd)]  [w— (orf  +  fc)]  =  o, 
équation  de. la  forme    «•  +  A'w'  +  ^"  +  C'  =  o,    et  dont  il  ne 

s'agit  plus  que  de  déterminer  les  coefficients. 
Or  on  a  :  V  ...  A'  =  —  (ab'{-ac+ad'\'b€  +  Sd'\-cd)  =  — p. 

oT B'  =  {ab  +  cd)  [oc -{- bd)  +  (ab  +  ai)  {a4  +  bc) 

+  (ûc  +  M)  (ad  +  bc), 
ou ,  développant  et  employant  les  notations ,         B'  c=  Ta'  bc. 
Mais  la  première  formule  du  n"  294,  qui  peut  s'écrire  ainsi, 
j^»  jp^p  ^  Sn(Sp)*  —  aS^^^pSp  — S^S^p  +  aS,.^ap 

devient^  dans  Phypothèse  den=;=2etjo  =  i, 

d'ttUeurs ,  la  proposée  étant    a?*  +  P^^  +  î^  +  ^  =  ^  ^ 

ona    84  =— P  =  o,  S,=— îiQ  =  — ap,   S,=— 3R= — 5y, 

8,=-Q8,-'48  =  ap*— 4r; 
d'où ,  substituant  dans  la  valeur  B'  =  Ta*bc , 
«I     m  Vi        — 4p*  +  4p'— 8r 
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5^....  C'=— («*+crf)  {ac  +  bd)  {ad  +  bc)y 
et'  en  développant,    C  =  —  (Tû« ô«e*  +  abcd  X  Ta«). 

Or  la  seconde  formule  du  ii"  294,  qui  peut  s'écrire  ainsi , 

6 
devient,  dans  le  cas  de  n  =ï  3 , 

T«H«c'=.Mz::lMi±^. 

6 
D'ailleurs  on  a  déjà  trouvé 

Si  =  o,    S^  =  —  2py    83  =  — 3?,    S,=  2;>«  — 4r; 
d'où   8^  =  — OS4  — RS3— SS,  =  — 2p*  +  4/?r  +  3î*  +  a>>r 

DoncTa'yc«  =  ~^^'+'^^-^^^~^P'+^^^"+^g\ 

6 

ou ,  en  réduisant ,         Ta'  6'  c*=:q^  —  2pr. 

On  a  enfin  abcd ,  ou  le  dernier  terme  de  TéquaUon ,  égal  à  r, 
d'où  abcd  xTa*=  abcd  XS^  =  —  2pr; 

donc  C  =  —  j*  -f-  apr  -f-  ^pr  =  4i>^  —  }*• 

Ainsi,  l'équation  en  u  devient 

u^ — pu* — ^ru  +  ^pr  —  j*=  o. 

Remplaçant  maintenant  u  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (3),  c'est- 

à-dire  par     ^  ^,  ou  plutôt  par  2  +  /),  afin  de  conserver  la  réduite 

4  / 
au  troisième  degré  et  d'avoir  des  coefficients  plus  simples,  on  obtient 

finalement  pour  résultat , 

z^-^^pz^-^-lp*  —  ^r)z  —  ç*  =  o,  (4) 

équation  identique  avec  la  réduite  obtenue  (n**  394)  d'après  la  pre* 
mière  méthode. 

Si  Ton  désigne  par  z',  2",  z"'  les  racines  dp  cette  équation 
42',  4z",  ^z"'  setont  nécessairement  les  carrés  des  trois  combi- 
naisons 

a  +  6  —  c — rf,    a-^-c — b-^d,    a  +  ^  —  4— c, 

puisque  l'on  a  remplacé  dans  Téquation  primitive  en  z,  2'  par  ^z. 
Ainsi,  l'on  a 9  pour  valeurs  de  ces  combinaisons, 

a-|-é  —  c  —  rf  =  ±:av/z', 

R  +  c  — é— d=±av^, 

a+d  —  ft — e=±:ay^. 
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Ccynbinant  ces  trois  rdations  avec  Téqaation  déjà  éUHie, 

on  trouve  jjremihement ,  par  leur  addition^ 

d'où,  a  =  ±:  i  V^7dz  i  v^±  -  V^. 


2  2  2 


Secondement,  ajoutant  la  première  ei  la  quatrième,  puis  sous- 
trayant de  leur  somme  celle  des  deux  autres ,  on  obtient 

4i  =  ±  2  )f7zp  2  \/'7zÇ  2  ^, 

d'où  ô  =  db  i  sjlz^  -  v/^i^=F  -  V^"^; 

2  2  2' 

on  trouverait,  par  des  moyen  analogues ^ 

2  2  2 

2  2  2 

Mais  il  se  présente  ici  une  difficulté  analogue  à  celle  que  Ton  a 
rencoptrée  dans  remploi  de  l'autre  méthode  :  elle  est  relative  aux 
signes  dont  les  radicaux  doivent  être  aflfectés.  Pour  déterminer  ces 
signes  9  il  suffit  de  former  le  produit  des  trois  combinaisons. 

a  +  i  —  e— -rf,    a'\'€ — b  —  dy    a-^d-s^b  —  c. 

Ori  eates  multipliant,  on  obtient  pour  produit. 

Ta'  — Tû*6  +  2.Tatc; 
et  comme 

Ta*  =  8,=:  — 3^,    Ta*fc  =  S,Sj  — Sj=3j;    labc  =  —  q, 

il  en  résulte 

(a  +  6  — c  — rf)(a  +  c— .6  — rf)  (a  +  rf— i  — e)=;?  — Sy, 

ce  qui  prouve  qiiî3  les  j*adicaux  yfj;:^',  /?,  sj  z"'  doivent  être  affectés 
de  signes  tels  que  leur  produit  soit  positif  si  q  est  négatif,  et  négatif 
si  q  est  posjtif. 

On  retombe  ainsi  sur  les  mêmes  valeurs  que  celles  qui  ont  été  ob- 
tenues par  la  première  méthode. 

399.  Scolie  générale,  —  En  appliquant  la  même  méthode  à  Téqua- 
tion  du  cinquième  degré,  on  devrait  chercher  la  valeur  d'une  fonc- 
tion de  la  forme  ha  -J-  kb  +  /c  +  md  +  ne.  Comme  les  cinq  lettres 
ayh^Cjdye  fournissent  24  X  5  ou  120  permutations  différentes 
(n""  145),  il  s'ensuit  que  la  détermination  de  Miette  fonction  dépen- 


^ 
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drait  d'une  équation  du  cent  vingtième  degré^  dont  il  faudrait  ensuite^ 
à  Taide^de  quelques  artifices  d'analyse,  faire  en  sorte  d'abaisser  le 
degré.  Mais  jusqu'ici  les  efforts  que  l'on  a  tentés  pour  obtenir  une 
réduite  canvenahle  ont  été  infructueux;  et  Ton  doute  si  jamais  on 
pourra  y  parvenir,  à  cause  de  la  longueur  et  de  la  complication  des 
calculs. 

Depuis  longtemps  les  analystes  ont  cru  devoir  renoncer  au  pro- 
blème de  la  résolution  générale  des  équations ,  problème  qui  ne  peut 
être  d'aucune  utilité  dans  les  applications  i^umériques;  le  seul  avan* 
tage  qu'offriraient  les  résultats  serait  de  confirmer  la  proposition  hy- 
pothétique (a**  235)  :  Toute  équation  a  au.  moins  une  racine. 


■•■«•.-•**""i«»^p>»»""<irt«*"*'^i"*«»-'«»*» 


CHAPITRE  x;      ' 

COMPLÉMENT  0E  LA  THÉORIE  DES  SUITES. 


I  P^  —  DES  SÉRIES  RÉCURRENTES. 


nelles  de  la  lortne  ■ ,  ,■  ^,_ ,  ^,.  ■,  ^  ,    ;  ^ , .  *  *  donnent  lieu  à  des 


400.  Nous  avons  vu  (n**  183)  que  les  fractions  algébriques  ration- 

a  a-^bx 

a'+Fx\a'+b'x  +  c'x' 
séries  d'une  nature  particulière,  connues  sous  le^iom  de  séries  récur^ 
rentes.  Or  on  peut  se  proposer,  &ur  ces  sortes  de  $éries,  deux  ques- 
tions analogues  à  celles  que  nous  avons  résolues  i^owvle^  progressions 
par  quotient^  qui  sont  d'ailleurs  elles-mêmes  (n^"  198)  des  ^ries 
récurrentes  du  premier  ordre. 

La  première  question  a  pour  objet  de  déterminer  le  terme  général 
d^une  série  récurrente^  c'est-à-dire  une  expression  à  l'aide  de  laquelle, 
le  rang  d'un  terme  étant  donné,  on  puisse  obtçnir  la  valeur  de  ce 
terme  sans  être  obligé  de  former  d'abord  tous  ceux  qui  précèdent. 

La  seconde  a  pour  but  de  revenir  de  la  série  récurrente  à  la  frai:''' 
tim  génératrice^  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  déterminer  la 
soînme  des  tempes  de  la  série.  *   ' 

Nous  supposerons  que  Ton  ait  revu  avec  attention  ce  qui  a  été  dit 
aux  n°'  183  et  184  sur  les  séries  récurrentes. 

Première  qvestion.  —  Détermination  du  terme  général. 

•    401.  Pour  passer  du  simple  au  ccMnposé,  considérons,  en  premier 

lieu  y  la  fraction    .  ,   , ,  ,  qui ,  comme  on  sait ,  donne  naissance  à 

a  -j-  bx 

une  série  récurrente  du  premier  ordre. 


! 
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On  a  trouvé  (nM  79)  / 


Or  cette  série  n'est  autre  chose  qu'une  progression  par  quotient  dont 
le  premier  term#  est  -j,  et  la  raison j  a?;  donc,  d'après  ce  qui  a 

été  dit  au  nM92,  .fc  terme  général  de  cette  série,  ou  le  n**»*  terme, 

a     /      U    \»-* 

est  -, .  ( ,x\      , 

a'    \      a    ) 

'402.  Soit  maintenait  la  fraction  ,  ,   . ,     , — r-r ,  que  Ton  peut 

a  -f-ox-f-  dx^ 

(n*"  379}  mettre  sous  la  forme 

enposant  ^  =  «,    d^^'   7~    '         'd~ 

Désignons  par  â? — p  et  x^^q  les  deux  facteurs  du  trinôme 
3?*  +  ^'^  +  *';  et  concevons  qu'on  ait  décomposé  l'expression  (i) 
dans  la  somme  des  deux  fractions  simples 

/    ±  —  p       X — q 

A  et  B  ayant  été  déterminés ,  soit  par  la  méthode  du  n**  380  ^  soit^ 
plus  simplement,  par  celle  du  n""  381,  on  à  trouvé 

^  _  6/3  +  g        g_       6g +  « 
p  —  q'  p  —  q' 

Gomme  chacune  de  ces  fractions  donne  lieu  à  une  série  récurrente 
du  premier  ordre,  si  l'on  forme  ces  deux  séries  sépai^ément,  ainsi 
que  le  terme  général  de  chacune  d'elles^  la  somme  des  deux  termes 

sera  le  terme  général  de  la  série  du  second  ordre. 

A  B 

Cela  posé,  si  Ton  compare  les  deux  fractions ,  , 

X  "^  p  '    X  "~~"  Q 

à  la  fraction  ,  yy  ^  pour  laquelle  le  terme  général  est  (m  401) 

-;  f  —  T?  •  ^  )      ^  il  vient,  pour  le  terme  général  de  la  série  qui 
correspond  à  la  fraction  (  i  ) , 

P     \P      /  9    \9      /  \P       9  1 

expression  dans  laquelle  il  ne  s'agirait  plus  que  de  remplacer  A  et  B 
par  leurs  valeurs' obtenues  ci-dessus» 
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Soii^  pour  exemple;  la  fraction 

3 — 2X      '  — 3  +  2ar    - 


3  +  aa:  —  x*'  — 3  —  ax  +  d?''  ^ 

pour  laquelle  on  a  déjà  trouvé  (n''  381  )  ^ 

En  vertu  de  la  formule —  I  —  +  -r  I  ^~*>  le  terme  général  du 

XP"      ÇTJ 

développement  de     -       •—- ;  est 

O  ^Y"  2*4/  """"  a? 

r*  ^  j_5    '  1  '«-, 

Soit     n  =  1  j  cette  expression  devient  —  (  -  —  -  j  x',  ou  -|-  i. 


4 


"^'•••-fe»-!)^*'     ou     +^x% 


On  a  donc ,  pour  le  développement  lui-même , 

3  —  20?  4  11  34    ,   , 


5-}-  a^  —  ^'  3  9  27 

résultat  qu'il  est  facile  de  vérifier  par  la  réduction  en  série  d'après  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés.  Mais  le  principal  avantage 
qu'on  retire  de  la  détermination  du  terme  général ,  c'est  de  pouvoir 
obtenir  un  terme  de  rang  quelconque  sans  passer  par  tous  les  termes 
intermédiaires. 

403.  Dans  \é  cas  particulier  de  p=^q,  le  terme  général  de  la 
fraction   génératrice  ne  peut  plus  être  déterminé  de  la  même 

A  B 

manière^  puisque  le  mode  de  décomposition  en 1 est 

•*»  ■    p      ***  ""~~  1} 

impossible  (n°  382). 
Mais  observons  que 5  dans  ce  cas^  la  fraction,  devenant  alors 

«  -|-  6j 
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peut  (même  amnéro]  se  décomposer  ea.ce&  deux-eî  : 

a  4-  6/?  6 


[x  —  pY      X  —  p  ' 

Or  la  seconde  partie  de  cette  expremoo  donne  lieu  à  une  série 
récmrente  du  premier  ordre-^  qui  a  (n*  401)  pour  terme  général^ 

Quant  à  la  première,  elle  revient  à 

a -4- 6/>     /       '  x\~^ 

(a+6^j(p— x)-*,    OU    •^Y^'y—p)  ■ 

En  développant  ce  second  facteur  par  la  formule  du  binôme,  on  a 


('-r= 


^  +  —  +  •TT  +  TT  +  •  •  •  + --iTT* 


'  n  désignant  le  rang  d'un  terme  quelconque;  donc  le  terme  général 
correspondant  à  la  première  partie  est 

• 
Ainsi ,  le  t^me  général  qui  correspond  à  la  proposée  (a)  est 

rn(a  +  6;,)_6-|  «»  +  (n-»)^ 

404.  Le  cas  où  les  deux  racines  p  et  g  sont  imaginaires  semble 
f  aussi  devoir  faire  exception ,  puisque  l'expression  du  ten^e  général 

^  renferme  les  quantités  p  et  q,  et  qu'alors  elle  doit  être  elle-même 

compliquée  d'imaginaires.  Mais  U  est  facile  de  s'assurer  que  les  ima- 
ginaires se  réduisent  et  disparaissent  tout  à  faits 

En  effet ,  sî  Ton  remplace  dans  —  (  "t  +  "^  )  ^'S  A  et  B  par 

leurs  valeurs     A  =  -^--' — ,      B  = ^— ^ — , 

p—9  P—9 

p"r{p—9) 

expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  fomie 

Cela  posé,  si  Ton  a         j»  =  r  +  s  v^ — i, 
on  a  aussi  nécessairement    y  =  r  —  s  sj —  i; 
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d'où      pj  =  r*  +  «V   p"^^  [r^  +  «*)%    j)*^*  g*"*  =  (r*  +  s*}*^% 

(en  développant  par  la  formule  du  binôme  et  réduisant);  enfin, 


P 


,n-l 


—  q'^^=.^K  s/ —  1. 


Le  terme  général  devient  donc 

+ 


""[«(r^ 


«A: 


»a\n  "T" 


6A' 


^.î\n-i  j  ^**    ; 


expression  tout  à  fait  débarrassée  d'iraàgtnaires.  ^ 

405.  jRemarqite.  —  En  réfléchissant  sur  la  marche  que  Ton  a  suivie 
pour  la  détermijiation  du  terme  générai  relatif  à  une  sérfe  récurrente 
du  second  ordre,  on  aperçoit  facilement  que  la  question  est  ramenée 
à  la  déeomposiiton  d'une  fraction  rationnelle  en  fractions  simples  ;  pro- 
blème qui  a  été  résolu  à  la  fin  du  huitième  chapitre  (n"'  3^79  etsuiv.). 

Tant  que  les  racines  du  dénominateur  égalé  à  o  seront  inégales, 

A  —  ^      • 

la  décomposition  en  fractions  de  la  forme '  pourra  toujours  être* 

Jv       '    p 

opérée;  et  la  détermination  du  terme  général  se  réduira  à  celle  d'un 
terme  général  d'une  série  récurrente  du  premier  ordre.  Mais  s'il  y  a 
des  racines  égales,  on  sera  conduit  à  la  recherche  du  terme  général 

d'une  expression  telle  que  r r^  ou— ^-;;^(i^ )    j.ce  qui  est 

toujours  facile  par  Tapplication  de  la  formule  du  binôme.  Toutefois, 
pour  ne  rien  laisser  à  désirer,  il  reste  à  indiquer  comment  on  peut 
arriver  au  terme  général  d^expressîons  telles  que 

-       A  A  A 

%. 

406.  Soit  d*abord l'expression  - — •  '  <\^, 

{x — py 

qui  revient  à         k[x — pY^    ou 3(1 )    . 

On  a  il 


X' 


-8 


X 


=  1+3.  -  + 
P 


3.4    œ*   ,   3.4.5 


•]5ï  + 


p/  ■  '        p   '      2      p"i   ■  .  a.3 

et  le  terme  général  de  cette  série  est  évidemment 

3.4.5.6...  (w — ij.wfn+i)  x""-^ 


x^ 

-L-L 
•    j^  •  •  •  ^ 


ou 9  en  simplifiant, 


a  .  3  .4*  5  .  ..(w —  1) 
n(n-f-  1)   x"~* 


P 


n-l 


V 


.n-l 


512  SOMMATION 

Donc  le  terme  général  de  Texpression  proposée  est 

A    n(n+i)  a?**'*            ,.              nin-^-i)    'A 
5>  'Zrix^    ou  bien ^— ^— • -tiï •  ^"*. 

De  tinême^  , rr     revient  à        ^  (  i 1    : 

.    /        a?\-*         ,  ,    j?  ,   4.5  a;»,   4,5.6  x» 
mais  (i )    =1+4. --^ .  --  -| --.  -r  +  . . .,  sene 

\        PJ  p  !i     p^  2.5     p*   ] 

dont  le  terme  général  est 

4.5.6.7.  ..(n —  1).  n.(n-^  ^){^'\-  2)    af"* 

^  a. 3. 4. 5. 6. 7  .  ..{n — 1)  'p"*' 

.  -  .      -  n{n  +  1)  (n4-  a)    â?""* 

ou,  en  réduisant,  — ^ — ■ — '-^^ — - .  — r. 

1.2.3    -      /?**-* 

Donc  on  a^  pour  le  terme  généhd  de  l'expression  proposée  > 

A    n(n+.)(n  +  »)£r;,o„  bien "<"+')!"+'') -i:,.^'...; 
/)♦  2.3  p*-*'  2.3  ;>"^' 

e^  ttîVwe  de  «W2Ve. 

Ainsi>  nous  pouvons  regarder  comme  résolu  complètement  le  pro- 
*blème  de  la  détermination  du  terme  général  d'une  série  récurrente. 

Seconde  question.  —  Sommation  des  séries  récurrentes. 

Cette  question  se  divise  en  deux  parties  : 

Ou  Ton  demande  la  somme  des  termes  de' la  série  tout  entière ,  c'est- 
à-dire  la  fraction  génératrice  qui  a  donné  lieu  à  cette  série,  ou  bien, 
la  somme  d'un  nombre  limité  de  termes. 
i  La  première  partie  est  la  plus  facile  à  traiter. 

*  407.  Première  partie.  —  Soient  A,  fi,  C,  D,  E,  F,  • . .  les  termes 

d^une  série  récurrente;  et^  pour  fixer.  le$  id^,  .supposons  qae  la 
série  soit  du  troisième  ordre.  Mais  ce  que  nous  allons  dire  s'appliquera 
aisément  à  une  série  d'un  ord^e  quelconque. 

La  méthode  est  analogue  à  celle  qui  a  été  suivie  (n^'193)  pour  les 
progressions  par  quotient.      ^ 

Désignons  par/>,  q,  ries  quantités  qui  forment  l'échelle  de  rela- 
tion^ c'est-à-dire  les  quantités  constantes  par  lesquelles  il  faut  multi- 
plier G,  B,  A,  pour  former  D,  puis  D,  B,  C,  pour  former  E,  et  ainsi 
de  suite;  on  aura  les  relations 

D==Gp-t-By  +  An, 
E  =  Dp  +  Cq+Br, 
F  =  E/?  +  D^  +  Cr, 
G==F/>-fE5r-f-Dr, 
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Ces  relations  sont  en  nombre  indéfini;  donc,  si  on  les  ajoute  terme 
à  terme,  et  que  Ton  appelle  S  la  somme  ou  la  fraction  généraÉrice 
cherchée,  on  obtiendra  ^ 

S  — A  — B  — C  =  p(S— A  — B)  +  j(S-4)  +  rS, 

^>  ^  V     AAA  •*         û      p(A  +  B)  +  5A  — (A  +  B  +  C) 
d'où  Ton  déduit        S = ^ — ■ —    ,      , — ^ — • ■ — -. 

P  +  Ç  +  r  —  i 

En  suivant  la  même  marche  pour  les  séries  du  premier,  deuxième^ 
quatrième,  .  •  •  ordre,  on  peut  former  le  tableau  suivant  : 

i«'ordreS  =  -— ^, (i) 

,,...s^M-(A  +  B)       ;• ; ^  I 

3.  g_j>(A  +  B)  +  yA-(A  +  B  +  C) 

P+Ç+r—i  ' '    ^  '  ! 

_  p(A+B+C)+g(A+B)  +rA-(A+B+C+D) .     - 
'*••'■  pJ^.q^r  +  s^i  '    ^^ 

....  et  ainsi  de  suite.  \  . 

Soit  pour  exemple  la  série  du  troisième  ordre , 

dont  l'échelle  de  relation  se  compose  dé  Fénsemble  des  quantités 

( — X,    +20?%    — 3a?'); 

on  trouve,  en  appliquant  la  formule  (3),  et  observant  que  Ton  a.      -  ^ 

A=  1,  B= — 20?,  C=3a?*,  p=:  —  a?,  y  =  +  ao?*,  r  =  —  3a?*, 

ç^ — ^(i. —  aa?)  +  ^x* —  1  +  aa? — 3a5?  _^         i  — x-^x^ 

—  ay  +  aa?'  —  ix^ —  i     '  i  +  a?  —  aa?*  +  5a?'  * 

11  arrive  quelquefois  que,  dans  la  série  proposée,  les  deux  ou  trois 
premiers  termes  ne  sont  pas  compris  dans  la  loi  de  récurrence.  Cela 
provient  (n**  184)  de  ce  que,  dans  la  fraction  qui  lui  a  donné  nais- 
sance, le  degré  du  numérateur  est  plus  élevé  que  celui  du  dénomi- 
nateur. Dans  ce  cas,  pour  obtenir  la  fraction  génératrice  ^  on  com- 
mence par  faire  abstraction  des  termes  dont  on  vient  de  parler;  puis, 
après  avoir  obtenu,  d'après  les  formules  précédentes,  la  somme  des 
mitres  termes,  on  y  ajoute  les  termes  dont  on  avait  d'abord  fait 
abstraction,  en  ayant  soin  de  réduire  le  tout  en  une  seule  expression 
fractionnaire. 

408.  Seconde  partie.  —  Dans  les  formules  précédentes ,  il  n'entre 
que  les  premiers  termes  de  la  série  et  les  quantités  qui  forment  Téchelle 
de  relation.  Mais,  si  Ton  deùiande  V expression  de  la  somme  d'tm 

Atg.  «.,  Il"  éd.  33 


\ 


/ 
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nombre  déterminé  de  termj^,  il  faut  ei)  outre  connaître  les  demiws 
termes  de  la  $^rie. 

Soit  encore  iine  série  récurrente  du  troisième  océte,  dont  les  pie^ 
miers  termes  sont  A^  B^  C^  D,  E^ . . . ,  Féchelle  de  relation  (p,  Çj  r), 
et  les  derniers  termes^  K^  L,  Âf,  N. 

Puisque  la  série  est  du  troisième  ordre,  on  a  les  relations 

D  =  Cp  +  Bî  +  Ar, 

PrirEp  +  Dj+O, 


« 

[Le  nombre  de  ces  relations  est  limité  et  4gal  au  nombre  des  termes 
dont  on  cbercbe  la  somme,  dimii^ué  de  trois^] 

Cela  posé,  en  les  ajoutant  terme  à  terme,  et  désignant  par  S  la 
somme  chercbée,  on  a  évidemment 

ft--A— B--.C=j9(S— A— B^N)+j(S— A— N— M)+r(&--N— M— L)  ; 

d'où  l'on  tire 

g_/>(A+B+N)+g(A+N+M)  +  r(N  +  M  +  L)-(A+B+C) 

P  +  Ç  +  r—i 

On  pounrwt  également  obtenir  les  sonuoes  rdalives  à  une  série 
récurrente  d'un  ordre  quelconque. 

En  comparant  cette  formule  avec  la  formule  (5)  du  n*"  407 ,  on 
voit  : 

i".  Que  cellee-ci  se  4éduil  de  celle  qu'on  vient  d'obtenir  en  négli- 
geant tous  les  termes  affectés  de  L,  M ,  N> .  • .  ; 

2°.  Que,  pour  appliquer  la  formule  (3),  il  sufiSt,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit ,  de  connaître  les  trois  premiers  termes  et  l'échelle 
de  relation  ;  tandis  que,  pour  faire  usage  de  la  formule  précédente , 
il  faut  absolument  avoir  les  expressions  des  trois  termes  qui  précè- 
dent celui  auquel  on  a  arrêté  la  série  :  ce  qui  exige  que  l'on  sache 
trouver  le  ternie  général  de  la  série ,  c'est-à-dire  l'expression  d'un 
ternie  de  rang  quelconque ,  question  qui  devient  très-compliquée 
quand  la  série  est  d'un  ordre  un  peu  élevé. 

400i  Au  reste,  les  formules  relatives  au  cas  de  la  sonune  d'un 
nombre  déterminé  de  termes  s'appliquent  principalement  aux  séries 
récurrentes  numériques. 

Soit,  par  exemple,  une  série  récurrente  du  troisième  onire,  dont 
les  trois  premiers  termes  étant  i ,  2,  3,  le  suivit  est  égal  au  double 
du  troisième,  augmenté  de  la  somme  des  deux  premiers^  le  cinquième 
est  égal  au  double  du  quatrième^  augmenté  de  la  somoiie  du  troisième 
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et  du  deuxième  3  et  ainsi  de  suite.  Le  développement  de  cette  série  sera 
1,     2,    3,    9,     23,^  68,     i48,     377,    960,     2445,    6227,.... 

Gela  posé,  pour  obtenir  la  sooune  des  onze  premiepi  termes,  on 
fera^  dans  la  formule  ci-dessus, 

A=i,  B=2,  C=3,  />=2,  î=i,  r=i,  N=6227,  M=2445,  L=96o; 

.,               ^      îiX623o4-8673-f  9632  — 6 
ce  qm  donnefa    S  «»  — ^ --^ — ^ — -^^ — ^—  =  io!iS3. 

Si  l'on  demandait  la  somme  d'un  plus  grand  nombre  de  termes  ^^ 
par  exemple  la. somme  des  30  premiers  termes,  il  faudrait  poussa 
la  série  jusqu'au  cinquantième  îndusivemèAt^  ce  qai  ne  lasserait 
pas  que  d'être  ifbrt  loo^. 

Ou  bien  y  il  faudrait  former  directement  les  quarante-huitième,  qua- 
rante-neuvième ,  cinquantième  tenues^  d'après  l'expression  du  terme 
général.  Or,  pour  obtenir  celui'^i  par  la  méthode  exposée  précédem- 
ment, on  commencerait  par  mettre  la  série  proposée  sous  lu  forme 

1  +  2X  +  3a?'+9a?*+a3a:*-f  58x'  +  .. .;. 

on  rechercherait  la  fraction  génératrice  qui  a  donné  lieu  à  cette  série, 
et  on  la  décomposerait  (n*  402)  en  trois  fractions  simples  pour  cha- 
cune desquelles  on  obtiendrait  un  terme  général.  Faisant  ensuite  la 
somme  de  ces  trois  termes^  généraux,  on  aurait  celui  de  la  série 
1  +  2^  +  ix^  +  •  •  •  J  ^^A^  y  ^^  supposerait  x  s^  i ,  ce^  qui  donne- 
rait 1^  jtirme  général  de  la  série  .1  +  a  +  3-h9'+'23»  +  *-..JMaisil 
est  facile  de  s'assurer  que  tous  ces  calculs  sont  souvent  impraticables. 
En  effet ,  si  Ton  applique  la  formule  (3)  du  n**  407  à  la  série 
i^^sù-^ix^^Qo^ ■\-. . .,  en  y  supposant  A=i,  B=i2a?,^ 
G  =  3x%    />2=  20?,    q  =  x^,    r  =±:a?',  on  aura 

*  1  * —  a  Jî* 

8  = 


l  —  2X  —  X^-^sfi* 


Or  l'équation  x'  +  ^  +  î*^  — 1  =  0  ne  peut  évidemment  avoir 
qaedes  racines  incommensurables;  ainsi ^  la  décomposition  de  la 

fraction 5^ r  en  fractions  simples  ne  peut  se'&irè 

1  —  QiX — 0?'  —  x^ 

d'une  manière  exacte. . 

Gés  réflexions  prouvent  que  certains  résultats  analytique^,  simples 
en  théorie,  sont  quelquefois  peu  susceptibles  d'application. 

410.  Nous  terminerons  la  théorie  des  séries  récurrentes  par  l'expo- 
sition d'un  moyen  dû  à  I^agrange,  powfreconnaitre  si  une  série  pro^ 
posée  est  de  la  nature  des  séries  récurrentes, 
Ge  moyen  est  fondé  sur  les  observations  suivantes  : 
1*.  Si  la  série  proposée^  que  nous  désignerons  par  S,  est  une  série 


\« 
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récurrente  du  premier  ordre  »  elle  provient  d'une  fraction  de  la 

.  o'  +  b'x      ^  ,  b' 

Or  on  a  .  — -^ —  =  -  +  -«, 

a        I  a      a 

ce  qui  prouve  que  la  fraction  renversée  ^  ou ,  ce  qui  revient  au  mème^ 
l'unité  divisée  par  la  série  proposée  ;  S,  doit  donner  pour  quotient  une 
fonction  entière  de  x  (n»  230)  égale  à  p  -p  qx.  Si  cette  division  ne  se 
f^i  paé  exactement,  c'est  que  la  série  (en  supposant  qu'elle  soit  ré- 
currente) est  du  second  ordre  ou  d*un  ordre  supérieur. 
9^  Si  c'est  une  série  récurrente  du  second  ordre^  elle  provient 

d'une  fraction  de  la  forme   ,  ,  J"  . — n  >  ^r  on  a 

a  +  à  oc  4-  c  a:*  ' 

a*  +  b'x  +  e'x*      a'     'ab'—ba'       \  û*c'—b[ab  —  b(/)     , 

a-^-bx  ^         a  a*  à^(a-^bx) 

ou  y+yor+^-^.a;*; 

ce  qui  prouve  que  Vunité^  divisée  par  S,  doit  donner  lieu  à  un  quotient 

entier  de  la  forme  p  +  qx ,  plus  un  produit  de  x*  par  une  série  récur^ 

rente  du  premier  ordre ,  c'est-à-dire  qu'en  désignant  par  S'a?*  le  reste 

auquel  on  parvient  après  avoir  divisé  i  par  S  et  obtenu  le  quotient 

S 
p  +  qx^aa  doit  trouver  ^,  égal  à  un  quotient  exact  de  la  forme 

p  -f-  q'x;  et  ainsi  de  suite 

4il.  Guidé  par  ces  considérations,  Lagrange  a  donné  la  règle  soi* 
vante  pour  reconnaître  si  une  série  proposée  est  récurrente. 

Soit  S  =  A  +  Bar  +  CLp*  +  Dx» +.•.  cette  série.  ' 

lo.  Divisez  l'unité  par  S,  et  poussez  l'opération  jusqu'à  ce  que  vous 
ayez  un  quotient  de  la  forme  jpA'  +  ç'x,  et  tel  que  S'a?*  (S'  désignant 
"une  série  indéfinie  de  la  forme  A'  +  B'x  -f  C'a?'  +  ...). 

2**.  Divisez  S  par  S',  e^  poussez  l^operation  jusqu'à  ce  que  vous 
ayez  un  quotient  de  la  forme  p'-\-  q^x,  et  un  reste  tel  que  S"a:*{S' 

étant  égal  à  A'' +  B"a;+GV +  ...).  ' 

5°.  Divisez  S  par  S",  et  poussez  l'opération  jusqu'à  ce  que  vous 
ayez  un  quotient  de  la  forme  p"  +  j"a? ,  et  un  reste  tel  que  S^'a?*.. 

4*.  Divisez  S"  par  S'",  et  poussez  l'opération  jusqu'à  ce  que  vous 
ayez  un  quotient  de  la  forme  de  p'"  +  q"'Xy  et  un  reste  Sa;'^,'  et  ainâ 
de  suite.  .  . 

Dès  que  l'une  de  ces  divisions  se  fiût  exactement,  la  série  proposée 
est  récurrente,  et  Tordre  de  la  série  est  marqué  par  le  rang  de  la 
division  qui  i^'est  &ite  exactement. 

Quaift  à  l'écheile  de  relation  de  la  série ,  on  l'obtiendrait  aisément 
(n«  184.)  si  Ton  pouvait  obtenir  la  fraction  génératrice. 
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Or  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  troisième  division  se 
fasse  exactement.  , 

On  aura  donc  la  suite  d'équations  , 

^=P   +ÇX  +  -X*, 

8" 


La  dernière  donne  rr  = 


d'où ,  en  substituant  dans  la  seconde  y 

s_„, ,  ^„ ,     ^v   _(p'+V^)r+/x)+^ 

S'     ^^^    ^  p".+q''x~  p"-hfx 

Donc  S'_  p-'  +  fa: 

.      ,         S     ■(p'^^é){p''  +  q"x)  +  x'- 
Substituant  cette  valeur  dans  la  première  équation ,  on  trouve 

»  1         ,  ■  {p''^q"x)x*     .:  .. 

â=P  +  gx+  ,  ,  ,  y^.,  „  . — TTT-i — i»  ou  bien 
g      ^11        \p-\-qx)[p' ■\-qx)-{-x' 

1       [p  +  qx]  [p  +  t^x]  (p"  +  fx)  +  {p+.qx)x*+(p"  +  fx)x'  _ 

S    ■  (j3'  +  ^x)(j3"ri-î"a:)"+«» 

donc  enfin 

g^ (/  +  ç[x)  (p" -h^'x) H- a;' 


«V 


"Wi^ii^MMM^ 


expression  qui,  simplifiée ^  est  de  la  forme 


et  l'écbeBe  de  relation  est  alors  (n'  184)  '• 

v~'rf^'  "â''^'  ~^*;* 

Prenons  pour  exemple  la  série 

1,  3,  6,  10,  i5,  21,  28,  36,  45>..., 
dont  chaque  terme  s'obtient  d'après  l'expression  générale... 

^l^-T^j  ^  ^  désignant  le  rang  du  terme  que  Ton  veut  former, 
a 

Pour  reconnaître  si  cette  série  est  récurrente ,  on  la  mettra  d'abord 

sous  la  forme 

i  _|- 3a?  +  6a;^  +  lox*  +  i5*ç*  +'î5i^*  +  28j?'  +  56a?^' -f  4^0;*.+  . . . 
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Cela  posé  9  en  appliquant  la  règle  ci-dessus  ^  on  trouve 

(8'  ayant  pour  développement  ' 

3 +  8x+i5j:*  +  a4ar»4-35a:*  +  /;^  +  65a:* +  800?" +99X» +...); 

S'""3+8x+i5j:»+,..  ""5"^9^"'"9  'S' 

(S"=i+3x+  6a?* +100:»+...); 
g_  3  +  8a?+iSa?»  +  ...  _ 
8''—i+3a:+6x«+ioa?*  +  ...  "^        ^' 

quotient  exact. 
Ainsi,  la  série  est  récurrente'et  du  troisième  ordre. 
Pour  obtenir  l'édielle  de  relation^  rapprochons  les  équations 

g=i— 5a:  +  g..a?% 

8  _i     1      a?»  s;; 

S'"^5  +  9^  +  7"8"' 
8'_, 

8*'  • 

la  dernière  donne       -^  = 


d^où 


S'  ""3  — a:' 

S 3  +  ag  ,  a?*       1 

8'""     9     ^^*^  —  x 


et,  par  conséquent,    3  «  »  — 3» +«'(3— x)=i — 3a?+3aî»— «'; 

1  1 

donc  enfin  S  = -z — ,  ■  »  •  '     «  ^^ }  '        ;^  • 

,1— 5a:  +  3a?* — a?'       (1 — x)* 

Ainsi  l'échelle  de  relation  de  la  série  ^i  +  5a;  +  6a?'  +  ...  se 
compose  des  quantités  (3a?,  — 3a?',  +a?»)^  et  Téchelle  de  relation 
de  la  série  proposée,  1 +  3  +  6+ 10+.. .,  est  Pensemble  des 
nombres  (3,  — 3,  +  1),  ce  qu'il  est  fecile  de  vérifier. 

Par  exemple  l  le  terme  28  se  compose  de  la  somme  des  produits 

des  trois  termes ,  ?i,  i5,        itf, 

multipliés  respectivement  par  3,     — ^  3^    -|.  i. 

N.  B.  —  On  voit  encore  que  la  règle^  précédente  donne  le  moyen 
de  retrouver  Téchelle  de  relation  d'une  série  récurrent^ ,  quand  b 
trace  en  a  été' perdue.     .  • 
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g  II.  DES  SÉRIES  DE  NOMBRES  FIGURES  ET  DE  CELLES  QUI  EN  DÉPENDENT. 

îl  existe  encore  une  certaine  classe  de  séries  pour  lesquelles  on 
peut  obtenir  facileinent  le  terme  général  et  V expression  tfç  là  somme 
d'un  nombre- limité  de  termes  :  ce  sont  lés  séries  numériques  qui 
tirent  leur  origine  d^une  progression  par  différence. 

^  A\%  Détermination  du  terme  général  de  la  série 

a«*  +  **** +c'^  4- rf** +-. . .  ,^ 

a,  ô,  (?,  d, . . .  étant  les  termes  d'une  progression. par  diffêrence. 
On  a  vu  (n®  186)  que,  dans  toute  progression  par  différence, 

T  a ,  b  .c,d  .e  •f  .g ,h , , ,  ,y 

le  terme  général,  Z,  a  pour  expression  l=a-\-{n —  i)r,  r  désignant 
la  raison  et  n  le  nombre  des  termes;  donc  le  terme  général  de  la 
série  des  m**^**  puissances  des  différents  termes  de  cette  progression 
a  pour  valeur, 

l'^  =  [a-\-[n—i)rf'. 

Soit  proposé,  pour  exemple,  de  trouver  le  quinzième  terme  de 
la  série  des  cinquièmes  puissances  des  termes  de  la  progression 
f  1 . 3 •  5 .  7  *  9 . 1 1 .  i5.  • .  .  On  aura,  en  faisant  dans  là  formule, 
n=i5,  m  =  5,  a=  1,  r=^2, 

/'*=(!  + i4X2)'  =  29*=ao5iii49. 

•  413.  —  Sommation  des  termes  de  la  série 

Gy  b,  Cy  d,...jk,  l  étant  les  termes  d'une  progression  p^  différ- 
rence. 
On  a,  tf après  la  formule  dû  binôme, 

m  "*~"  I 

77}~*"  1 


/«»  =  (jfc  +  rr  ==  A«»  +  mril^-i  +  m  ^ r^l^*  +  .... 

2 

Ajoutant  ioutes  ces  égalités  membre  à  membi^e,  et  désignant  par 
S«,  S«,_i,  S^_,,...,  Sj,  S,^  les  sommes  des  w»^"»^',  (w— i)'^"»",... 
puissances,  on  obtient 


\ 
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ou  réduimil, 

/•-lflr=i»ir(8^,—/-^»)+m^=^r»(S^,— /-•)+...,    (A) 

formule  qui  renferme  les  sommes  des  puissances^  depuis  S..^  jus- 
qu'à S^  inclusivement. 

(S,  étant  égala  a* +  **  +  c^  +  . ..  +  !:•  +  /•,  équivaut  à  n.) 
Pour  fiiire  connaître  l'usage  de  la  formule  (A)^  faisons  successive- 
ment m=  1^  a^  3y  4»  ^*  •  •  • 
Soit  j  1*.  m  =  1  ;  on  trouve 

l  —  a  =  r(S^  —  P);  d'où  So= \'i=' i--^=n, 

résultat  que  Ton  connaît  déjà. 

a».  m  =  a;    ilvient   /«-*.a*  =  ar(S4— /)  +  r«(S<^  — T), 

d'où  s.-/  =  ^-rii^;        ' 

donc      s_fl-:£^rii±£)=(^+'')'(^-«+r) 

ar  ar  ar 

^u  Ken,  à  cause  de    l=za-\-(n —  i)r,  d'où  /  — a-|-^=«''j 

(l  +  a).nr       {l  +  a)n 
*  ar  a 

résultat  qui  est  encore  connu  (n""  187). 
3^  m  =  3;  la  formule  (Â)  devient 

/•_a»=3r(S,  — r)-f3r«(Sj— /)  +  r*(S,— /<»), 

résultat  qui  fera  connaître  S,  en  fonction  de  S^  et  de  S^. 
4«.  m  =  4; 

et  cette  formule  donnera  S,. en  fonction  de-S,^  S^,  S^;  ainsi  de  suite. 
D'où  i'on  voit  qu'on  pourra  toujours  obtenir  la  somme  des  puis- 
sances semblables  d'un  nombre  déterminé  de  termes  en  fonctioD  des 
sommes  des  puissances  inférieures ,  quels  que  soient  lès  degrés  de  ces 
puissances. 

AU.  Prenons  pour  exemple  la  suite  naturelle  des  nombres 

1,  a,  5,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  ...  , 

'  e\  recherchons  la  somme  des  carrés,  des  cubes,  etc.,  des  n  premiers 
termes. 
On  a,  d'après  les  formules  précédentes,  et  en  observant  que 

a=i,    r==i,     l=^n,    S^  =  w, 

n(n4-i)  n'+w 

8^  =  -^^ — i— £,    ou     ~— . 


l^ 
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a^           n»— i=:r3(S,  — «•)  +  3(Sj  — n)+n— i;  donc 

„         ,  ,  n*  —  1       n*  —  n       n — i       an'  +  ^^^'  +  w 
S,=n'  +  -^ 1 -T-  = 6--^' 

ou  bien  encore ,  S,  =  -^ — ' — -„ — = —  . 

a .  3  ,         N 

.  donc    S,  =n'  H ; — : ■ , 

ou  b,_ ^ _  =  ___ (SJ. 

On  trouverait  pareillement 

S.  = ' --^ :  et  ainsi  de  suite. 

3o  ,  , 

N.  B.  —  Afin  de  distinguer  les  sommes  des  puissanoes  semblable^i 
des  termes  de  la  série  naturelle  t,  2^  3, . . . ,  des  sommes  relatives  à 
toute  autre  progression,  nous  désignerons  dorénavant  les  premières 
par  /i .  /î>  /s  »  •  •  •  ^  /pî  «^  voici  l'usée  : 

415.  On  peut  toujours,  à  Taide  de  ces  expressions,  obtenir  la  va-, 
leur  de  la  somme  d^un  nombre  quelconque  de  termes  d'une  série  dont  le 
terme  gméral  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  du  nombre  des 
termes  que  l'on  considère. 

Soit ,  pour  fixer  les  idées,  une  série  dont  le  terme  général  est  an^^ 
a  étant  un  nombre  connu  quelconque ,  p  un  exposant  entier  et  po- 
sitif, n  le  rang  du  terme  que  Toa  considère,  i 

La  série  proposée  est  alo^s  de  la  foroite 

série  qui  revient  évidemment  à  ,       • 

a(iP+aP  +  3''-j-4*'+...+n''J  =  a./p. 

De    même,    une  série    dont  le  terme  général   est  exprimé  par 

a. n?db6.«'±(?.«%  revient  à-^ 

a(lï»+ 3"  + 3P +  ...  +  «'')  J 
±é{i«+2'  +  3«  +  ...+n')  j  =û./^dzA./,±c./,. 
*itc{r-f-2*-  +  3*-  +  ...  +  «'')  I  "     .       ^ 

Or  les  expressions  /^ ,  /, ,  /^  sont  connues  d'après  les  formules  du 
n**  AiA;  ainsi  la  somme  des  n  premiers  termes  delà  série  proposée 
est  également  déterminée. 

4i6.  Application  aux  séries  de  nombres  figurés,  —  On  appelle  ainsi 
les  séries  que  Fon  déduit  d'une  progression  par  différence ,  dont  le 
premier  terme  est  Tunité,  et  la  raison  un  nombre  entier,  en  faisant 
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successivement  la  somme  des  deux  premiers,  des  trois  premiers,  des 
quatre  premiers,  . .  .  termes  de  la  progression,  et  opérant  ensuite  sur 
la  nouvelle  série  que  Ton  obtient  par  ce  moyen ,  comme  on  a  opéré 
sur  la  progression;  et  ainsi  de  suite. 
Soit  d'abord  la  progression  naturelle  des  nombres 

•r   !♦      2.      3.      4»     ^*         ^»         7*  • 

1,    5^    '6>  10,  i5,    21,    28. . 
1,    4>  10^  20,  35,    56,"   84- 
Les  séries ^1,    ^,  i5,  55,  70,  126,  210. 


•«*.*• 


ddnt  la  première  se  forme  en  ajoutant  alternativement  les  deux  pre- 
miers, les  trois  premiers,  .  ..termes  de  la  progression  proposée,  dont 
la  seconde  se  forme  à  V aide  de  la  première  comme  celle-ci  s'est  formée 
au  moyen  de  la  progression ,  dont  la  troisième  est  déduite  de  la  se- 
conde comme  celle-ci  l'a  été  de  la  première^  ...  ;  ces  séries,  di**je, 
soiit  celles  des  nombres  fibres  de  la  première  classe. 

La  première  est  la  série  des  nombres  triangulaires; 

La  seconde,  celle  des  nombres  pyramidaux  triangulaires. 

Les  séries  qui  viennent  après  la  seconde  n'ont  pas  reçu  de,  dénomi- 
nations particulières. 

La  progression  ti.3.5.7.o.ii...2« —  1  donne  naissance  aux 
nombres  figurés  de  la  seconde  classe;  et  les  séries  qui  Bn  dépendent 
soniy  d'après  la  loi  ci-dessus, 

1,  4^    9t  ^^j  ^^7  36  k . ., 
I9  5,  i4s  3o,  55,  91  • . .,  ' 


La  première  de  ces  "deux  séries  est  la  suite  des  nombres  carrés;  la  se- 
conde, celle  des  nombres  pyramidaux  quadrangulaires. 

Ces  dénominations  proviennent  de  l'analogie  que  ces  nombres  ont 
avec  certaines  figures  géométriques. . 

417.  Les  séries  qui  viennent  d'être  formées  jouissent  de  plusieurs 
propriét-és  cuPieuses^  dont  nous  ferons  connaître  lâ  plus  inlportante  : 
c'est  que  Von  peut  toujours  former  leur  terme  général  ^  et  obtenir 
l'expression  de  la  somme  des  n  premiei^s  termes^  en  fonction  des  guan- 

tltCb  Ji,  /g,  /g,-  •  •  • 

En  effet,  pour  une  progression  quelconque,  la  première  des  séries 
qui  en  dérivent  est  telle,  que  son  n'*"»*  terme  est  égal  ^  la  somme  desn 
premiers  termes  de  la  progression  proposée;  donc,  Y  ce  terme  peut 
toujoure  être  exprimé  rationnellement  en  fonction  de  n;  2*  puisque 
ce  terme  général  est  jme  fonction  rationnelle  de  w,  la  somme  des  n 


#  /■ 
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premiers  termes  peut  (n**  413)  être^  exprimée  au  moyen  des  sommes 
/i ,  /j,  /j, . . .',  tient  les  valeurs  sont  con;iues. 

Ainsi^  soient  la  progression  f  i.  a.     3.    4-    5^,  ., 
et  leë  suites  qui  en  dérivent  i,  5,    6,  lo^  i5.  ..y 

I,  4;   lû,  20,  55. .  •, 


La  somme  des  termes  de  la  progression  étant  ^  ,  le  terme 

a 

'  général  de  la  première  suite  est^         ^  ,  ou  — |-  -  ;  donc  (n*^  415) 

a  a        a 

la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  suite  a  pour  expression 

•       '  a  a 

ou,  remplaçant  /,,  /i  par  les  valeurs  (n*  414) , 

•  .       ^  **....        n{n4-i)(n+a) 

expression  qui  peut  encore  s'écnre  amsi  î     -^ — ■ — *-^ — - — -  • 

De  môme,  le  terme  général  de  la  seconde  suite  étant 

n^  4- 3n*  4- 2n  »   •    .    i   •    ,    i 
' — 3 — L—      ou     -Ttr  +  -w*  +  -  n, 

on  a  pour  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  suite , 

ou  substituait  pour  /« ,  /% ,  S%  leurs  valeurs , 

â4        ""*  la  '"      6 

_  n*  4-  6  n*  +  1  in*  +  6  n  _  n  (n  4- 1  )  (n  +  a)  (n  +  3) 

a4      .  .  a. 3. 4 

On  aurait  de  même  pour  le  terme  général  de  la  troftsièfnd^te> 
n*  + 6w' 4- ii^*  +  6n  1     ..    1,.    11..    1 

— '-■ — b ' — »  ^"  77^  +7y  +  zr^+7^> 

a4  a4  4  a4  4 

et ,  par  conséquent,  pour  la  somme  des  n  premiers  termes , 

n* 4-. ion*  +  35 n'  +  Son*  +  a4n  _  n(n-j-' i)(n4-a)(n4-5)(n4^4)^ 

lao  a .  3 . 4  •  5  ' 

ainsi  de  suite.  , 
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N.  B.  —  n  est  à  remarquer  que  les  expressions  ^ 

n      n(n+i)       n(n +»)(«  + a)       n  (n  +  i)  (n  +  a} (n -}-  5) 
7'  â       '     .  âT3  '  a. 3. 4  ' 

ne  sont  autre  chose  que  les  termes  généraux  des  coeffidents  du  déve* 
loppement  de  (  i  — xY^s  en  supposant  successivement  m = a,  m = 3^ 
m  =  4,  m  =  5 , . . .  (  Voyez  à  ce  sujet  le  n*  406.) 

418.  Soient  encore  ies  nombres  figurés  qui  correspondent  à  la 

progression      vi.    3.      5.*    7.      9. ..an  —  i, 

savoir  1,    4*      9>     16,    a5 , 

1,    5>     14^    3o^    55 , 

4 • 

.*■•••«•.••..•••...•«.••*'•»•.. 

Le  n*^**  terme  de  la  série  des  nombres  carrée,  étant  la  somme  des 
n  premiers  termes  de  la  proposée ,  a  pour  expression 

(a» —  1  4-  \\n         , 

•^ — i— =:n'. 

a 

Donc  la  sonîmje  des  n  premiers  termes  de  cette  m^e  série  est 

.          ^                             an'   I   3n''-4~  71        * 
égale  à  /,,  ou  (n^  412)  à -^-^ — -ï— ,  expression  qui  jrevient 

.  n(n+i)(an  +  i) 

encore  à  — ^ — ■  ■  ^  ,     *     \ 

a  .3 

Le  n»*"^  ^^rwiw  de  la  seconde  série  étant i-^ — ■ — , 

oubien,  ^     in'+^.n'  +  in, 

on  a  pour  la  valeur  de  la  somme  dès  n  premiers  termes  y 

11        ,    ï  /     n*4-4'*'  +  5n*-f  an 

5/.+-/,+ë/i=— - — r; ' 

..  n(n  +  i)*(n+a) 

ou  bien  encore  — ^ — -ir-^ — - — -. 

3.4 

On  trouverait  de  la  même  manière  les  termes  généraux  et  somma- 
toires  des  séries  qui  résultent  de  toute  autre  progression  [*), 


m. -RETOUR  DES  SUITES,  OU  MÉTHODE  INVERSE  DES  SÉRIES. 

419.  La  méthode  des  coefficients  indéterminés  donne,  en  général  y 
le  moyen  de  développer  toute  fonction  de  x  suiyant  les  diverses 

f)  Voir  U  note  VUl  à  ia  fin  du  volume. 


>■ 


\ 


) 


XiTHODB  INVERSE  DES  SÉRIES. 


525 


puissances  de  cette  lettre.  Réciproquement ^  cette  fonction^  que  l'on 
peut  désigner  par  y,  étant  développée  suivant  les  puissances  de  x^ 
on  peut  y  par  la  même  méthode,  obtenir  le  développement  de  la 
qtiantité  x  suivant  les  puissances  de  y  i  et  c'est  en  cela  que  consiste  le 
retour^des  suites ,  ou  la  méthode  inverse  des  séries. 

Soit  y  =  a:p-f-*^  +  ^^*  +  ^^*+ •  •  •  (0 

la  fonction  développée  suivant  les  diverses  puissances  àex  (a,  b^c, 
o7, . . .  étant  des  quantités  connues);  on  demande  réciproquement  la 
valeur  de  x  eri  y,  c'est-à-dire  les  coefficients  du  développement 

x  =  Ay  +  By'  +  Gy'+'Dy'  +  . . . .  ^  (a) 

Pour  y  parvenir,  élevons  successivement  au  carré  y  au  cube  ^ .  •  • 
les  deux  membres  de  Téquation  (i)  ;  il  vient 


+  abc 

X    "Y'  •  •  .  • 


-{-^aù 

^      y*  =  a'ar*  +  Za*bx^  +  3a6' 

+  3a*c 

y*  =i  a*  a?*  +  ^ofhx^  +  •  •  •  ^ 
y»  =  a'ar*  +  . . .  ; 
d'où  >  subëtituant  dans  ^équation  (a)  et  ordonnant  ^ 


«•  +  ..., 


ka 


x-^-kh 


+  2Bai 


«*  + 


+  BÔ« 
+  aBûC 
+  3Ga*i 

Égalant  à  o  les  coefficients  de  Xj  x*,  x^,  x^, . . .,  on  obtient  les 
équations  .        .  / 

Arf+Bi»  +  2Bûç  +  3Ca»è  +  Da*=:o,...,  \      / 
desquelles  on  déduit  successivement 

1  kb b  __  —  kc — aBai       ai*  —  ac 

a\     ~       a*  "*~       '»•'        "" 

^       5abc  —  5b*  —  afd 
D= , , 


a' 


a' 


a' 


Ainsi  l'on  obtient  pour  le  développement  demandé , 
1  b      ^   .    ai*  —  ac 


X  =  -.y_-.y«  + 


a* 


5i'  —  5abc  +  à^d   ^  , 

y' tt r+.-- 


N,  B.  —  Si  Ton  a  un  développement  de  la  forme 

y  =  a  +  <w;  +  ia?*  -f  CX'H-  .  . . , 
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*" 

il  est  facile  de  s'assurer,  en  reprenant  la  méthode  ftécéàexâBf  que 
Ton  ne  peut  pas  développa*  x  suivant  les  puissances  de  la  fonction  y 
elle-même  ;  mais  on  peut  faire  y  —  a  =  2^c6qaidoim^ 

znzax  *\-  éoc*  +  ^^  +  •  •  •  • 

Posant  ensuite  a?  =  M  +  Bz'  +  Cz'  +  . .  • ,  on  déterminera  les 
coefficients  A ,  B  ^  C , . . .  ;  après  quoi  l'on  remettra  pour  z  sa  valeur 
y — a>  et  alors  1&  développement  de  x  procédera  suivant  les  poissan- 
ees^  non  de  ia  fonction  y^  mais  de  Fevpression  y = «. 

420.  Application.  —  Soit,  pour  premier  exemple ,  la  série 

^  =  a?  +  ^*  +  ^*  +  ^.+  ^  +  - •• 
Posons      '    x=Ay-f  By*  +  Cy*+Dy^  +  By*  +  ***- 

En  formant^  comme  CMiessus^  les  diverses  puissances  de  y,  et 
substituant  leurs  valeurs  dans  la  seconde  identité ,  on  obtient  les 
équations  suivâhtes  : 

A— 1  =  0,  A  +  B  =  o;A  +  aB  +  C=5:o,  A  +  3B  +  5Ç-|-D  =  o, 

A  +  4B  +  6C+4D  +  E  =  6;   ^         \ 

d'où  l'on  déduit  successivement  % 

A=i,    B  =  — I,    G  =  +i,    D=— ij    £  =  +!,♦.. 

Donc  ^=*y— y'+y'— 'y*  +  y>»»*  .        ^ 

Et,  en  effet,  ar  +  ai*  +  ^  +  •  ^'^  ^  wûe  série  récurrente  dont  la 

X 

fraction  génératrice  est  (n°  410)    • 

X  X 

Ainsi  l'on  a      y  = ,      d'où  Ton  tire      x  = 


Or^  en  développant  cette  dernière  expression  en  série  par  la  division^ 
on  trouve 

ar  =  y  — y*  +  y»  — /-f  y»  — 

Soit ,  pour  second  exemple ,  Téquation 

1        i.a       1.2.9       i.a.9.4 

dont  le  second  membre  n'est  autre  chose  que  le  développement  de 

^  (voyez  n«  229)* 
En  faisant  y  —  i  =  z ,  on  a 

X         X*  x^     '  x^ 

z  =, — \-  "       -j -] — -  -j- . . . 

1       1  .  a       1 . a. 5       1 .a. 5.4 

,   Posons  alors  x  =  Az  +  Rz*  +  Cz*  +  Dz*  +  • . .  (a) 


'  z_      z^       z^      z* 

X  —  —  T—  —r  -T-  -^  — ^  ■--  -4-  •  •  •  • 
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En  fonnant,  à  Paide  de  ridentité  (*),  les  diverses  puissancçs  de  z, 
puis  substituant  leurs  valeurs  dans  Tictentité  (s),,  on  sera  conduit 
aux  équations  suivantes  : 

A-i  =  o,:^+B=;o,^+B+G=o,4+--h~+D=*o,...î  . 
d^où  Ton  déduit 

s^  o  4 

Donc  le  développement  de'  a:  en  z  est 

z       z^"  .   z'       z^ 

4 
ainsi  Fop  a  pour  celui  de  0?  en  y. 

Observons  d'ailleurs  que  l'équation  y=f  donne  (n°  208)  dans 
le  système  népérien,       siz^Xy . -,       donc 

'     .--.-(y— ')     (y— 0*  1  (y—')'    (y— ')*  , 

^  ■ 

Tel  est,  en  effet  (n**  225),  le  développement  en  série  du  logarithme 
naturel  d'un  nombre. 

La  méthode  inverse  des  séries  est  d'un  usage  peu  fréquent,  parce 

'    qu'il  est  difficile  de  reconnaître,  diaprés  la  nature  des  calculs ,  une 

loi  de  formation  pour  les  coefficients;  et  Ton  est  souvent  obligé  de 

déterminer  un  grand  nombre  de  coefficients  avanf  de  pouvoir  saisir 

iîette  loi. 

421.  Nous  terminerons  ce  que  noufi  i(vons  à  dire  sur  œtte  méthqde 

par  la  remarque  suivante  : 
Si  Ton  a  une  équation  de  la  forme 

formée  par  deux  séries,  et  qu^on  veuille  exprimer  ^  en  ^  pâF  une 
fiérie  telle  que  y=Aa?-4-Bx^  +  Gj?^  +  - -"i  il  faut,  pour  obtenir 
A,  B ,  C , . . . ,  former  les  diverses  puissances ,  yS  yS  yS  v  >  ^  Taide 
de  cette  dernière  équation,  puis  les  substituer  dans  la  première^  ce 
qui  donne  alor^  une  équation  identique  çiu.  x-^  ,dûut  m  ég^  m^té^ 
ment  à  o  les  coefficients  correspondants! 

Mais  les  calculs  dans  lesquels  on  est  ainsi  entraîné  sont  souvent 
impraticables,  parce  que  les  coefficients  A,  B,  G,...  entrent  dans 
les  équations  de  condition  ^  à  des  puissances  de  degré  supérieur  au 
second.  "    ' 
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i  IV.  —  DES  SÉBIES  TRIGOSOMÉTBIQUES  ET  ORCCLAIlffiS. 

* 

Nous  coittpIétaroDS  la  théorie  des  suites  par  la  recherdie  du  déve- 
loppement des  trois  lignes  trigonométriques  jMincipaleSy  sin  â;^  oosa:, 
tang-x,  suivant  les  diverses  puissances  de  Tare  x,  séries  qui  servent 
à  la  confection  des  tables  trigonométriques. 

Développement  de  sin  x  et  de  cos  x. 

422.  Pour  résoudre  cette  question ,  nous  partirons  de  la  formule 

(cos  a  -f  sin  a .  y/ —  i)*=ioos  ma  +  sinma.  ^ — i, 

démontrée  (n**  380). 

Si  Ton  développe  le  premier  membre  de  cette  équation  d'après  la 
formule  du  binôme,  il  est  aisé  de  voir  que  le  développement  se  com- 
pose de  deux  parties  distinctes  r  une  partie  réelle  et  une  partie  affectée 

de  V— ï.  Or  pour  que  Téquàtion  précédente  puisse  exister,  il  &at 
qu'il  y  ait  séparément  égalité  entre  les  parties  réelles  des  deux  mem- 
bres et  entre  les  deux  parties  imaginaires. 

Supposons  donc  le  développement  effectué;  nous  obtiendrons  les 
deux  nouvelles  équations 

cos  ma  =  cos*a —  m . .  cos'^'a .  sin*a 

a 

m — 1   m  —  a  m  —  3        ^..       .  . 
+  m . • .  ' — - —  •  — ; — .  cos*~*a .  sm*a . .  • , 

a  5  4 

smma=:m.cos*~^a.sma — m. . — - —  .cos*"*û.  sm'a  + . . . . 

a  5  * 

Ces  formules  servent,  en  Trigonométrie,  à  déterminer  les  sinus  et 
les  cosinus  des  arcs  multiples,  ma,  en  fonction  des  sinus  et  cosinus 
de  l'arc  a;  mais  on  peut  aussi  en  déduire  les  valeurs  du  sinus  et  du 
cosinus  d'un  arc  en  fonction  de  cet  arc. 

423.  Observons  d'jabord  que ,  d'après  la  relation 

sin  a 

.tanga= , 

cosa 

on  peut  mettre  les  formules  précédentes  sous  la  forme 

^  /  m — i   ^      ,     ,        m — 1   m — a  m — 3   .       .  \ 

cosinar=cos**al  1 — m. .tang*û+^' • — ^ — • — ; — .tang*û— ...), 

\     •  a  a  5  4  / 


sinma=cos 


^    /*     ^                  w  — 1   m  —  a    .      s     ,       \ 
i*û  im . t^nga — m . •  — - — . tang'(ï.+ . . .  j . 


] 
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Cela  posé 9  faisons      maz=:x,      d'où     m=~;     ces  formules 
deviennent  , 

>o8x=co8-«(i-^.î=?.*ïî|!e+^.ï=:f.îi::lf.fz:Ëf.Ëîî|!f_..\ 

\        .      2  a*  \  3  5  4  a*  / 

^    /     tanga           a? — a  x  —  aa  iang'a   .        \ 
sina?  =  cos"»ô  (x.  — 2 x. .— - — . — ^ l  ...  ]. 

Remarquons  actuellement  que  les  trois  quantités^  a,  x  et  m  étant 

liées  par  la  relation  ma=.x  ou  m  =  -,  on  peut  Jaii^e  varier  m  et  à     .  . 

de  manière  que  leur  produit  x  reste  constant^  car  si  l'on  prend  pour  ô, 
par  exemple,  une  suite  de  valeurs  tout  à  fait  arbitraires,  les  valeurs 
de  m  y  correspondant  à  ces  valeurs  de  a  et  à  la  valeur  constante  de  x, 

'  X     - 

s'obtiendront  au  moyen  de  la  relation  m  =  -,  D'un  autre  côté  ,  l'on 

sait,  d'aprèsles  principes  de  la  Trigàmmétne^  que  plus  un  arc  a  dimî- 

•nne,  pins  il  approche  de  devenir  égal  à  son  sinus  et  sa  tangente  ;  ce 

.....  ,  sina       tanga  ^     , 

qui  revient  a  dire  que  le  rapport  — —  ou  — 2—,  tend  sans  cesse  vers 

runitéy  et  que,  quand  on  suppose  l'arc  moindre  que  tout  arc  donné, 
ce  rapport  ne  diffère  de  l'unité  que  d'une  quantité  moindre  que  toute 
grandeur  donnée,  en  termes  algébriques;  si  l'on  suppose  a  =  o,  il 

-,    ,.  ^  sino      tango 

en  resuite  = r-  =  i,^ 

o  o 

D'après  ces  considérations ,  faisons  a  =  o  dans  les  deux  formules 
ci-dessus  :  les  premiers  membres  ne  changeront  pasy  puisque  Ton 
suppose  X  constant  ;  mais  les  seconds  membres  deviendront 

/  X*        '         '  x\  x^  \ 

.    \  1.2  1.2.3.4  1.2. 3. 4. 5.0'  / 


•  I 


cos** 


\i  1.2.3  1.2.3.4.5  / 


d'ailleurs  on  a  cos  o  =  1 ,  d'où  cos"*o  ==  1 5    donc,  enfin,  l'on,  ob- 
tient 

x'^     ,         x^         .  x^  ,.v" 

,1.2  1.2.3.4  1.2.3.4.0.0 

,  ;     X      x""    ,      x'       ,     ,^.  ,„v 

.     sin  j:  = =  H ^  ^  ..  g  ""••  "  <  f  ^  '  ' 

1        1.2.3        i.2.5.4«5 


.  (*)  En  appliquant  aux  séries  (A)  et  (B)  les  principes  établis  à  la  fin  du  sixième 
A[g.B.,iVéd.  ^4 
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424.  Pour  faire  servir  ces  fonnoles  à  la  construction  des  tables 
trigonométriques^  il  faut  supposer,  i*  que  Ton  connaisse  le  rapport 
ic  =  5,i4i59â6. ....  de  la  circonférence  au  diamètre,  ou  de  la  demi* 
circonférence  au  rayon  ;  2°  que  x  représente  la  longueur  d'un  arc 
d'un  certain  nombre  de  degrés,  rapportée  au  rayon  pris  pour  unité. 

D'après  cela  ^  soit  proposé  de  déterminer  le  sinus  et  le  cosinus  de 
Tare  d^unc  minute. 

Gomme  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  i ,  a  pour  valeur 
3,1415926...,  il  vient,  pour  le  quart  de  circonférence,  1,5707963..., 
et  pour  Tare  de  1',  qui  est  le  10000****  du  quadrant  dans  la  division 
centésimale,  0,00015707963.  Il  suffit  donc  de  substituer  dans  les 
deux  formules  (Â)  et  (B)  cette  valeur  à  la  place  de  ^r,  en  calculant 
les  deux  premiers  termes  seulement;  car  il  est  visible  que  les 
autres  seraient  extrêmement  petits.  On  peut  même  observer  (^e,  les 
termes  étant  alternativement  positifs  et  négatifs.  Terreur  commise 
s'estime  (n°  176)  parle  premier  des  termes  que  l'on  néglige. 

Prenons,  par  exemple,  le  premier  terme  x  de  la  série  relative  au 
sinus,  pour  exprimer  sin  i';  Terreur  commise  est  moindre  que 

(0,00015707...)'      ^ 

' ^ — ^.    Or  on  a 

2.3 
{0,00015707. ..)'  < (0,00016)*,    ou    0,000000000004096; 

le  sixième  de  cette  expression  est  moindre  que  0,000000000001  : 
donc  la  valeur  de  sin  1'  ne  diffère  pas  de  Tare  lui-même,  dans  les 
douze  premiers  chiffres  décimaux. 

En  général,  tant  que  x  sera  une  fraction ,  jce  qui  aura  toujours  lieu 
si  Ton  considère  un  arc  moindre  que  le  huitième  de  la  circonférence 
(ou  So*») ,  les  deux  séries  seront  très-convergentes  ;  et  un  petit  nombre 
de  termes  suffira  pour  donner  des  valeurs  tr^s-rapprochées  de  sin  x 
et  de  cos  x, 

425.  Les  séries  (A)  et  (B)  donnent  lieu  à  des  conséquences  assez 
importantes  que  nous  allons  déduire  successivement. 

chapitre  {Note  sur  les  séries  convergentes),  U  e^t  aisé  de  recouDàître  qu'elles 
unissent  toujours  par  devenir  convergences. 
En  effet,  le  rapport  d'un  terme  quelconque  an  précédent  peut  é\tt  eiprimé 

pour  la  première  série ,  par      — 


(2n— i}.2n* 

et  pour  la  seconde,  par : : — - , 

2tt.(an+  1) 

(n  désignant  le  rang  du  terme  à  partir  du  second  ) 

Or,  X  ayant  une  valeur  finie  et  déterminée  y  il  est  toujours  possible  de  prendre  n 
assez  grand  pour  qqe  le  rapport  soit  une  fraction;  et  cette  fraction  dimiduera indé- 
finiment à  mesure  que  n  augmentera. 

Ainsi  ces  séries  rentrent  dans  le  premier  cas  du  n*"  2  de^la  Note  qui  vient 
d'être  citée. 


I 
I 


J 
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Première  conségtmce.  —  En  comparant  ce«  deux  séries 

1=2^1.2.3.4         ""'  ^^ 

sma?  = L- ^  /m 

1       1.2.5^1.3.5.4.5      '''^  ^^^ 

à  celle  qui  donne  le  développement  de  e*  (n°  229)  ^ 

^=î-| 1 U— __  4.  _JI I 

1       1. 2^1.2.^5"^!. a. 5, 4"*"'"' 

on  voit  que  leur  somme  donne  cette  dernière  série,  aux  signes  près 
de  deux  en  deux  rangs;  mais  si  Ton  remplace  dans  celle-ci,  x  par 
^  V^~^  >  ^^  qu'on  multiplie  les  deux  membres  de  (B)  par  s/^^,  on 
aura,  eijse  rappelant  que  les  diverses  puissances  de  v^.^  sont  pério- 
diquement (+  v^_ , ,  _  1  ^  —  V^.  + 1  ), 

i    ^  1.2       i.a.r^  /^  1.2.3.4 ^"" 

>  >.a       1.2.3^        ^i.a.3.4^     ' 

donc  e'^=cosa;  +  v^r7.,sma;. 

En  (Rangeant  a;  en  —  j;,  et  4»bservant  que  cos  (—  x)  =  cos  x,  ot 
sin  ( — a;  )  =  —  siû  ar,  on  trouverait 

-e-^*^  =  cos  a;  —  y^ —  i .  sinx; 
ce  qui  donne  enfin  la  nouvelle  formule 

^x^rî  ::-  cos  a?  db  ^— 1 .  sin  or.  (G) 

N.  B,. —  Les  valeurs  qu'on  vient  d^obtenir  pour  e*^*^,  e^**^, 
combinées  par  addition  et  par  soustraction,  conduisent  aux  deux 
formules  suivantes,  qui  sont  employées  assez  fréquemment  ; 

1 

sin  a?  =      7=-  (e+*^  —  e"*^). 

a-V —  *  - 

426.  Deuxième  conséquence,  —  Si,  dans  la  formule  (G),  on  met  nx 
à  la  place  de  x,  n  étant  un  nombre  réel  quelconque,  il  vieût 

e*^**^^  =  cosrw?±\/ —  \*smnx; 
d'un  autre  côté ,   c*»»«v^  =  (e=*=«vcr)n  ^  (^g  ^  -j-  ^— 1.  sin  ar)*  ; 

donc  (cos  X  ±y—  1 .  sin  a?)"  s=  cos  m?  ±  ^ — i .  sin  nx. 
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AmÂlafarmide  (oosa  +  sina.  v^ — i)*=:cosjfMi4-smmflv^^, 
qui  n'avait  été  démontrée  (n*  380)  que  dans  le  cas  où  m  était  un 
nombre  entier  et  positif  ^  est  maintenant  vérifiée  pour  un  esposuA 
quelconque. 

427.  Troisième  coMéquence. — De  la  formule  (C)Fon  déduit  encore, 
en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  le  système  né- 

périen^  ±a:^'—  i  =r{cosarit:^^^^.sîn  jr); 

d'ôii^  en  séparant  les  deux  formules  contenues  dans  celle-ci,  et 
retrandiant  la  seconde  de  la  première^ 

I -,  cos  X  4-  v^ —  1 .  sînx 

aarV— 1=1, --^-7=: , 

œ^x  —  y — i.sinx 

,.  / ^i  +  v'^.tangx 

ou  bien,         aary — 1  =  1  — ^— ^p= ^— • 

1 — ^ — 1.  tango: 

Or  on  a  trouvé  (n*  225)      1'  ^^^  =  ^(y+  ^  +  5"  +'••)  ' 
Élisant  dans  cette  formule,  y  =  ^ —  1  •  tang  x,  on  obtient 


1,1  + V — 1- tang 4?         A  tang'x  ,  tang'x         \   / — 

1'         \ ^=  a  (tango: 1— H f ...)v— i; 

i  —  V—i.  tango:  \  o  o  / 

A  tang'o:  ,  tang*or         \   / — 

donc         ^xsJ—\  =  a  (tango: — ^~ 1 1 ...j  y— 1; 

et ,  par  conséquent , 

',  =  tai,gx-î^  +  îîff- (D) 

Cette  formule  donne  la  valeur  d'un  arc  en  fonction  de  la  tangente 
de  cet  arc.  Donc,  par  la  méthode  inverse  des  séries  (n**  417),  on 
pourrait  développer  réciproquement  tango:  en  fonction  de  x.  Mais 
on  parvient  aussi  à  ce  dernier  développement  par  le^noyen  qui  suit  : 

Soit  tango:  =  Ax  +  Ba:»  +  Gr*  -f  Dx''  +  . . . 

(en  observant  que  la  tangente ,  de  même  que  le  sinus ,  ne  peut  ren- 
former  dans  son  développement  aucune  puissance  de  degré  pair  de 
l'arc ,  puisqu'elle  doit  changer  le  signe  avec  cet  arc). 

Pour  déterminer  A,  B,  C,...,  on  substitue  dans  la  relation 
tang  0: .  cos  0:  =  sin  0; ,  Il  la  place  de  sin  x  et  de  cos  0: ,  leurs  déve- 
loppements trouvés  au  n**  421 ,  puis  à  la  place  de  tang  0: ,  la  série 
ci-dessus  ;  et  il  vient  "  •         * 

(Ax+ftc'+Cx'+Da.^..)  (—  -^  +  -— ^—.  +  ...) 

\        1.2       i.a.0.4       i.a.5.4*^*b  / 

X  3^  X^  0:' 

1        1.2.3       1.2.  5.4.^5       1 .  2. 3. 4, 5  ,6.  7 


j 
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Effectuant  la  multiplication  indiquée  ^  et  égalant  les  coefficients 
des,  mêmes  puissances  de  x ,  on  trouve  successivement 

A-i        ~       .    '  '        -  ^  '         ■ 

**  9'  .  ■ 

1 

i.ai.a.3«4       1.2.5. 4*5 

D  =  -^ 5—+         ^ 


1.2       i.a.3.4.     1.2. 3, 4*5. 6       i,a.3.4«5.6.7' 
et  ainsi  de  suite. 

428.  Les  analystes  ont  fait  servir  la  formule  (D)  du  numéro  précé- 
dent à  la  détermination  du  rapport  approché  de  la  circonférence  au 
diamètre.  Pour  que  cette  formule  puisse  être  utile,  il  faut  que  Tare 
dont  on  cherche  la  valeur  soit  tout  au  plus  égal  à  5o^,  puisque  Ton 
atang5o^=i. 

Gela  posé;  soit  5o°  =  m-|-n,  et  prenons  poUr  m  Tare  dopt  la 

1 
tangente  est  égale  à  ~,  auquel  cas  on  a ,  d'après  la  formule  (D) , 
^  4 

'^~4~3:4^"^5T4^""774^'*""-' 

série  très -convergente  et  dont  la  loi  est  manifeste. 
D'ailleurs ,  Téquation  5o^  =  m  -|-  n  donne  n  =  50®  —  m  ^  d'où 

1  -  i  ' 

♦.«„*,        tang5o«  — tangm.    /'       4       3 

tangn  =  — |-- ; p-ô  = =  7>     ' 

1  +  tang  m  tang  5o°  i       5 

donc ,  en  appliquant  encore  la  formule  (D) , 

'      _3         3*      ,      3^  5^      , 

ainsi  (m  +  w) ,  bu  l'arc  de  5o^,  est  représenté  par  la  somme  des 
deux  séries  ^ 

i_.±^^^ !_+  4.?_.^4.j: 5L4 

4      3.4»^5.4*      7.4'      *'        5      3.5»^5.5»      7/5^^*'* 

La  seconde  de  ces  deux  séries  n'est  pas  très-convergente ,  et  il 
faudrait  un  assez  grand  nombre  de^  termes  pour  obtenir  un  degré 
d'approximation  suffisant. 

429.  Mais  on  peut  parvenir  ^  deux  autres  séries  beaucoup  plus 
convergentes, 


b3à 
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Soit  V  Tare  dont  la  tangente  est  égale  à  --  :  il  eii  résulte 

5  '  • 

Ôr  on  a,  d'après  les  formules  trigonométriques, 

atangi;        •S     '        ,  2tangai;        .      .     i 

tang2t;=:i: ,      ,    =— ,tang4t;=i ;         •   =  i  H . 

°  1 — tang't;       12  1 — tang'av  '   119 

Gomme  cette  dernière  tangente  diffère  très- peu  de  l'unité,  on 
peut  déjà  conclure  que  Tare  ^v  diffère  peu  de  5o^^  et  qu'ainsi  la 
tangente  de  4v  —  5o°  doit  être  une. fraction  très-petite. 

Cela  posé ,  soit     z  =  ^v  —  5o^,    d'où    tang  z  =  tang  (4v  —  5o')-, 

tang4t^ —  1 1   , 

~  1  +  tang  4v  -^239  ' 


il  vient 


donc 


tangz 


239      3  .  239'   '  5  .  239*       '"  \ 
d'ailleurs ,  l'équation        z  =  4*^  —  5o^      donne      5o^  =  4» — z. 

Mettant  dans  cette  expression,  à  la  place  de  v  et  de  z,  leurs  valeurs^ 
on  obtient  ,  . 


5o«=; 


\  239        3  .  259'        5  .  239'        *  *    /    / 


d'où  Ton  conclut  enfin ,  pour  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre ,   ou  pour  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon , 


200    ou  îc 


^\239        3.239*^5.239».  / 


Il  est  facile  de  s-'assurer  que  les  quatre  premiers  termes  de  la  pre- 
mière série  et  les  deux  premiers  termes  de  la  seconde  donnent  la 
valeur  de  n  à  moins  de  ô^ooooi  près.     ' 

430.  Conclusion  gibnérale.  -^  En  réfléchissant  à  tout  ce  qui  vient 
d^tre  dit  sur  les  séries  circulaires  ou  trigonométrîques  >  on  voit  le 
parti  que  l'on  peut  tirer  de  l'emploi  des  symboles  imaginaires ,  pour 
résoudre  des  questions  d'une  très -grande  utilité.  Comme,  pour 
parvenir  à  ce  but^  on  étend  à  des.express^ions  imaginaires^  des 
formules  qui  d'abords  n'avaient  été  reconnues  vraies  que  pour  des 
quantités  réelles,  on  pourrait  être  tenté  de  révoquer  en  doute  l'exao- 
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tHude  des  résultats  auxquels  on  est  conduit;  cependant  si,  après 
certaines  transformations,  on  parviept  à  des  expressions  débarrassées 
d'imaginaires ,  qui  s^accordent  avec  celles  que  fournirait  un  raison- 
nement rigoureux  et  direct,  otf  est  foi'cé  d'admettre  la  légitimité  des 
moyens  employés. 

C'est  ainsi  que  les  analystes  ont  fait  les  découvertes  les  plus  impor- 
tantes ,  auxquelles  on  ne  parviendrait  que  très-difficilement  pur  des 
moyens  en  apparence  plus  satisfaisants. 

La  méthode  suivie  pour  obtenir  les  expîessîoné  de  sin  x  et  cos  x 
offre  encore  l'exemple  d'un  raisonnement  qui  conduit  promptement 
au  but,  quoique  laissant  d^abord  un  peu  de^ague  dans  l'esprit. 

Pour  parveilir  à  ces  expressions,  on  suppose  que,  l'arc  a  devenant 

ni^l,  le  rapport  — —  se  réduit  à  i*.  Au  premier  abord ,  on  a  de  la 

peine  à  concevoir  que ,  Tare  étant  nul ,  il  puisse  exister  un  rapport 
entre  Tare  et  sa  tangente,  et  que  ce  rapport  soit  égal  à  i  ;  mais  si, 
au  lieu  de  supposer  l'arc  tout  à  fait  nul ,  on  suppose  qu'il  ne  diffère 
de  G  que  d'une  quantité  extrêmement  petite,  le  rapport  entre  la 
tangente  et  l'arc  est  alors  calculable  et  diffère  très-peu  de  l'unité  ;  et 
plus  l'arc  est  petit,  moins  le  rapport  diffère  de  l'unité.  D'où  l'on  peut 
conclure  qu'à  la  limite  de  décroissement  de  Tare ,  c'est-à-dire  quand 

a  devieht  n%/,  on  a  — —  =  i.  L'exactitude  des  formules  auxquelles 

on  parvient  ainsi,  exactitude  qui  se  trouve  vérifiée  par  les  appli- 
cations que  Ton  en  fait  à  la  détermination  des  sinus  et  des  cosinus 
de  certains  arcs ,  confirme  aussi  l'exactitude  des  principes  qui  y  ont 
conduit. 

La  considération  dès^  rapports  des  grandeurs  variables ,  dans  les 
Kmites  ^e  leurs  accroissements  ou  de  leurs,  décroissements,  est  l'objet 
de  V Analyse  infinitésimale^  nouvelle  branche  de  Mathématiques  à 
laquelle  la  théorie  des  séries  peut  être  regardée  comme  une  espèce 
d'introduction. 


■  I 
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NOTE  I  (Page  406). 

NOnOKS  SUR  LES  NOMBRES  INCOMMENSURABLES. 


Lorsque  les  grandeurs  d'un  certain  ordre  sont  rapportées  à  Tune  d'elles  prl^e 
comme  unité ,  on  peut  les  partager  en  deux  classes  ^  suivant  qu'elles  ont  ou  qu'elles 
n'ont  pas  de  commune  mesure  avec  cette  unité. 

Les  grandeurs  de  la  première  classe ,  que  l'on  nomme  pour  cette  raison  com- 
mensurables,  sont  formées  par  la  réunion  successive  de  plusieurs  umtés  ou  de 
plusieurs  parties  aliquotes  de  l'unité.  Elles  sont  alors  exprimables  par  un  nombre 
entier  ou  fractionnaire  qui  en  «donne  l'idée  la  plus  nette  et  permet  au  besoin  de 
les  reproduii^e. 

Les  grandeurs  incommensurables  avec  leur  unité  ne  sont  pas  susceptibles  d'une 
génération  ni  d'une  expression  aussi  simples.  11  faut  recourir,  pour  les  déduire  de 
leur  unité ,  à  des  opérations  d'un  ordre  plus  élevé. 

Considérons,  par  exemple  *  ^2,  On  sait  qu'il  n'existe  aucun  nombre  dont  le 
carré  soit  égal  à  2 ,  mais  qu'on  peut  trouver  une  série  de  nombres  (Poissants  dont 
le  carré  soit  inférieur  à  a,  et  une  autre  série  de  nombres  décroissants. dont  le 
carré  soit  supérieur  à  a.  Imaginons  donc  que  l'on  ait  porté  sur  une  ligne  droite , 
à  partir  d'un  certain  point  0 ,  des  longueurs  commensurables  OÂ ,  OÂ',  OÀ",  etc., 
feprésentées  par  les  nombres  de  la  première  série ,  et  des  longueurs  OB ,  OB', 
OB",  etc.,  représentées  par  les  nombres  de  la  seconde  série;  coitime  les  distances 
BA,  B'A',  etc.,  vont  en  décroissant  et  peuvent  devenir  moindres  que  toute  distance 
donnée^  on  conçoit  qu'il  existera  entre  la  série  des  points  A  et  celle  des^points  B, 
un  point  de  démarcation  M.  La  distance  OM ,  limite  commune  dea^  longueurs 

OA,  OA',  OA",  etc.,  et  des  longueurs  OB,  OB',  OB",  etc.,  sera  représentée  par  V^. 
Ainsi  l'expression  Sl%  représei^tera  une  grandeur  aussi  bien  que  5,  6,  -, -: 

c'est  pourquoi  nous  dirons  que  V^  est  un  nombre,  et  nous  le  nommerons  incom- 
mensurable, quoique  cette  qualiûca^tion  appartienne  plutôt  à  la  grandeur  repré- 
sentée. ____ 

De  même  v/5,  V77,  ys— Va,  etc.,  représenteront  des  grandeurs  incommen- 
surables avec  l'unité.  On  conçoit  qu'il  existera  une  ^ande  variété. de  nombres 
incommensurables.  Les  plus  simples  sont  les  radicaux  et  leurs  diverses  combinaî- 
.  sons.  La  suite  de  l'Algèbre  nous  conduira  à  d'autres  classes  de  nombres  incommen- 
surables. 

Dans  le  calcul  algébrique ,  où  Ton  n'a  en  vue  que  les  opérations  à  effectuer  sur 
les  grandeurs ,  indépendamment  de  ces  grandeurs  elles-mêmes ,  on  n'a  pas  à  tenir 
compte  de  leur  nature  commensurable  ou  incommensurable,  parce  que  les  trans- 
formations qui  constituent  ce  calcul  s'exécutent  en  vertu  de  théorèmes  démontrés 
pour  des  nombres  commensurables,  et  que  Ton  étendra  sans  peine  à  des  nombres 
incommensurables. 

Par  exemple ,  on  a  démontré  que  a&  =  \>q,  lorsque  a  et  \>  sont  commensurables. 


/ 
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Or,  fii  a  et  &  «ont  inoommensQrableS;  àb  sera  la  limita  (*)  d'une  série  de  produits. 

fl',  o",  a'",...,  6',  b",  b'",*..,  étant  des  nombres  rationnels  (**)  ayant  respective- 
ment a  et  5  pour  limites.  De  méme^  ha  sera  la  limite  des  produits 

b'a',    b"a",    V"a'", , 

et  comme  on  a  constamment 

o'b'=b'a',    à"6"=d"a",   o'" &"'=:=&"' a'", , 

on  en  conclut  qu'on  a  aussi,  à  la  limite ,  ai  =  ba.  «     - 

(Proubet.) 


NOJE  II  (Page  427). 

SUR  L'ÉQUATION  DU  SECOND  DSGRË. 


Lorsque  a  est  très-petit,  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  formule  (i] 

sont  très-peu  différents  de  zéro  ;  de  sorte  que,  si  Ton  veut  obtenir  la  racine  cor-> 

respondante  avec  une  certaine  approximation,  il  devient  nécessaire  de^  calculer 

ses  deut  termes  avec  un  grand  nombre  de  chiffres  décimaux^  La  formule  (a)  n'offre 

pas 'le  même  inconvénient,  mais  on  peut  profiter  de  ce  que  x'  diffère  alors  très-peu 

c     < 
de  -  pour  en  obtenir  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées. 

En  effet,  si  Fou  pose\i=:  -,  on  pourra  écrire 

y  désignant  une  quantité  très-petite.  En  portait  cette  valeur  dans  l'équation  pro^ 
posée  ax^-\'  &«= c,  on  aura    a  (a  -f  y)*  -f-  6(a  -f  i/)=r  c , 

équation  qui  déterminera  la  valeur  de  y.  En  développant  et  remarquant  que 
&a  — c  =  o,  on  aura        oy*-f  (5-f  2aa)y=  — aa*.  (3) 

Cette  équation  étaht  dans  le  même  cas  que  la  première,  sa  plus  petite  racine 

an*  aot* 

devra  très^peu  différer  de  —  r-- et  même  de  —  -r-,  Posqns  donc 

«  aa'       - 

et  remplaçons  y  par  cette  valeur  dans  Téquâtion  (3),  nous  aurons,  toutes  réduc* 
tiens  faites ,       '  iijï»  -f  (a  ap  -j-  2  aa  +  b)  jï  =  —  {a^*\  2  aap),  '  (4) 

Çy)  La  limite  d'ane  grandeur  variable  est  une  grandeur  fixe  dont  la  premi&re  approche  conti- 
nneÙement  de  manière  à  en  différer  d'aussi  peu -qu'on  voudra. 

('*)  Le  nombre  ou  rapport  commensurable  est  encore  nommé  rationnel.  L'étymologie  de  Cq 
mot  ne  pouvant  en  donner  qu'une  idée  fausse,  nous  croyons  devoir  transcrire  ici  une  note  de 
M.  Terquem.  (Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  de  M.  Liouville,  mars  1836.) 

«  On  trouve  dans  Kepler  (Harmoniœ  mundi,  p.  10,  édit.  de  1649)  un  point  de  philologie  mathé- 
matique qui  éclaircit  une  ^pression  de  sens  assez  louche.  Les  Grecs  distinguaient  deux  sortes  de 
rapports  :  les  uns  exprimables,  effahles^  ^oyot  :  les  autres  non  exprimables,  ineffables,  àT^oYOï.  Or  ^ 
le  mot  T^oYOç  a  deux  acceptions  :  PiROLs  [verbun!^  et  raison  [ratio).  Au  lieu  de  prendre  la  première, 
les  Latins,  en  traduisant,  ont  pris  la  deuxième  :  de  là  le  rapport  rationnel  et  le  rapport  irrationnel^ 
ce  qui  n'a  pas  de  sens  ;  tandis  que  l'apression  exacte  est  rapport  es^ritnable  ou  rapport  inexpri- 
m  able.  Cette  observation  de  Kepler  est  d'une  grande  justesse.  » 


N 
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On  obtiendra  une  taleaî  ttès^approchée  de  la  plus  petite  racine  de  cette  équa- 

tion  en  prenant  la  fraction s-- -r-  ;    mais  conune  af*  est  beaucoup 

moindre  que  soapi  et  aap  +  ^o^  beaucoup  moindre  que  b,  on  pourra  prendre 

2acip 

^  — ^ 

b 

pour  valeur  approd^ée  de'  jt*  et  ainsi  de  suite. 
En  8*arrêtant  là,  on  aura  pour»'  la  valeur  approcbé^ 

,   ^       aoaÛ    . 
a  +  P y-y 

et,  en  remplaçant  a  et  p  par  leurs  valeurs, 

La  racine  jb'  étant*  calenléa,  l'autre  a'obUèiidra  par  ja  formule 

a 

(Prouhkt.) 


NOTÉ  III  (Page  246). 

DÉVELOPPEMENT  DE  (a+bV^^"*. 


Poor  obtenir  (a  +  b  V^  *)"*i  ^^  ^^^  changer,  dans  la  formule 

1.2  I.2.0 


b  en  b  ^— i,  ce  qui  donnera,  en  se  rappelant  que  les  diverses  puissances  de 
^~i  sont  périodiquement  (-f  V^ ,  —  i,  —  s/^,  + 1), 


1.2 


mfm — i)(m — »)        .,.  / 

1.2.3  ' 


<m,  en  rénttissant  lés  termes  réels  et  les  termes  imaginaires,  et  mettant  ^^ 
en  facteur  conunun , 


/  / N«  I  '•*  t. 2. 3. 4 

'      +  v^--ï    ina»-«b i — TiT^ — " ^^"^ ^+  •••••  I 

On  voit  que  la  partie  réelle  est  composée  des  termes  de  rang  impair  du  déve- 
loppement de  (a  +  b)"* ,  pris  alternativement  avec  le  signe  +  et  le  signe  —,  et 

que  le  polynôme  qui  multiplie  ^ — i  se  compose  de  la  même  manière  avec  les 

tflramde  rang  pair. 

(Pnorarr.) 
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NOTE  IV  (Page  285). 

SUR  LA  BASE  DES  LOGARITHMES  NÉPÉRIENS. 


i.  On  peut  encore  démontrer  que  e  est  la  limite  vers  laquelle  tend 


(■-i) 


à  mesure  que  m  prend  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes. 

En  effet,  supposons  d'abord  m  entier  et  positif  ^  nous  aurons,  d'après  la  for- 
mule du  binôme, 


(-;)•= 


r^^  ^    ,   m(m--i)   I        tn(m---i)(m-^a)   i 
m  i.a       m*  i.a.3  m* 


ou 


\        mj  i.a  •     i.a.3 


Posons  Su  =  a  H h  -^ ^— ~ ^  + 

i.a  1.2,3 


T  .     _     o 1 » 


i«2.3.  t .n 


R  -I^-'^^A'     ^/v      wy 

*•  1 .2.3...n(fi+ i)  ' 

1  I  .  I  • 

c  =  2H 1 5  4-...  4- 


1.2       1.2.3  I .2.3. ,.n 

.-II  I 

S' =1  +  — :  +  --T-a+-..+ 


»*  1 .2        1 .2.3  1 .2.3..  .n 

,1  I 

»""  i.2.3,..(n+0"^  i.2.3...(n4.a)'^ * 

(I  \m 
I  4-  --  j    =  S„  +  R„ ,  (i) 

^  e=:S;-fRn;  W 

d'où 


-{'riiY^^'-'^-'^<-^n' 


Donnons  d'abord  à  n  une  valeur  constante  et  faisons  croître  m  indéfiniment.  Si 
Ton  compare  terme  à  terme  les  expressions  de  S^  et  S'^ ,  on  voit  que  ces  deux 
quantités  diffèrent  de  moins  en  moins  et  que  la  limite  de  leur  différence  est  zéro  ; 

donc  on  aura  e  —  lim.  f  i ]    =  lim  (  R„  —  R^). 

Or,  si  maintenant  on  fait  eroitre  n  indéfiniment,  on  sçit  que  Rj,  a  pour  limite 
zéro,  puisque  la  série  e  est  convergente  :  d'un  autre  côté,  les  termes  de  R„  sont 
respectivement  moindres  que  les  termes  de  même  rang  de  R'^.  Donc,  R,^  est 
moindre  que  R'^  et  a  également  zéro  pour  limite.*  Donc,  on  aura 


e 


-im(.  +  1)-=o. 
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ou  ^     limfi  +  ^y=ze; 

ce  qu'il  fallait  trouver. 

2.  Nous  avons  fait  varier  m  en  faisant  passer  cette  quantité  par  des  valeurs  en- 
tières. Je  dis  maintenant  que  si  m  tend  vers  rinûni  en  prenant  des  valeurs  frao- 

tiimnaires,  |  x  H — j     aura  aussi  e  pour  limite. 
En  effet,  désignons  par  h  le  plus  grand  nombre  entier  contenn  dans  m;  nous 

««TOB,        (•+s^)*<  (■+i)"<  ('+0*t'' 

inégalités  que  l'on  peut  encore  écrire 

Or,  lorsque  h  tend  vers  l'infini^  on  a 

d'aiUeura  lim  (i  +^77^)  =  « ,       lim  (  i  -f  ^  j  =  i'; 

donc  le  premier  et  le  dernier  membre  des  Inégalités  précédentes  ont  pour  limite  e. 

Donc  (  X  H —  )    >  qui  est  toujours  compris  entre  ces  deux  quantités, <a  aussi < 

pour  limite. 
3.  Supposons  en  dernier  lieu  t^  négatif  et  mettons  le  signe  en  évidence.  On  a 

(-i)^=  (=?)-=  (^)"=  (■^ïêr)-'  {•*  ^y 

et  Ton  voit  aisément  que  le  dernier  membre  a  four  limite  e. 

X.  -I —  1    .  Par  des  rai- 
sonnements analogues  à  ceux  que  nous  venons  de  faire,  on  trouverait 

lim  (i  +-)    =xH 1 h  '. r  + ; 

\       mj  1       I.  a       1.2.3 


d'un  autre  côté  on  a 


(•^^)'=[Ci)T 


et,  par  suite,  lim  1 1  H —  j    =  c« . 


La  comparaison  de  ces  deux  résultats  donne  ce  théorème  important 


e*  •^—  X  'f-  *"  "i~  '  "r"  •%     i"  •  •  •  •  • 

I  1.2  I .2. 3 


(PROUHET.) 
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NOTE  V.  ^i  I 


• 

NOTE  V'(Page  50^. 

• 

DES  FONCTIONS  DËRIVËES. 


»*- 


Notions  préliminaires. 

1.  Une  quantité  variable  y  est  dite  fonction  d'une  autre  quantité  variable  x, 
tontes  les  fois  que  chaque  valeur  de  y  dépend,  d*après  une  loi  quelconque ,  de  la 
valeur  attribuée  à  x.  Ainsi ,  dans  les^exemples  suivants , 

'  ,-■  • 

,  •  3a;H-7  4  /5««--3a?     . 

y  est  une  fonction  de  x, 

2.  Une  fonction  çst  explicite  lorsqu'on  indique  les  opérations  qu'il  faut  effec- 
tuer sur  la  variable  dont  elle  dépend  »  comme  cela  a  lieu  dans  les  exemples  qui 
précèdent.  La  fonction  est  implicite  lorsqu'elle  est  liée  à  sa  variable  par  une  équa- 
tion non  résolue,  ou  même  par  quelque  condition  qui  n'est  pas  encore  exprimée 
par  une  équation.  Ainsi',  ^r  et  y  étant  liés  l'un  à  l'autre  par  l'équation  * 

3y«  —  4â?y  4- 5»*  =  24  » 

y  aetsi  une  fonction  implicite  de  x.  On  la  rendrait  explicite  en  résolvant  cette  équa- 
tion par  rapport  à  y. 

3.  Une  fonction  explicite  on  implicite  d'une  seule  variable  x  s'indique  par  une 
des  lettres  ^,  9,  <V,  F,  etc.,  suivie  de  la  lettre  x  que  l'o^  place  entre  parenthèses, 
comme  f(x) ,  F  («),  çÇr),  etc.  Les  lettres  f,  F,  etc.,  que  nous  nommerons  des  ca- 
ractéristiques, désignent  donc  un  certain  ensemble  d'opérations  ^à  effectuer  sur 
la  variable  x.  Des  fonctions  de  formes  différentes  s'exprimeront  à  l'aide  de  carac- 
téristiques différentes. 

Ces  notations  sont  très-commodes  pour  indiquer  le  résultat  dcr  la  substitution 
d*un  nombre  à  la  place  de  x.  Il  suffira  de  mettre  à  la  place  de  x  dans  f{x)  le 
nombre  particulier  que  Ton  a  en  vue.  Par  exemple,  si  l'on  pose 

/•(a?)  =  5  ««  —  3  «  +  4» 
on  aura     ,  f(o)=4,     AO^^»     /•(2)=  i8  ,.ctc. 

4.  Si  l'on  a  y  =  f(«)f 

on  peut  considérer  x  comme  fonction  de  y  et  poser 

a5  =  9(y). 

Les  deux  fonction»  f  et  ç  sont  dites  inverses.  Dans  le  premier  cas ,  x  est  appelée 
la  variable  indépendante  et  y  la  variable  fonction.  C'est  le  contraire  dans  le  se- 
cond cas. 

5.  Une  fonction  est  entière ,  (factionnaire ,  irrationnelle,  suivant  la  nature  des 
opérations  qu'elle  comporte. 

Elle  sera  algébrique  si  elle  n^exige  pas  d'autres  opérations  que  l'addition ,  la 
soustraction ,  la  multiplicaUon ,  la  division ,  l'élévation  à  de  ccrUines  puissances 
ou  l'extraction  de  certaines  racines;  ou  bien  encore,  lorsqu'elle  sera  donnée  par 
nue  équation  algébrique  non  résolue. 

La  fonction  sera  transcendante  si  elle  renferme  des  iogaritlimes,  des  sinus,  etc., 
en  nn  mot,  si  elle  dépend  d'opérations  que  l'on  ne  puisse  ramener  à  des  oçér^tlops 
algébriques.        « 
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6.  Uii6  varTable  wt  dite  fonction  de  plusieurs  autres  variables  l<Nr8que  sa  valeor 

dépend  de  ceiies  que  l'on  attribue  à  ces  demières..Par  exemple,  si  Ton  a 

%  sera  dit  une  fonction  de  x  et  de  y,  ce  qu'on  est  convenu  d'exprimer  de  la  ma- 
nière suivante  :  $z=f{Xf  y).  «. 

Les  fonctions  de  plusieurs  variables  se  distinguent  comme  les  fonctions  d'une 
seule  variable  en  explicites  et  implicites,  algébriques  et  transcendantes ,  etc. 

7.  Lorsque  y  çst  une  fonction  d*une  variable  u ,  tandis  que  celle-ci  est  fonction 
d'une  variable  x,  on  dit  que  y.  est  une  fonction  de  fonction  de  x. 

En  posant  y=;=f(tt),     u==?(»), 

la  dépendance  qui  existe  entre  y  et  x  pourra  s'exprimer  par  la  notation 

y=r[9(«)I- 

On  peut  supposer  de  même  que  y  dépende  de  x  par  rintermédlaire  de  plusieurs 
fonctions,  comme  si,  par  exemple,  on  avait 

ou  '  y =r{  ?[+(«)]). 

8.  Une  fonetion  est  dite  composée ,  lorsque  sa  valeur  dépend  de  celles  de  plur 
Blenrs  variables  qui  sont  elles-mêmes  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  varia- 
bles. Comme  si  Ton  avait 

*  =  r(w,  «),       ur=<p(»,y),       v  =  ^{x,y). 

•La  liaison  qui  existe  entre  x  et  les  variables  indépendantes  x  et  y,  peat  s'ex- 
primer, dans  cet  exemple ,  à  l'aide  de  la  notation 

9.  L!Âlgèbre  n^est ,  à  proprement  parler,  que  l'étude  des  fonctions.  Dans  l'Al- 
gèbre élémentaire  on  s'occupe  principalement  des  fonctions  explicites ,  en  faisant 
abstraction  des  valeurs  particulières  des  nombres  sur  lesquels  les  opérations  doi- 
vent s'exécuter.  Dans  l'Algèbre  supérieure,  généralisant  de  plus  en  plus,  on  éta- 
die  les  propriétés  des  fonctions  indépendamment  de  leur  forme ,  c'est-à-dire  in- 
dépendamment de  la  nature  et  du  nombre  des  opérations  qu'elles  comprennent. 
C'est  ce  que  la  suite  de  cette  Note  achèvera  de  mettre  en  évidence» 

s 
Développement  d*une  fonction^entière  f(x),  suivant  les  puissances  croissantes  de 

h  quand  on  remplace  x  par  x  +  h. 

10.  Soit     f{x)  =  Aar»  +  Ai*»-*  +  Aj»»*-«  +  ...  +  Am^tx  +  km 

une  fonction  entière  de  â; ,  et  proposons-nous  de  trouver  ce  qn'dle  devient  lors- 
qu'on remplace  xi^ar  x-i-h. 
On  aura  d'abord,  d'après  les  notations  adoptées, 

f{x-j-h)=zk{x  +  /i)«  +  Ai(a;+  fi)m^i  +  • .  •  +  A»-i(»  +  K)  +  A», 

et  il  est  clair  que  le  développement  sera  du  m*'^m«  degré  par  rapport  à  ft.  On 
pourra  donc  poser 

f(«  + h)  =  P  + Pi/l+ Pjh*  +  Pj?ls  +  . . . +Pi»?im, 

^1  ^1  >  Pi>***  Pm  ^tant  des  fonctions  de  x^  dont  il  reste  à  déterminer  la  forme. 
On  trouve  y  en  prenant  dans  le  développement,  les  termes  indépendants  de  h, 

l^<=Axm  +  k^xm^i  4-  • . ,  +  A», 
c'est-à-dire  p  =  f(a); 

ee  qui  doit  être,  puisque  f{x^h)  doit  évidemment  Hie  réduire  à  f(«)  lorsque 
hao. 
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En  groupant  les  termes  qui  contiennent  h^  en  facteur,  on  obtient 

Pi=mA4f«»-*+  («I—  i) Ai»»»-»  -f- (m —a)  A,»»»-»  4-, .. , 

polynôme  dont  chaque  term>  se  déduit  du  terme  correspondant  de  f{x)  en  multi- 
pliant ce  terme  par  l'exposant  de  œ  et  diminuant  cet  exposant  d'une  unité.  Nous 
contiendrons  ^'appeler  ^wée  d'une  fonction  f{x)  et  de  désigner  par  f  {x)  tout 
polynôme  qui  se  déduira  de  f[x)y  d'après  la  loi  dont  nous  venons  de  parler.  Nous 

« 

poserons  donc  fi = T  (*)• 

-  On  trouve  ensuite 

m(m— t)Afl;«»»— •  +  (m— i)  (m— 2)Ai«»»-«  +  ...  ' 

a 

Or,  si  Von  compare  le  num*(rateur  de  cette  expression  à  f'(x) ,  on  voit  qu'il  se 
déduit  de  f'{x)  d'après  la  même  loi  que  f^{x)  se  déduit  de  f{x).  Ce  numérateur 
sera  donc  la  dérivée  de  f  (x)  ou  la  dérivée  de  la  dérivée  de  f[x).  Nous  l'appelle- 
rons dérivée  seconde  de  f{x),  et  nous  le  désignerons  par  f'Wi  en  sorte  qu'on 


..=n3.. 


aura 

i.a 

On  verra  de  même  que  si  Ton  désigne  par  f"  {x)  la  dérivée  première  de  /"  {x) 
ou  la  dérivée  troisième  de  f{x) ,  par  p^[x)  la  dérivée  quatrième,  et  ainsi  de  snite , 

Le  développement  demandé  sera  donc 


j[,a...(m  — i)  i.a...m 

On  remarquera  que  la  dérivée  première  est  du  degré  m  —  i  par  rapport  à  âp  ;  la 
dérivée  seconde  du  degré  m  —  a,  etc.  En  sorte  qu^  la  dérivée  m*^ne  géra  du  de-  ' 
gré  m— m  ou  o ,  et  se  réduira  à  la  constante  m  (m  —  i). . .  3.a.  i  A. 

11.  Gomme  f{x  +  h)  est  syméU'ique  par  rapport  k  x  eX  k  h,  c'est4i-dire  ne 
change  pas  lorsqu'on  change  a;  en 'h  et  h  en  a; ,  on  aura  également 

f{x+h)=m+xr{h)+(^i^+..,; 

*  •  a 

si  l'on  eoppose  h:=o,  cette  formule  devient  * 

f(«)  =/(o)  +  «/-'(o)  +  «•  Ç^  + . . ., 

•  »  a 

en  sorte  qu'on  pourra  écrire  une  fonction  lorsqu'on  comiaitra  les  valeurs  de  cette 
fonction  et  de  ses  dérivées  pour  a? =o. 

12.  Si  l'on  voulait  développer  une  fonction  entière  suivant  les  puissances  du 
binôme  a;—  a,  on  y  parviendrait  très-simplement  de  la  manière  suivante,  On  a 

identiquement  f{x)  =  f  (a  +  »  —  à). 

Donc,  en  considérant  x-^a  comme  un  s^ul  terme  9 

X  A  •  a 


5&4  NOTE  V. 

la  dérivée  d*une  fonction  quelconque  est  la  limite  veu  -^laquelle  tend  le  rapport 
de  Vaccroissement  de  la  fonetioh  à  V accroissement  de  la  variable  lorsque  et" 
luùci  tend  vers  %éro,  ,  , 

13.  De  la  formule 

1.2  1.2,3 

on  lire  '^  ^  ! — '-^^fix)  +  ft'— ^  +'h^'    ^^^H-»- . 

h  *  1.2  1.2.3 

On  voit  donc  que  le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  raccroissemcnt 
h  de  sa  variable  se  compose  de  la  dérivée  /''(ov),  et  de  termes  contenant  tous^ben 
facteur,  termes  qui  disparaîtraient  si  Ton  supposait  h  égal  à  zéro.  f'{x)  est  denc 
la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  l'accrois- 
sement de  la  variable  quand  celui-ci  tend  vers  zéro. 

blette  propriété  dont  jouit  la  dérivée  d'une  fonction  entière,  sera  prise  désormais 
par  nous  comme  définition  de  la  dérivée  d'une  fonction  quelle  qu'elle  soit.  Ainsi 
f{x)  désignant  une  fonction  quelconque  ,  nous  poserons 

f'{x)=hm''-^ ^ — '-^   pour  fi  =  o. 

14.  Nous  continuerons  à  représenter  la  dérivée  d'une  fonction  fix)  par  f  {x). 
Lorsque  la  fonction  sera  désignée  par  une  seule  lettre,  la  dérivée  s'indiquera  par 
la  même  lettre  affectée  d'un  accent.  £n&n,  quelquefois  nous  nous  servirons  de  la 
lettre  d  suivie  de  la  fonction.  D'après  cela ,  on  aura  - 

dérivée  de  f{x)  =  f'{x)=zd.  f{x) , 
dérivée  de     y  =  y'      ==  d .  y. 

Le  lecteur  devra  bien  se  pénétrer  du  sens  de  ces  Eota'tions ,  dont  chacune  pré' 
sente  quelque  avantage  spécial  et  entre  lesquelles  on  choisira  suivant  la  natare  de 
la  question. 

15.  Lorsqu'une  fonction  renferme  plusieurs  variables,  nous  appellerons  dérivée 
'partielle,  par  rapport  à  une  de  ces  variables,  la  dérivée  qu'on  obtient  en  considé- 
rant toutes  les  autres  variables  comme  constantes.  Si  l'on  a 

les  dérivées  partielles  de  x  s'exprimeront  par 

doj^,    dyX,    ou     f'x{^,y)r    TyCa^^V)-  , 

16.  Les  dérivées i^uccessiVes  d'une  fonction  d'une  seule  variable  se  désigneront 
par  y\  y",  y'",...,  f'{x),  ("{x),  r{x),,.,,,dy,  cPy,  d^y.... 

Pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables ,      "^ 

d'ajs^jy,     d^xy^>    d^^tX,  - 
ou  •  f"xt{x,y),    rxy{^.y)y     fy^^i^y  V) 

représenteront  les  dérivées  de  x  ou  de  {[x^  y)  prises  deux  fois  de  knite  par  rap- 
port à  a?,  ou  d'abord  par  rapport  à  a;  et  ensuite  par  rapport  à  y.  On  exprimera 
.  d'une  manière  analogue  nne  ï^lus  longue  suite  de  dérivations. 

Enfin ,  nous  nous  servirons  fréquemment  de  la  caractéristique  A  placée  devant 
une  variable  pour  indiquer  un  accroissement  indéterminé  attribué  à  cette  variable. 

Dérivée  d'ime  fonction  de  fonction» 

17.  Soient  yz=f{u),       uz=^{x),  ^ 
et  proposons-nous  d'obtenir  la  dérivée  de  y  p^r  rapport  à  x. 


Soient  Ay  et  Au  les  aecroissementë  des  fonctions  y  étù,  correspondant  à  tin 
aeeroissement  arbitraire  As  attrilnié  à  la  yaiiable  indépendante. 

Att 

Le  problème  retient  à  trouver  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  ^  quand 

Aâ(  tend  vers  o.,(^^  on  a  idçnt^quemçnt 

Ay  _^  Ay     4^ 
, ,  *-A«""  Au*  Au  ^  '■ 

Donc  \         lim  ^  =  Km  ^  ;  lim  ^. 

,    àx  Au  àx 

Mais,  les  accroissements  Ay,  Au,  Ac  étant  nuls  en  même  temps,  on  aura 

Donc  y'  =  /"(u)9'(«). 

Ainsi  f  Von  obtient  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction  en  prenant  la  dérivée 
de  chaque  fonction  par  rapport  à  la  variable  dont  cette  fonction  d^end  tmifufdio- 
Hement,  et  en  mulïipliant  ces  dérivées  entre  elles. 

On  trouverait  une  règle  analc^ue  pour  des  cas  plus  compliqués.  Par  exemple, 

si  Ton  avait  y  =  /'(u),       u  =  9(v),       v=z^(x), 

on  aurait  y'  =  f  (u)?' (v)^{x). 

18.  L'utilité  dé  la  règle  que  nous  venons  d'établir  tient  surtout  à  ce  qu'elle 
permet  d'éviter  de  longues  substitutions.  Par  exemple ,  si  Ton  avait  apprendre  la 

dérivée  de  la  fonction   y  =  a(a«n  +  p)"»  +  b(a««  +  p]i», 

qui  revient  à    r,       .  ^û'^^-i-'im^; 

en  posant  u  =  aaj*«  +  p,  * 

on  trouverait   y' = (tnatt»-T*  +  pbup-*)u' 

=  [ma(aaf»  4- P)*»-*  +  pb(««*  +  P)P~*>*«*~*. 

On  serait  arrivé  à  un  résultat  bien  plus  compliqué  si  Ton  avait  dével<^pé  les 
calculs  indiqués  dans  la  valeur  de  y.      ^      - 

Bègles  pour  trouver  la  dérivée  d*une  sommet  d^un  produit^  d'une  puissance ^ 
â^un  quotient  de  plusieurs  fonctions  dont  les  dérivées  sont  connues, 

19.  Dérivée  d*une  somme»  —  Soit       y=u  + 1?  +  x 

une  somme  algébrique  de  plusieurs  fonctions  de  la  même  variable  :  nommons 
Ay ,  Au,  Av ,  Ajf  les  accroissements  simultanés  de  ces  fonctions,  c'est-i-dire  ceux 
qui  répondent  à  un  même  accroissement  àx  de  la  variable  indépendante.  On  aura 

Ay=Att  +  At>+Ax,  ^        . 

-,  .   '                             ^       Ay       Au      Ar       A;i 
d  OÙ  -i  = H , 

Ax  ■    Ax    •  ùa      M   '  ,  y 

et  si  Ton  fait  tendre  àx  vers  o ,  on  aura ,  à  la  limite  »  ' 

y' =  tt' +  t?' +  jï'. 

Ainsi  y  la  dérivée  d^une  somme  de  Jonctions  est  égale  à  la  somme  des  dérivées 
de  ces  pmcHons, 

^.Dérivée  d!un  prûéuit,  --  i«.  Considérons  d'abord  le  produit  ' 

y=:au, 

a  étant  nne  constante  et  unne  fonction  dea;;  onanra 

Ay  =sa(u  +  Au) —au  s:  oAu , 

àx         àx 
Alg.  B.,  !!•  édr  3S 


Ikoc  la  dérivés  éiipf0dèdiériiâêfmcHompmt  mi  fitUemtnu^ 

3*.  Seit  ad  produit  de  deôx  foocBoÉis  y  =  wbl 
onanim  Ay=(»  +  A»)(v  + Au)  —  iÊiv  =  iiEè  ■\- vSk^  àà  tà  ^ 

Au  ap  Au  ào 

et,enpmmtàtaUiiiite,        y'=ife'  +  «H'j 

car  le  tenne  Av  --,  produit  de  deax  uctean  dont  rmi  tend  len  léro  et  Fantre 

yen  une  limite  ea  général  finie  ff,  a  poor  limite  xéro. 
3*.  Soit  on  prodoil  ée  trois  fi»nctlMis  y  ==  ûc%. 

Si  Ton  Gonsidëre  wd%  eomme  le  produit  dé  uv  par  %,  on  ann,  d'après  la  lègle 

telative  à  deax  lactenia,  y'  =  wox'  +  (ti«)'iK  » 

en  dâB^ritM  piir  (lièX  lé  Aéfirée  de  «r ,  et  commft 

on  aura  y* = uw'  +  uav'  +  wn',. 

d'où  l'on  est  porté  à  eonelnre  eette  règle  générale  : 

La  dérivée  d^un  produit  de  plusieurs  fonctions  est  égaie  àfa  ummê  dp  déri- 
vées qtie  ton  oh  tient ,  en  considérant  tour  à  tour  chaque  facteur  âmmè  èeul  va- 
'  riahle. 

On  démontrerait  aiséftèpf  qtte  eette  M  s'^ppttqne  à  tons  letf  ea^  en  Misant  Tûir 
qne  si  elle  est  ^raie  pour  an  produit  de  mt  Câcteurs ,  elle  le  sera  eÉsife  peor  tn 
produit  de  m  +  I  lactears. 

U  est  bon  de  remarquer  que  la  dâtréé  dft  proéolt 

fent  se  aettsi  sons  la  foime 

^       u'       if  a>' 

d'où  t  =  ^-»-^  +  ...^^.  / 

y       1*    .  ©  w 

Ainsi ,  la  dérivée  dlun  Produit,  divisée  par  ce  produit^  est  égale  à  ta  somme  det 
^tienis  que  V&n  obHèfit  en  âivisdni  là  dérivée  êê  chaque  fattéwrpàr  te  puteur, 

21.  Dérivée  d*une  puissance.  —  î°.  Soit  d'abord  m  entier  et  positlL  &  iui&  la 

u         V  iù  J 

on  suppose  les  faeteors  1»,  v,  •;« ,  «d^ux  entre  eux  et  au  nombre  de  m,  on  aaia 

y'  =  u«».m-., 

on  y':=:^mui'^Hk\ 

Ainsi ,  la  dérivée  d'une  puissance  entière  d'une  fonction  s'obHeêf  ^mêHHpUént 
cette  fonction  par  ^e^pammt  et  par  la  dérivée  de  la  fmicHoni  et 'eit  éimmuant 
Vexposant  Sune  unité, 

m 
%\  Soit  îf^ii*' 

nne  puissance  fractionnaire  él  poUIttre  tf'nrfe  fbAc6d!Bru,  on  aura 

y»=u»», 
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et  pteBÉDl,  d'optèfi  la  règle  préoédeote ,  la  déri^  to  deax  membres  qui  sont 
dea  poiasaiieea  entlèrea ,  on  aura   ny^-*^  y'  =  mu^"»^^  u\      ^ 

d'où 


on 


et  enfin 


n  .     y 


^''  — T  •  ""««         —  T  •         M  » 


formule  qal  est  comprise  dans  la  formate  y'  =  mtt«»-iu',  en  changeant  m  en  — . 

3*.  Sôlt  y=zw^; 

on  tire  de  cette  écitiation^  en  multipliant  les  deux  membres  par  u^. 

Prenant  la  dérivée  de  chaque  menibre ,  on  obtient 


d'où 


t.  A 


un» 

et,  après  réducttoior,  t/'  =  —  mu-*-*  <^> 

résultat  qui  rentre  dans  la  formule  donnée  pour  le  cas  d'un  exposant  entier  et 
positif.  > 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  on  aura 

d.n*»  =  TOtt"^iw', 
Remarque,  —  Si  m  =-  ;  on  aura 

i       1        * 

d.ti«=r-U     ÎU', 


OU ,  rerenaat  aux  notations  ordinaires , 


-      w 


d.  \/w  = 


M^ïl' 


Ainsi ,  la  dérivée  de  la  racine  carrée  ^une  fànction  est  égale  à  ta  dérivée  de 
cette  fonction  diviJsée  par  le  double  3u  radical, 

u 
dL  Dérivée  d'tin  quotient. — Soit   y  :£=  «r  | .  , , 

on- peut  écrire  yzzzutr-K 

En  appliquant  les  règles  i^elatives  aux  produits  et  aux  puissances,  on  aura 


et  enfin 


y'  = 


v" 
vu' 


uV 


•un' 


«« 


22.  Les  règles  que  noÀs  avons  données  dans  ce  paragraphe  et  dans  le  précédent, 
ramènent  la  recherche  des  dérivées  des  fonctions  à  celles  des  dérivées  des  fonc- 
tions simples  (Tu  élémentaires.  Si  donc  on  remarque  que^  la  fonction  algébriqtie 
elêraéhtairè  êsti^',  et  que  sa,  dérivée  est  ma;»»»— i,  on  voit  qûé  nous  savons  d^à 
prendre  la  dérivée  de  toutes  les  fonctions  algébriques. 
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NoMcrojODSQtfledeitepttiikrieilesfiiniinta  Ce 

font  les  SDiyantes  : 

Nous  engageons  le  ledeor  à  en  fSûre  Tapplication  «a  exemples  sniraiits  : 

«4-*»    a  —  x,    az,    -,   a««»,  as^+h 

Dérivées  des  fonctUms  circulaires  directes  et  inverses  (*}. 

* 

ItX  On  nomme  foncUcnu  circnlaires  directes  les  fonctions  soivantes  : 

sine,    C0S2,    tangx,    cota;,    sécx,    cosécx, 
et  fouettons  inyenes,       aresins»    arccosa?,    arctanga;,* .. 

On  conTient  de  désigner  Tare  dont  le  sinus  est  x  par  la  notation  are  sin  x. 

Gomme  tontes  les  lignes  trigonométriques  d'ufi  arc  peuvent  s'exprimer  par  one 
fonction  aigélNriqne  de  l'une  d'entre  elles,  on  voit  que  les  fonctions  directes  peu* 
Tent  se  ramener  à  une  seule ,  à  sin  â;  par  exent^e,  et  les  fonctions  inrerses  à  arc 
sin  s;. 

24.  Dérivée  de  fin  x«  —  Soit        y = sini;,! 
on  aura    .  ^  Ay  =  sin  (â;  +  Ax)  —  i^â; , 

Ay  _  sin  (oj  -f  Ax)— sin  ap 

Âx  Âï  ~' 

et,  d'après  nne  formule  de  trigonométrie  «  ^ 

sinp— sing  =  â  sin^  {p  — fl) cos  ^  (p  +  q), 

Ax        /        Ax\ 

asin  —  cos  («  -I ) 

Ay               a         V         ay 
on  aura  ^  = -^ , 

on ,  sons  nne  antre  forme , 


cos 


(-t). 


(*)  €e  paragtaphe  exige  des  flotioiu  de  Trigonométrie.  Voir  le  TreUé  éUmintaire  de  TrifimiH 
métrie  reetiligu  et  spkMque,  etc.,  de  M.  Bourdon. 
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Mais  lorsque  Ao;  tend  vers  zéro,  le  premier  facteur  tend  TersTunité  et  le  secood 
vers  cosjp.  On  aura  donc,  à  la  limite,  i 

y'  ^  cùix,  , 
25.  Dérivée  décos x.  '      y  =  cos a? , . 

"  àX 

sln— r 


•  f  » 


Al/       C08  (a;  +  Aa?)  —  C08  «  /        Ax\        '•   a-     • 

-—  =  ■ .  =  —  sin  \x  -\ —  I  •  — - —  • 

àX  iU  -  .   \      ^      2  J  àx 

lim -^  =  îT  ï= -=  8in  à?;*   -     ' 

On  pouvaii  arriver  à  la  ménde  condj^s^ion  en  partant  de  la  définition  de  cos  x  et 
en  appliquant  la  règle  des  iicmctions  de  fonction,  cdmmé  il  suit  : 

'».■  eos  â;  i£=  siQ  (^<*  —  «) , 

•«.  co6"«^ coB (go»  — »)  X d .  {so*  —  ir)  =  sln a? X  -*  ï^=  —  sA  «/ 

2Ù.  Défivée  de  tangT.r^Oia  H. 

sin  a? 
tanga;^:: — r^;    . 

CQsa?  ..    , 

donc,  d'après  la  règle  des  quotients , 

cos  a;  d  j  sin  a; -^  sin  a;  d .  cos  a?      cos'âr+ shi^a; 


d  . tang  X  = 


ou  enfin.  d. tanga;r= 


cos*  a?  cos*  a; 

.  .  .         *  ,    ,    ., 

I 


cos*»'  ,. 

27.  Dérivée  des  autres  fonctions  directes*  •—  En  partant  des  relation^ 

,      '•'  'CÔSàî     •       y  1    ■  /    •      '•  -t       •-'■    '-'  *''■:"'  * 

cot  X  =  -: — ,       sec^  = ,       cosec  x  =^  -: — , 

sma;         •    •      -cos  a?  sma? 

et  en  appliquant  les  règles  données  dans  les  paragraphes  précédents,  on  trouvera 
sans  peine         ^'-      d .  cot  sif^=  — r---^  *  -        . 

,  '^ina;'  '^^^  's  '■  •  *  • 

d .  séc  a;  =  ^  ,  ■  =  tang  «  séc  ar , 
^-  --  I  cos* a?      \    5  -.-  ] 

v>       '     '       cos  "a?      *  -  -      ss  .■'•)  il 

d  .  tt)séc  »  ^r- r-r-  =  —  cot  a;  coséca;. 

sin*aî 

28,  Dérivée  des  fonctions  cirç\tlaires  inverses.  —  Si  Top  ji  Véquation 

et  que  Ton  en  tire  a;  =  ?  (y) , 

les  deux  fonctions  f -et  9  sont  ce  que  nous  sommes  convenus  d'appeler  des  fonc- 
tions inversée;'      ,:  '    ' 

11  existé ,  entre  lès  dérivées  de  deux  fonctions  inverses,  une  relation  très-simple 
qui  consiste  en  ce  que  lei^r  produit  est  égal  à  T  unité.  . 

£n  effet,  on  a  /''(a;j  =  lim~;  ^ 

Aa; 

T 


donc  rW?'(ï)  =  lin.g,.ilm^  =  lim  (g-g)  = 


I. 


^ 
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D'après  ce  théorème ,  des  fbnniiles 

y  =  siD  2y       d  .  y  =      eoaix , 
y  =  cos  â? ,       il .  if  s=  —  sin  as , 


]/  =  tangaPf     d,yz=i 


I 


cds*»' 
on  tirera  tour  à  tour 

d .  are  sin  y  = 


cosâ; 
t 


8in« 


I 
d.arctaDgyrr      cos*ag=    ^^ 

On  obtiendrait  avec  la  même  facilité  les  d^Tées  des  animes  fonctions  inTeneg; 
nons  ne  ks  donnons  pas,  parce  qu'elles  sont  peu  usitées  «t  ^te  peut  loqieors  les 
éviter. 

Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

sin  â«,     cos  os,     arcsinod;, 
sin«»fl;  cos**â;y 

Dérivées  des  fonctions  exponentielles  et  logarithmiques. 
29.  Dérivées  des  fonctions  exponentielles.  —  i*.  Solt 

e  étant  la  base  dets  logarithmes  népériens  ou  la  valeur  de  la  série 

II  --I 

'i'i.a'i.2.3 

I                                                                                               Âtf            e^—  I 
f  Onatura      Ay=a»+A»  — e»=>«(«Aj;,^  i),     -i  =  e«. — ; ; 

aX  oSB 

Si  l'on-pose  ^A»  —  i  ==  _, 

d'où  eA«= »-,       ^;=lognép — ! — , 

on  aura,  en  désignant  par  1  les  logarithmes  népériens, 

Ay I  «• 


=  e». 


A9  i  +  flt 

al 1 

oe 


(■^j)''  ■ 


I  Or,  lorsciue  Aâ;  tend  vers  o,  a  tend  vers  Tinfini,  et  ifi  +  -1    ye^^  \f  QU  i* 
Donc  y'  =  e*. 

Ainsi,  la  fonction  e»  jouit  de  la  propriété  d'être  égale  à  sa  dérivée. 

On  aurait  pu  arriver  à  la  même  cpoclnslon  en  se  rappelant  que  f  ^  (^njr  ra- 

X         x'^  ofi 

leur  la  série  convergente    1  H 1- 1 H- ... 

II. ai. a. 3' 

a».  Soit  y  =  o^, 

on  a  identiquement  a  =  e}», 

et,  par  suite,  yrîseia.ap. .. 


NOTÉ  V.  S6i 

I)oi;e,  d^apr^  là  règje  de^  fonctions  de  fpDcU^ 

30.  Dér%vé$  de  log  x.  --  Soi«|[it    y  =  iog  4; 
et  a  la  base  do  système;  on  aura   x  =^«y, 

et  ppr  .çpîi^qjjent,  .4*^Çf  èf  le  prjnc]p§  des  fonctions  inverses , 

, 1     I 

On  ania  êùo»  v'  =  ~,  ' 

-  «la' 

ott  bien  encore,  si  I'ob  femar^ue  que     la  = 


on  anra  y'=:d.log«  = 


loge- 


loge  désignant  le  logaritl|]ipe  dje  laba^e  népérienne  dansj^  systèiùe  considéré. 
On  peut  aussi  obtenir  directement  la  dérivée  de  loka;.  On  a ,  en  effet,  ' 


Or,  à  la  limite  (^otç  IV),  Je  numérajteur  de  jçgl^t^  eyRpsfussifW  to4  YW  loge. 
Donc ,  etc.  ^ 

Théorèmes  généraux  sur  les  dérivées. 

31.  Théorème  L  —  Une  fànetion  est  croissante  ou  décf^sante  suivant  que  sa 
dér%pé$  ef$  fosifi^e  çji/k  négqtiye. 
Soit  y  la  iomuim  Q(M9»4ér^  :  i^Misqn'OiO^ 
'  «Ail 

Au 

on  peut  écrire  7^  ==  y'  +  «  1 

e  étant  une  quantité  qui  devient  nulle  en  même  temps  que  Aa;,  et  qui,  par  coù** 
séquent,  seta^ très-petite,  lorsque  i'aceroisseonent  ^  sera  lui-même  très-petit. 

Il  r.ésult6  de  là  que  si  la  dérivée  de  y'  est  différente  de  o,  on  pourra  supposer  Ax 
assez  §etit  pour  que  e  soit,  en  valeur  absolue,  moindre  que  y',  et,  par  cbnsé- 

çient,  7^  finira  par  être  de  même  signe  que  y'.  Par  suite,  si  la  dérivée  est  posit* 

àx  , 

tive  et  que  6a  soit  positif,  il  en  sera  de  même  de  Ay.  Et  si  la  dérivée  est  néga** 
live, «u  cQHtfaire,  4y  &êra ;)|égatif  lorsque  àx  sera  positif. 

Or,  supposer  que  Ao;  soit  positif,  c'est  admettre  que  la  variable  croisse.  Donc  l^i 
feneti(«  txolk^  ^  ^écr^tr^,  {orsqup  la  varlaf^e  s$r4  çroissa^e,  selon; que  la 
4érjivée9era  pçsitivjQ  ou  négative;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  —  Il  résulte  de  là  que  si  la  dérivée  d'une  fonction  f{fp)  es^  ifisS^ 
pour  une  valeur  a  de  a;  et  présente  des  signes  contraires  pour  des  valeurs  de  a;  un 
peu  supérieures  et  un  peu  Inlérieures  à  a,  IjLfbîiction  aura  un  maximum  oit  un 
minimum  correspondant  à  la  valeur  a; =0. 
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En  effet,  si  f{x)  est  positive  ponr  les raleiin de  x  coiiq»rlse8  entre  a*- h  et  «, 
et  négaftlYe  poar  les  valean  de  x  comprises  entre  a  et  a  +  h,  7i  désignant  une 
quantité  positiTS  très-petite,  on  voit  que  si  l'on  fidt  varier  x  d'one  manière  coQ" 
tinne  depais  a —  h  jusqu'à  a  +  ^*  la  fonction  f(x),  d'abord  croissante  depais 
s=:a  —  h  jusqu'à  x=a,  deviendra  ensuite  déôoissantede  x=:aàffr=a+h* 
Donc  f[a)  sera  sa  pi  as  .grande  valeur. 

On  venait  de  même  que  f{fl)  serait  un  minimum  si  la  dérivée,  en  s'annulant, 
passait  du  négatif  au  positif. 

Exemple.  —  i«.  y  =  sin  x ,     y' = oosop; 

eo6  a;  est  positif  quand  x  varie  de  o  à  - ,  donc  sina;  croit  dans  cet  interndlej€ettS' 
dérivée  est  nulle  pour  x=:-,  ef  change  de  signe  qnan4  x  passe  de k 

à  *  +  fc;  donc  stn-  est  nn  mailmum.  €e  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  sa* 

Tons  de  cette  fonction. 

»•.  y  =  ir(ao  — «),        jf'ssaa  — a»; 

* 

la  dérivée  y'  est  positive  de  x-=o  à  x  =  a,  nulle  pour  jp  =  a,  négative  de 
x^=a  k  x=:^a. 

Par  conséquent,  le  produit  x{^a—x)  croit  dans  le  premier  intervalle  et  dé- 
croît dans  le  second.-  Il  est  donc  maximum  pour  x  =  a,  ce  qui  s'accorde  avec  le 
théorème  démontré  (n**  107). 

32.  TnÉORfcHE  IL  — I«  délitée  d'usé  fonction  ne  peut  pas  être  constamment 
nuUe. 
Supposons  que  y  solt  nne  fonction  de  x  dont  la  dérivée  y*  soit  constamment 

'  nulle.  Soient  x^,    x^,   x^,.,*^    x^, 

fi  valeurs  croissantes  de  la  variable  ;  st  yj ,    y^ ,    y 3 , . .  • ,    y*  t 

les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction.  Puisque  la  dérivée  de  y  est  nulle,  les 
iBpports  ,    , . .  • .    

^  doivent  être  trèfrfetlts,  si  les  valeurs  successives  de  x  sont  assez  rapprochées. 
Moounant  e  le  plus  grand  de  ces  rapports ,  on  autn  en  valeur  absolue , 

»s-yi    <«(«,--«i), 


y» — yii-i  <  e  (a^ — ofnZ-i  ) , 
d'où,  en  ajoutât  qttepibre  à  membre , 

yn— yi<e(»«— «1).  ' 

Mais  si ,  laissant  constantes  les  valeurs  extrêmes  x^  et  Xn ,  on  rend  de  plus  en 
plus  nombreuses  les  vaienrs  intermédiaires,  e,  et  par  suite  t{xi — xn,),  pourra 
devenir  plus  petit  que  toute  quantité  donnée.  Donc  yn — y^  est  nuÂMke  que  toute 

quantité  doopée*  c'est-ànlire  nulle.  Donc     yn  ;=  yi  • 

Ainsi  deux  valeurs  quelconques  de  y  sont  égales.  Donc  y  ne  dépend  pas  de  «  et 
ne  peut  être  qu'une  constante  :  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

11  résulte  encore  de  là  que  si  la  dérivée  d'une  fonction  est  toujours  trèfr-pettte 
entre  deux  limites  données,  la  fonction  doit  différer  très-peu  d'nne  constante 
entre  ces  limites. 


HOTE  vl  553 

••• 

La  dérlTée  est  très-petite  quand  x  est  très-grand.  Donc  alors  y  di£Père  très-peu 
d'une'  constante  :  ce  que  montre  d'ailleurs  la  simple  inspection  de  la  fonction. 

33.  Théorème  HI.  —  Dem  fonctions  qui  ont  la  même  dérivée  nepewp^t  différer  ' 
^ue  foir  une  constante. 

Il  est  d'abord  évident  que  deux  fonctions  égales  doivent  a^oir  la  même  dérivée. 
Deux  fonctions  qui  ne  diffèrent  que  par  une  constante ,  ayant  des  accroissenients 
égaux  «  ont  aussi  des*  dérivées  égales.  ;     > 

Je  dis  que  réciproquement  si  deux  fonctions  u  et  v  ont  des.dérLyéesjl^alest  elles 
)  ne  peuvent  différer  que  par  une  constante. 

Soit  donc  tt'  — t/  =  o,        • 

etposons  *u  — tj  =  y.  -,       ,  - 

En  prenant  la  dérivée  des  deux  moobres  de  cette  égalité,  on  aura     v 

ou,  àcause  de  rhypothèse,  y'  =  o,  '       <.  " 

Ainsi  la  différence  des  deux  fonctions  a  une  dérivée  nulle.  Donc  cette  différence 
est  une  constante.  ^  ' 

34.  Problème.  —  Revenir  de  la  dérivée  à  la  fonction  primitive ,  dans  le  eofiùà 
cette  opération  peut  se  faire  immédiatement.    ^ 

Le  problème  qui  a  pour  but  de  trouver  une  fonction  dont  on  connait  la  dérivée, 
off^e,  en  général,  d'assez  grandes  difficultés.  Mais  il  sera  facile  à  résoudre  si  Ton 
se  donne  quelques-unes  des  fonctions  que  nous  avons  obtenues  par  l'application 
des  règles  établies  dans  les  paragraphes  précédents. 

Ainsi  nous  avons  ^ouvé 

d .  apw  ==  nwpm-i         d*où       d. — : —  =  sc^i 

doncla  fonction  primitive  de  0^  est   — r-^  +  c. 

e  désigne  ici  une  constante  arbitraire ,  que  nous  devons  ajouter ,  d'après  le  théo-  ^ 

rème  IQ,  à  la  fonction     '.   ■ ,  si  nous  voulons  obtenir  la  fonction  la  plus  gêné* 

raie  qui  ait  pour  dérivée  x^, 
Deméme^decequelesdéElyées.dçslQiu^t^pii^     ,,   : .»:      /,..  .  (..  u  rv.  ,^'. 

*        .         e^,       Ix,  ,     siax,    :   eoi^ff„      tango;, 
sont  6»,       x-^,     CQ&x,     — sino?,    séc'o;, 

nous  en  concluons  que  les  fonctions  primitives  de 

^       e«,       ar-i,     cos»,      \sinaî,     g^séc*», 
sont  respectivement     e»+c,  lx-\-c,  sin  a;  +  c,  — cps«  +  c,  tang  x  +  d 

On  trouverait,  avec  la  même  facilité,  les  fonctions  primitives  d'expressions 
dans  lesquelles  les  fonctions  s^mpjes ,  dont  nous  venons  de  parler,  entreraient  par 
voie  d'addition  ou  de  soustraction ,  avec  dés  coefficients  constants. 

35.  Problème.—  Connaissant  les  dérivées  de  plusieurs  fonctions ,  troivoet'la 
dérivée  d'une  fonction  composée  de  ces  fonctions. 

Soit  y=f{UjV) 

une  fonction  composée  de  deux  fonctions  de  a;,  u  et  v.  Appelons  U  et  Y  les  déri- 
vées partielles  de  y  par  rapport  à  u  et  à  t?  ;  ou  aura 

'  /'(tt  +  Aii,v)  — f(u,'t?)  =  UAtt-|-aAv,     •    •    •'■<'•    (i)'- 

f{UyV'^^v)--f[u,v)z^yàv■{'^^v,  -       "     (2) 


i.'h 


il' 


\ 
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«  et  p  désign^Dt  des  fonctions  ^t  u  çtile  v  qui  s'évanouissent  en  inémg  ^ps  fpf 
Au  et  Av. 
L'égalité  (i),  par  le  changement  de  v  en  v  +  Ài^>  prend  la  forme 

nu  +  Au,  v  +  J^v)^f[u,v  +  A«).=:Ui^u  4-  aj  Au,  (3) 

Ui  et  «4  déelgnant  cê  que  deviennent  U  et  a  par  cette  BubstitutUn. 
Si  l'on  ajonte  (i)  et  (3),  on  aura,  après  rédnetion, 

f(u  +  Au,«  +  Ai;)  — f(tt,  i)  =  Ay=VAr  +  UiAtt  +  04Au-hpAt>, 
:..  j.  Au      „  At?   .   „  Au   .       Au  .   ^  At?        "  '    -  ,.^ 

Si  maintenant  Ton  suppose  Ax  égal  à  o,  les  quantités 

Ay  Au      At? 

S'    *^*'    S'    5*    **•    ^ 

atteindront  leurs  limites  respectiVes 

^,      U,      u',      t/,     o,     o, 
et  l'égalité  (4)  deviendra  y'  =  U  u'  +  V  v'. 

Or  Uu'  est  la  dérivée  «{ne  l'on  obtiendrait  en  considérant ,  dans  f{u ,  v) , 
V  comme  constante  et  u  comme  seule  variable  ;  nne  remarque  analogne  s'ap-^ 
plique  à  Vt/.  De  là  cette  règle  ; 

La  dérivée  âFune  fonction  eompotée  de  deux  fon(^Hons  est  égale  à  la  somme  deÈ 
dérivées  partielles  tibtenws  en  eonsid^ant  tour  à  tour  chacune  des  fonctions  con^ 
posantes  comme  seule  variable. 

Ce  théorème  s'étendrait,  iiar  une  analyse  semblable,  à  une  fonction  composée 
d'un  nombre  quelconque  de  fonctions.  La  règle  relative  à  }ià  dérivée  d'un  produit 
peut  en  être  regardée  comme  «n  corollaire.  " 

36.  Problème.  —  Trouver  la  dérivée  d^une  fonction  implicite. 
Désignons  par  y  une  fonction  implicite  de  x;  donnée  par  l'éqnation 

f.(a;,||[)  =  o; 

si  nous  supposons  que  y  ait  été  remplacé  dans  fix^y)  par  sa  valeur  en  fonction 
de  «,  f(ff ,  y)  sera  Identiquement  nulle ,  ainsi  que  sa  dérivée.  On  aura  donc 

d.f(x, y)  =  o, 
et,  en  appliquant  la  règle  des  fonctions  composées , 

d'où  ^^,ra>(«>y) 

on  4  ^=""y' 

en  posant ,  pour  abré^r,     f'w  (« ,  y)  ■=  X ,     f 'y  (« ,  y)  =  Y. 

:Exemple.^  a»y*-J- &•»•=' o* M; 

on  a  ;i^  =  ab«a5,     Y  =  aa*y, 

•««Wte    .  y<=:-— . 

ÀppUcatiion  de  la  théorie  des  dérivées  aux  développements  de  l(i  +  x)  et  de 
arc  tang  x  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  aroissantes 
de  X ,  lorsque  cette  variable  reste  comprise  entre  —  i  çl  -f- 1. 

37.  Théorème.  —  Ic^^que  la  dérivée  d'une  fonçfUm  peut  être  développée  en 
série  convergente  ordonne  suivi^t  les  puUisçknce§  croissantes  de  la  varia^Uy  il  en 
est  de  même  de  la  fonction  proposée. 
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V. 

N0198  n^  dtoontrerons  ce  (béorèfoe  gue  ,daoa  I0  xas  où  la  séifle  gai  jr^présentf 
la  dérivée  a  ses  termes  de  même  signe,  et  dans  celui  où  cette  séfle  a  ses  termaf 
alternativement  positifs  et  négatifs.  , 

Soit  f{x)  la  fonction  préposée ,  el  supposons  que  sa  fopj^iof^  dérivée  f  («]  puisse 
être  représentée,  au  moins  entre  certaines  limites,  par  la  série 

^  AtilP*       A«fl^  Anff^"^^ 

posons         çW==Ao«  +  =^  +  =|-*+...  +  -^j-777-  + 

Je  dis  que  cette  nouvelle  série,  qui  a  également  pour  dérivée  f'(x)f  est  conver« 
gente  entre  les  mêmes  llmttes  de  la  variable.  ^ 

En  effet»  le  terme  général  de  la  seconde  série  peut  s'écrire 


Afij0« 


n  +  t* 


et  l'on  voit  que  lorsque  n  + 1  est  supérieur  à  9;,  il  est  moindre  (pie  le  terme  qui 
occupe  même  rang  dans  ('(s).  Donc  les  termes  de  la  série  9(rr)  finissent  par  être 
moindres  que  ceui  de  le  série  f*(x) ,  et  puisque  celle^i  est  copyergenjte,  i)  en  est 
de  même  de  l'autre,  à  plus  forte  raison. 

En  effet,  !•  si  la  série  f^{x)  a  ses  termes  de  même  signe,  la  valeur  pum/érique 
de  (f{x)  sera  inférieure  à  celle  de  f'{x)\,  et  par  conséquent  sera  une  quantité  finie; 
2?  si  les  termes  de  la  série  f{x)  ont  alternativement  le  signe  +  et  le  signe  — ,  ces 
termes  devront  décroître  indéfiniment  pour  que  la  série  f{x)  soit  CQnvergepte,  et 
cette  condition  de  convergence  sera  évidemment  satisfaite  par  là  série  9  (a:).   ^ 

Maintenant  f(x)  et  ^(x),  ayant  la  même  dérivée,  ne  peuvent  différer  que  par 

uie  constante.  Donc     f(â;]sse  +  f(«)â=c  +  A«a;  +  -^^;f 


Done  f'{x)  peut  être  développée  èa  série  convergente  ;  ee  nm'tt  ftdlett  MnentNf  «' 
38.  DévehppemefU  de  \(i  +  x).  On  a,  daps  cet  exemple, 

on  tronve  par  la  division 


i +x  1 — X 

Si  «  est  moindre  que  l'unité  en  valeur  absolue, tend  vers  o,  a  mesure 

I  ""^  X 

que  n  augmente.  Donc  on  aura     /'(ap)  =  i  — os  4-a*— »»+....., 

séfie  convergente  quand  x  varie  de  -^.  i  à  +  i*  On  aura  donc,  entre  ces  limites, 

fl^         jpS         S^     ■       ' 

tt«)=l(' +  «)=«  —  -  +  1  ""4  "^ 

On  n'i^oote  pas  de  constante ,  parce  que  \{t-^x)  doit  être  nul  powr  msx  o. 
39.  Z)^eloppemen(  de  arctangx.  —  On  a,  dans  ce  cas, 

f(«)  =  aretang«, 


rUri  =?  7^  rîn  »  r- .4:*- «trr  a#  + 
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Cette  série  est  eoDTergente  pour  les  Taleon  de  r  qai  simt  cam^ftoes  entre  —  i 
cl  + 1.  On  aura  donc,  en  remontant  à  la  fonction  primittre,  et  remarquant  que 
ate  tang  «  doit  a'éranoair  ponr  x  =  o  ^ 

«»       X»       jr^ 
aretangdr=x  — -.4--- h , 

iérie  eonrergente  pour  les  Talôus  de  s  oomprlaeaeotfe  •*  i  et  -f  i. 

Calcul  des  logarithmes  au  moyen  de  la  série  qui  dotme  le  logairiikme  de  n  +  > 
^iiand  on  ecmnait  uUU  de  n.  —  Calcul  des  logafithmep  népériens.  —  Valeur 
du  Module  des  logasiikmes  vidgaires,  —  Calcul  des  logarithmes  vulgaires. 

40.  SI  dans  la  formule    l(i  +  «)  =  ' +  t'^T * 

2  9  V 


qol  est  eonrergente  pour  s  <  1 ,  on  snppoae  s= - ,  on  ann 

n 


l(«  +  ;)  =  l{»+0-lw  =  i--^4-T^ 


3n«  ^  5n» 


Au  moyen  de  cette  série,  on  pourra  calculer  le  logarithme  népérien  de  n  4- 1 
quand  on  connaîtra  edni  de  n.  Or»  comme  1 1  =  o,  on  aura  successiTement 
I2,  13,  14,  etc. 

Mais  cette  série  étant  peu  convergente,  du  moins  lorsque  n  n'est  pas  très- 
grand,  je  Tais  en  déduire  d'autre»  plus  commodes  pour  le  calcul  arithmétique. 

A  cet  effet,  J'écris  les  deux,  séries 

x*       af*       «• 
!(»  +  *)=      *— J  +  J  """5 

et  }e  vetruielio  la  seeonde  de  la  ptemMre  ;  J*aikral 

_                                        .       i+«       n+x 
Je  pose  — ' —  = 

d'où  x=     ' 


^  -f  ftfl-f  ar  • 


1  .  _ 


Cette  valeur  étant  moindre  que  i ,  les  séries  (i)  et  (a) ,  et  par  suite  celle  qu'on 
9SÇL  déduit,  sont  convergentes.  On  aura  donc  ,    ^   . 

1— ^ —  =  1— !— =:l(nH-;j)  — U, 
et  par  conséquent.  -   .      .  ,        ,     , 

série  très-convergente. 

41.  EasewfiU^  -^  Suppoeons  qu'on  ait  à  Galen]«  le  logarithme  népérien  de  2 
avec  sept  chiffres  exacts.  On  aura  n=i,  x  =  if  i%  =  i,  et 

Les  termes  de  cette  série  décroissait  plus  rapidement  que  ceux  d'une  progrès* 
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•  •     I 

•ion  géométrique  dont  la  raison  serait  égale  à  -.  Il  suit  de  laque  si  Ton  s'arrête  à 
un  terme  a,  l'erreur  commise  Mca  moiodsre  que 

T 

8 

Or  en  trouye  que  le  '9*  terme  de  la  série  est  moindre  que  — -.  Il  sniBra 

donc  deealbtil^r  lei^lmit  premiers  termes  de  Ht  fiérie  av«o  finit  eltiffires  exact»: 
leur  somme  donnera  la'  talear  du  logatilHme  de  ^  à  moins  de  9  nnltés  dn 
8»  ordre. 

X 

Un  nombre  bien  moins  grand  de  termes  sera  nécessaire  si  le  rapport  -  est 

II 

très-petit,  et  on  démontrera  facilement  que  le  premier  terme  de  la  série  sera 

suffisant,  pour  calculer  la  différence  des  deux  logarithmes  avec  sept  chiflires 

X  I 

exacts ,  lorsqu'on  aura  -  <  - —  (*). 

42.  Calcul  dès  logarithmes  vulgaires,  «r  Valeur  du  module,  —  Ce  que  noua 
venons  de  dire  s'applique  aux  logarithmes  népériens.  Quant  aux  logarithmes  vul* 
gaires,  comme  ils  ne  diffèrent  des  précédehts  que  par  le  facteur  constant  qu'on 
nomme  le  module,  il  est  clair  qu'en  représentant  ce  module  par  M,  on  aura 

log(«  +  .)-logn  =  .M[^+5^^.  + ]  . 

M  une  fois  calculé,  qn  .pourra  donc  se  passer  des  logarithmes  népériens* 

^  '  '  '  l'o        U  +  1&  '  '    » 

On  trouve ,  en  faisant  le  calcul ,     M  =  0,4342944819. 


Càkul  du  rfipport  delà  circonférence  au  diamètre,  d^^aprè» 

^  «M'c  arctangx. 

AvI  /w|K  iw7 

43.  Si  dans  la  série    arc  tang  «  ==  a?  —  —  +  -r-  — —  -f 

o         o         y 


«  I        I        I 

on  fait  âp  =  I ,  on  aura  7  =  1— -4-r H , 

...  4  3.37  * 

expression  due  à  Leibnitz*  Mais  comme  cetïe  aiétle  est  peu  converg^te,  nooB 
allons  en  chercher  d'autres  qui  soient  plus  commodes  pour  le  calcul  arithmétique. 

On  a  tang(a  — &)=     ,  ^    ^    .  ^^i>=     i  1^» 

^^^         '      i-f  taugatangb      i+AB 

en  posant  tanga  =  A,  tang6=B.  On  aura  donc 

>  ■       .  _  ■ 

a-lïT-«rctang^^-pjg, 

j^ g 

et ,  par  suite ,      arc  tang  A  =  arc  tang  B  +  aro  tang         ■ 


*..  i  .• 


(*)  Et  mime  '  <t"  Voir  l'intéressante  brochniede  M.  Philippe  Konlek  :  Méthode  nôwelle 

pour  calculer  rapdemeut  les  logarithmes  des  nomhres  et  les  nombres  correspondant  aux  togth 
rithmes. 
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Si  Ton  sappose  a  =  t  »  on  aura  A  t=r  t  et 

4 


«  I  — B 

-  =  afclng  B  +  m  tng — --g. 
4  ■  +  » 

Pareico^U,  Si  Ton  pmiB=-,ôn  ama 

j  =  are  taog  -  +  are  tang  T  f 
4  a  # 

ft  cbanaf  dea  fartica  da  lecaiid  membre  poaTant  se  dévdc^per  en  aérie 
«onTOCsmlet.  on  n'aura  qu'on  petit  nombre  de  termes  à  calcoler. 
On  peat.Tarier  beaucoup  les  formules  de  ce  genre.  , 

(PaOlJHCT.) 


NOTE  VI  (Page  594) 
BES  différences; 


Différences  des  divers  ordres. 
1.  Lorsque  Ton  a  une  suite  de  quantités        ' 

et  que  l'on  retranche  chacune  d'elles  de  la  sUivanto»  les  résultats  obtoius  se  nom- 
ment les  différences  premières  de  ces  quantités,  et  se  désignent  pur  la  caractéris- 
tique A  placée  devant  le  terme  soustrait,  de  cette  manière  : 

Les  diflërences  premières  forment  une  nouvelle  suite 

Auo,  Atti»  Au,,../, 

dont  les  différences,  par  rapport  aui  termes  de  la  smte  primi^TQ,,ae  iiDii)fl(ient 
différences  seconde.  On  les  désigne  par  la  même  caractéristique  A,  affectée  dé  l'in- 
dice 2  placé  en  exposant  <  comme  il  suit  : 

A^llg  =  A .  A  U()  =r  Att|  —  AiIq, 
ASl4=A.Att|=Ai% — Aiij. 


Les  différences  soeondss  donneront  lieu  à  des  différences  troisièmes,  celles-ci  i 
des  différences  quatrièmes,  et  ainsi  dé  suite.  Cjes  divers  è^diféai  de  difiérénees  s'ex- 
primeront par  A%  àSy  etc.,  et  l'on  aura,  en  général, 

APtIii  =  AP— 1  Un+l  —  Âp— iUn . 

2.  Lorsque  la  suite  primitive  est  ftlîmitée ,  p  y  a  des  différences  de  tous  les  or^ 
dres;  mais  si  elle  se  compose  d'un  nombre  fini  m  de  termes,  on  voit  qu'il  n'y  aura 
que  m —  i  différences  premières»  m —  2  diflérooices  secondes,  une  seule  différence 
(m— i)«, 'et  il  n'y  aura  pas  lieu  de  considérer  de  différence  dont  l'ordre  dé- 
passe m -^  t. 

Si  lea  différences  d'un  certain  ordre  étaient  constantes ,  les  différences  de  l'ordre 
suivant,  ^t  par  suite  celles  d'un  ordre  supérieur,  seraient  nniles.  C'est  ce  qui  ar- 
rive dans  l'exemple  suivant,  oû  Un = n*  : 
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/ 

14 

Au 

À«u 

À>u 

. 

r 

O 

l 

a 

O 

I 

3 

a 

O 

4 

5 

a 

0 

0 

9 

> 
7 

a 

• 

lè 

9 

• 

• 

25 

• 

• 

• 

^-     M»> 

»     * 

^ons  reviendroos  sur  ce  réstfltat  qui  iiéhi  i  un  théorème  général  ;  mais  nous 
vfti|iàrqaerdnâj&  parti  ^  Ton  peut  en  tirer  pour  former  ri^idèmetit  une  Table 
àeê  carrés. 

Supposons  qu'on  ait  d'abord  écrit  les  deux  premiers  nombres  de  la  preiliiàre 
colonne,  et  le  premier  de  chacune  des. colonnes  suivante^  :  ie4is.^'on  pourra  çoih 
tinuer  le  tableau  aussi  loin  qu'on  voudra  par  de  siâliplés  additions. 

En  effet,  si  Ton  ajoute  a^  premier  nombre  dé  (a  troisième  colonne, au  nombre  i, 
qui  est  sur  la  même  ligne  dans  lâf  deuxii^me,  oii  formera  3  ;  en  ajoutant  3  à  i,  on 
aura  4  *  carré  de  a.  ... 

^ro9.^jOQ.Ifk«.  à  h  ou  a^Ta  5;  5  ^  4,  9,  çarré.cte  3|.et  am^. ^>^it€|. ,. 

Les  cubes  donnent  Ueu  à  une  remarque . analogue  :  seulement  >  les  dîiiférences 
ne  sont  constantes  qu'à  partir  du  troisième  ordre.' 

Étant  donné  m  +  >  nombres  u^^Uf,  é  .  .,.ntf ,  trouver  :  i®  Vexpression  du  terme 
général  un  en  fonction  du  premier  termt  .Uo  et  de  ses  différences  successives  ; 
a<*  VexTpression  de  Aq  %  en  fonction  des  nombres  proposés,  .    * 

3.  !•.  Èxpfeàsibn  de  un  •  —  On  a,  par  déffnitlon , 

«^  —  «0    +Auo, 

AUi  =  Auo+ A'uq.  

Ajoutant  &8  trois  égalités,  mëiAbre  t  méiràrè;  on  trouve 

La  même  formule ,  appliquée  à  la  suite  Auq»  ^% ,  etc. ,  donne  .   ^ 

Aii,  =  AUo-f-aA*Mi-f  A^Woj 
on  a  d'ailleurs,  par  définition, 

ajoutant  ces  trois  égalités ,  on  aura ,  après  réauction , 

etainside^^iitei  i  -    ,♦. -;^.  _.  ^,  l  -     -        j  ^..^    -j^,^^ 

Les  coefficients  de  ii^  étant  ceux  du  carrtf  d\in  binôme,  les  eoeffidents  de  «s  ceux 
du  cube ,  on  est  porté  àoonoiure  que  la  formule  générée  doit  être 


n(»«<»  i)  .  - 
Un  =Uo  +  nAuoH A  Wo+  .... 


i,a 


(0 


Pour  s'assurer  de  la  justesse  de  ceite  induction ,  il  suflSt  de  chercher  si  cette  loi  » 
étant  vraie  pour  l'indice  n,  Test  encore  pour  ftedice  suivant  n  +  xi 

Soient  i,  A,  B,  G,  etc.,  les  coefficients  de  la  nt^*>*0 pifisaance  d'tinbiBfaiet  6t 
supposons  qu'on  ait  trouvé 

i4tt  =  Wo  +  AAt*o  +  BA«t*o  +  CA»t«o+....  ' 


560  HOTE  yu 

La  même  formule,  appliquée  à  la  série  des  différenees  premières ,  donne 

On  a  d'aillears,  par  définition,  . 

^     '  tt«+i  =  tlnH- Au». 

ÂJontuit  ces  trois  égalités,^  on  trouve,  toutes  réductioiis  faites, 

i4«+i=tio  +  (Af  I)Al^o  +  (B+»A«Uo+.... 
Or  on  sait  que  si  i.  A,  B,  G,  etc.,  sont  les  coefQcients  de  la  n*'«^  puissance  d'nn 

binôme,  i,  i  +  A ,  A  +  B,  B  +  G,  etc. ,  sont  les coefficieolts  de  la  (n  +  i)*  poia- 

sanee.  IVonc  le  théorème  s'applique  à  Un+i. 
La  formule  (t)  peut  s'écrire  symboliquement      y 

pourvu  qu'après  le  dévelo]^pement^  effectué  comme  s'il  s'agissait  de  multiplier 
par  Uq  la  n*^"^  puissance  du  binôme  i  +  A ,  on  considère  les  exposants  comme  des 
faidices   ^ 

4.  a*.  Es^esmn  de  A»  Uo«  —  On  a ,  par  définition , 

Aiio=tii    -*iio»     "  ^ 
Ai«i=ti,    — ùi, 
A<Uo  =  AUi'— Au^. 

Si  Ton  retranche  la  dernièi^  égalité  de  la  somme  des  deux  premières,  on  aura 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  cetjte  égalité  et  les  deux  suivantes, 

A«tti  =  tt,    — aiij-ftiji, 

A'Uo=A'tti  —  A'tto, 
on  obtiendra  A^u^^Ua  — 3û,  + Stii  —  Uo, 

et  ainsi  de  suite.  Tous  ces  résultats  partiels  sont  compris  dans  la  formule 

ott  dans  la  formule  symbolique 

pourvu  qu'après  le  développement  dn  second  membre  on  change  les  exposimts  en 
indices. 
La  généralité  de  cette  loi  se  démontrerait  comme  dans  le  numéro  précédent. 

5.  applications,  —  i*.  Soit  la  suite  des  carrés 

o,  »,  4>  9>  ^^»  .^.» 
ona  Aiio=i,    A«Wo=a,    A'tlo  =  o,    A^Uo=:o, .... 

Donc,  d'après  la  formule  (i), 

Um  =  UQ  +  nLu^+  -^ ^A*t4o  =  n-f  n(n  — i)r=M; 

le  terme  général  de  la  suite  est  donc  n^  comme  on  devait  s'y  attendre. 
D'après  la  seconde  formule,  on  aura 

d'où  l'on  conclut»  puisque  les  différences  d'un  ordre  supérieur  an  second  doi- 
vent être  nulles,  que  l'on  a 

n«-.n{n-i)«+î^^îî^=^(n-.2)«-...=  o,- 
,  ...  *  •* 

quand  n  est  plus  grand  que  s. 
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I 


A*.  Soient  tto  =  <>> 


^=0  + 1 +44-... +  tt*t 
1q8  différences  premiôres  de  cette  suite,  sont . 

ï.  4»  9.  ï6,...5 
les  différences  deuxièmes,  ^>  ^i  7>  •  •  •; 

les  différences  troisièmes  f  .  2,  a, ..., 

et  les  différences  d'ordre  supérieur  sont  nulles* 
On  a>  dans  cet-^exemple, 

I .2  I .a, a 

et  il  n'y  a  pas  basein  d'aller  plus  loin,  puisque  les  différences  d'ordre  supérieur 
sont  nulles.  On  aura  donc,  en  remplaçant  Auq,  A'U(^,  A'uq  par  leurs  valeurs, 

a  x,a.3  ' 

et,  toute  réduction  faite, 

^  n(n+0(an+  i) 

i.a.3  ,  ^ 

On  retrouve  ainsi  la  formule  qui  sert  à  calculer  la  sonune-des  carrés  de  Id  suite 
naturelle  des  nombres.' 

Connaissant  l$s  résultats  de  la  substitution  de  m  nombres  entiers  consécutifs  dans 
une  fonction  entière  du  degré  m,  on  obtient^acilementt  at^  moyeh  des  différences, 
les  résultats  de  la  substitution  de  tous  tes  autr4s  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs,  —  Application  au  cas  d'une  fonction  entière  du  twisiime  degré  dont 
on  connaît  les  valeurs  correspondantes  aux  valeurs  -rJt,  o  et  +  x ,  de  ia 
variable. 

6.  Dans  ce  qui  précéder,  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  les  valeurs  des 
quantités  uq^u^^u^,  etc.;  mais  si  l'on  suppose  que  les  termes  de  cette  suite  sont 
les  valeurs  consécutives  que  prend  une  même  f&nction ,  entière  et  du  degré  m  , 
quand  on  atUibue  k  x  de»  valeurs  en  progression  par  différence  «  on  arrive  à  ce 
théorème  important  : 

La  différence  de  Vordre'm  d'une  fonction  entière  et  du  degré  m  est  constante  ri 
la  différence  de  la  variable  est  elle-même  constante. 
'    Soit,  m  dfett 

tt  =  f(«)=Ao»"»  +  Aiaj«-»  +  A,a5»-«+  .... 

la  fonction  considérée;  nommons  h  la. différence  constante  des  valeurs  conséca« 
tlves  de  a;  >  et  Xq  la  première  valeur  attribuée  à  a; ,  on  aura 

f  («0  4-  /*)  =  AoCaSo  +  fc)*  +  Al  (»o  +«  ^)"^*  +  • . .  » 
d'oà  Att=f(aso4-fc)  — f(«)  =  mAo*?^h  +  .,.. 

La  différence  première  est  donc  du  degré  m  —  i  et  son  premier  terme  s^obtient 
en  multipliant  par  h  la  dérivée,  prise  par  rapport  à  a;o,  du  terme  AoX»»o. 

Pour  obtenir  la  différence  seconde ,  il  sufllra  d'opérer  sur  Au  comme  nous  ve- 
nons de  le  faire  sur  la  fonction  élie-méme,  et  Ton  aura  ponr  valeur  de  A'u  un 
polynôme  du  degré  m  —  a  dont  le  premier  terme  sera 

^      Cw  — i)tnAoaf"^/*«; 

et  ainsi  de  suite.  De  sorte  que  la  différence  m»^me  géra  nécessairement ,  d'après 

eetteloi,  i  .a.3...mAo/i»», 

et  ne  dépendra  pas  de  la  valeur  initiale  attribuée  à  ai;. 

Alg.  B.f  iV  M.  9e  * 
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|7.  Le  théoièiiie  que  nous  Tenons  de  démontra  simplifie  eonsidénibieiiieat  le 
«slcol  des  substitutions  dans  une  fonction  entière,  lorsque  les  nombres  à  substituer 
forment  une  firogresâon  arithmétique.  Si  la  fonction  est  de  d^ré  m»  il  suffira  4s 
connaître  les  résultats  de  m  substitutions.  On  en  déduira  m  —  i  différences  pre- 
mières ,  m  —  2  différences  secondes,  etc.,  une  différence  (m  — 1)«.  Quant  aux  diffé- 
rences «i»<"Mf,  qui  sont  constantes»  elles  sont  données  par  la  formule 

Ces  calculs  effectués,  on  pourra  ensuite  former  les  substitutions  ultérieures  par 
de  simples  additions. 
Saetf^U  :  soit  ^(i;)=i:a»  — 4««  +  5*—  i. 

Supposons  que  les  valeurs  à  substituer  soient  les  termes  de  la  suite  naturelle 
des  nombres.  Je  commence  par  substituer  les  nombies' —  i,  o^-f  i^et  j'ai  le 
tid)ieau  suivant ,  dans  lequel  je  n'écris  d*abord  que  les  nofibies  qui  sont  marqués 
du  signe  *. 
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17 

Pour  continaer  ce  tableau ,  je  remarque  que  l'on  a 

A*ii«=r  A*«.i  +  A«tt-i  =  —  8  -f  6  =  —  a. 

Done—  ssen  le  nombfe  qu'il  faudra  écrire  au-dessous  de—  8  dans  U  quatrième 
colonne- 
Taurai  ensuite  Aiii  =  Ati^  + A*ii^=a — ar=o. 

Ik»e  o  sera  le  nombre  à  inscrlie  au-dessous  de  a  dans  la  troisième  colonne. 
Enfin,  faurai  14^111  + AiI|  =  i +0=  i. 

Donc  t  est  la  valeur  de  14  ou  de  f(a). 

Un  calculera  de  même  ^(3),  f  (4),  etc.  Une  opération  inverse  pennettra  de  pro- 
longer le  tableau  dans  le  sens  opposé  et  de  calculer  f(-«  a),  f (—  3),  etc. 

8.  Le  théorème  démontré  au  commencement  de  ce^  article  admet  une  récipro- 
que qoi  consiste  en  ce  que,  si  une  suite 

**•»    *1>  •'ît  •••»   **»!   •••■» 

admet  des  différences  m*^^<^  instantes,  «p,  «1,14, . . . ,  ««  sont  les  valeurs  enH 
aécutives  que  prend  une  fonction  du  m>«"^' degré  quand  oa  y  substitue  à  la  variable 
des  valeurs  équidislantes. 
En  effety  le  terme  général  de  la  suite  sera,Id*après  la  formule  (t),  p.  468 , 


tfl(s— - 1} 

ita^if^+nA«e  +  — î -'  A*  u«  . .  • 

•        1  .a 


1 .a... 


A»  14, 


et  le  second  membre  s'arrêtera  là,  puisque  les  différences  d'ordre  supérieur  sont 
■nlles.  On  voit  donc  que  les  termes  donnés  sont  les  valeurs  d'une  fonctioD  entière 
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de  n  correspondantes  aux  valeurs  o,  i^  2, ..  .^  n  de  cette  variable ,  c'est-à*dire  à 
des  valeurs^  équidistantes.  .* 

;0n  remarquera  que  la  différencie  de  la  progression  est  i.  C'est ,  en  effet,  à  cette 
valeur  qu'on  peut  toujours  ramener  cette  différence,  puisqu'il  est  évident  qae 
faire  flf  =  a,  a  -f  h, . . .,,  a  +  n?i,  dans  f{x)  revient  à  faire  45  =  o,  i,  a, , ,,  »  dans 
t{a  +  xh),  .... 

Forinules  d'interpolation, 

'  9.  Il  arrive  souvent  qn&  l*on.  connaît  les  valeurs  que  prend  une  fonction  de 
forme  inconnue  .f{x)  pour  certaines  valeurs  a;o,  %,  â?,, . . ..  rrn . . .  «m,  de  la  va- 
riable, et  que  Ton  a  besoin  de  déterminer  des  valeurs  intermédiaires  de  la  fono- 
tion.  Il  est  clair  que  ce  prc^lème  ne  peut  pas  être  résolu  dan»  toute  la  rigueur 
ma^thématique  ;  mais  on  peut  en  donner  une  solution  suffisamment  approchée.  A 
cet  effet,  on  déterminera  une  fonction  9  {x)  qui  jouisse  de  la  piropriété  de  prendre 
les  mêmes  valeurs  que  f{x)  pour  les  valeurs  Xq^x^^  etc.,  en  sorte  que  l'on  ait 

Puisque  la  différence  des  deu%  fonctions  .9 (aO  et  ^(a;)"est  nulle  pour  ap=:ji^  et  pour  • 
X  ^  âpn+i  «  si  ces  deux  valeurs  ne  sont  pas  éloignées  Tune  de  l'antre,  on  conçoit 
que  la  différence  entre  ^{x)  et  /(a;)  ne  pourra  pas  être  très-grande  dans  Tinter-^ 
valle.  On  pourra  donc,  «ans  erreur  sensible,  substUuer  «p  (a;)  à  f[x)  pour  les  va* 
leurs  comprises  entre  Xn  eta;n-(-t.  On  donne  à  cette  opération  le  nom  d'interpolation. 

L'interpolation  peut  encore  s'appliquer  à  des  fonctions  connues ,  mais  dont  la 
forme  compliquée  se  prête  difficileàôent  au  calcul. 

Le  problème  de  l'interpolation,- tel  qu'il  vient  d'être  posé,, est  nécessairement  in- 
déterminé ,  car  on  peut,  en  général  «y  satisfaire  avec  une  tonction  cp(«)  de  forme 
donnée,  pourvu  qviMl  entre  dans  la  composition  de  celle-ci'  autant  de  constantes* 
arbitraires  qu'on  lui  impose-de  conditions, 

10.  Le  problème  de  l'interpolation  ces^  d'être  indéterminé  lorsqu'on  assujettit 
la  fonction  cp(a;)  à  être  entière  el  d'un  degré  inférieur  d'une  unité  au  nombre  des 
valeurs  données  de  f[x). 

Car  si  deux  fonctions  entières  du  degré  m,  ^[x)  et  4^(0^,  pouvaient  prendre  fai 
même  valeur  pour  m  +  i  valeurs  â^o  >%••••)  ^m  de  la  vanriÀle  «  l'équation 

qui  est  au  plus  du  m^^"*«  degré,  admettrait  m+  i racines  o^o,  â^i »  • . . ,  a;m,  ce  qui 
est  contraire  à  un  théorème  démontré  (n?  239). 

11.  VwmuU  de  Lagrange.  r-^La  fonction  9(0?)  étant  choisie  entière  et  dq 
degré  m,  on  pourra  poser  ,  .  ♦ 

,    (p(a;)  =  Aoa;«»H- Ajfls»-!  +  A,a?»-«...  +  Aw» 

et  pour  déterminer  les  m  +  i  coefficients  inconnus ,  on  anra  à  résoudre  les  éqila* 
lions  suivantes  qui  sont  en  même  nombre  :  <    < 


Aofl?J*-f  AiajJ^*  +  AjâJ^  +  .. .  A»==Uo, 
Aoa?f  +  Al  afr*  +  A,af -*+...  Am  =  Ut; 

•    •.•.••*.■••.    ••..•.•te.    a  a  as 

A^oî;  +  AïO!^» -4- A,aj^»  +  . . .  A»  =tf*«r 

Remarquons  maintenant  que  si  l'on  tire  de  ces  équations  les  valeurs  de  Ao^ 
Ai,...,Am>  chacune.de  ces  inconnues  sera  exprimée  par  une  fraction  dont 
le  dénominateur  sera  indépendant  de  Uq,  Ui»  ti,,  etc.,  et  dont  le  numérateur  ren< 
fermera  cet  quantités  au  premier  degré.  SKdonc  on  remplace  Aq,  A^,  A^,  etc.»  pat 
leurs  valeurs,  on  pourra  mettre  9 (a;)  sous  la  forme 

Xi  »  Xt  >  • .  •  »  Xm  étant  des'fonctions  de  a;  et  dé  a;^,  jEh  a^ ,  «  •  •  1  xm» 


y 


I 


Ii6&  HOTE  yu 

OrçC*)  devant  se  réduire  à  Uopoor  »  =  «b»  *  «i  poor«=«itCte..  on  volt  qaft 
toutes  ces  conditions  seront  remplies  si  Ton  choisit  la  fonction  aniiliaire  X*  dQ 
telle  sorte  qu'elle  s'évanouisse  pour  x  =  Xo,  'i«  • .  •  f  «*— i  »  n^i. , . . . ,  iim  et  qu'blle 

se  réduise  à  Tunité  pour  x=«à- 

lyaprès  c^la,  la  fonction  Xo,  qui  est  entière  et  du  m»«»^  degré,  et  qui  doit  s'a!! 
nuler  lorsqu'on  y  substitue  à  «  les  m  valeurs X| ,  jb, , .. .,  «m,  ne  peut  être  que 

de  la  forme  X^  =■  B(«  —  »i)(«  —  «i)  •  -  •  {«  —  »»), 

B  désignant  une  constante  :  mais  elle  doit  se  ii^oire  à  i  lorsqu'on  y  fBXi  âE  =  d^ 

m 

Donc  on  anra  i  =  B(fl^  —  s)  (aeq  ^  %)  • . .  (^  —  d^}; 

d'où,  en  éliminant  B  par  division, 

(s— fl8t)(flp-'ai^)>..(g— g^)  . 

on  trouvera  de  même  - 

et  ainsi  de  snite. 
Donc,  on  aura 

(flp  — a?|)  (g  ^g,) . . .  (g  — «■»)  ^ 

(jBo  -—  «i)  (»o  —  *!)•••(*•  —  ^ 

(a;  — a;b)(a;  — gj  ...(a?  —«m) 


(g»  —  go)(gm— gi)  .  . .  (g»—  g»-t) 


Cette  fwmnie  ne  snppoae  aucune  relation  entre  les  valeurs  «v»  ^ly  ^»  «'^  -  *^ 
Ses  différents  termes,  sont  calculid)les  par  logaritlmies. 

12.  Formule  de  Netoton.  —  Cette  formule  suppose  que  les  valeors  de  la  variable 
sent  ëqMlstantes. 
Nous  avons  trouvé  la  formule 

Posons  oî  — «o  =  nH, 

n  A 

Aux  valeurs  n  =  o,  i,  a,  etc.,  correspondent,  pour  g,  les  valeurs  g©»  g©  4-  fc=^gi> 
»^J^%hszx^,  eiffieevend. 
Par  snite,  la  fonction  '        ;, 

g  — go 


(t?-) 


.  g— gn  .".''*     VA"  y  *• 


??  — 


^(^-)(t^-)-(^^"+') 


+  a A*«g 

T.2.0  • .  .fn 

jouira  de  la  propriété  de  se  réduire  à  Uo  pour  g=  go»  à  ti|  pour  g = g] ,  ete.  Ce 
sera  donc  la  fonction  demandée,  puisqu'elle  est  évidenunoit  du  degré  m, 

13.  Application  de  la  formule  d^inierpolation  de  Newton  à  là  représentatioh 
exacte  d'une  fonction  entière  f[x}  du  degré  m  dont  o!n  connaît  les  vaieurs  n«, 
ni , . . .  um-eorreivondonl^  aux  valeurs  de  x,  Xo>  ^o  +  l^v  ^  +  ^1>  >  •  '  •  3^  +  ^' 


Si  la,  dt/fé*«nce  h  «tle»  qmnUtés  Uq,  A^Uo*  A^ue,  etc.»  A«*uo  tant  positives, 

'{■^{m  — :.i)h  estune  limite  supérieure  des  racines  positives  de'féquation  t  (x)=ro. 
Puisque  la  fonction  qu'il  g' agit  d'interpoler  est  entière  et  de  degré  m ,  on  aura, 
exactement 


C-?-")-C-i^''»+') 


/(«)  =  «0  +  — r— .  Auo  +  . . .  4- '     ,\ A«»tto. 

Or  quand  on  su1)stituera  dans  le  second  membre  un  nombre  plus  jgrand  que 
XQ-\-(m  —  t)\  tous  les  coefflclenls  seront  positifs.  Donc,  puisque  A Uq,  A^Mq,  etc., 
sont  positives ,  f{x)  sera  positive  et  ne  pourra  s'annuler  pour  aucune  valeur  de  x 
supérieure  k  x  +  (m -^  i)  h. 

On  démontrera,  avec  la  même  facilité,  que  si  Uq  ,  Aq  ,  efc,  ont  alternativement  le 
signe  +  et  le  signe  -^iX^—im^  i)h  est  une  limite  inférieure  des  racines  de  là 
proposée.  "  (Proubet.) 
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APPLICATION  DE  LA  ÏHÉORIE  DES  DIFFÉRENCES  A  LA  RÉSOLUTION 

NUaiÉRlQUE  DES  ÉQUATIONS» 


1.  Sépa/ration  ,dês  racines  efùne  équation  par  la  substitution  de  différents 
nombres  à  Vinconnue,— On  dit  que  les  racines  d'une  équattousont  séparées,  lors- 
que l'on  connaît,  pour  chacune  d'elles ,  deux  nombres  qui  la  comprennent  et  qui 
n'en  comprennent  pas  d'autres. 

Pour  séparer  les  racines  d'une  équation  f{x)  =  o,  on  commencera  par  substi- 
tuer à  la  place  de  x  les  nombres  entiers  ....  —  3,-2,  —  i,  o,  i,  2,  3,  etc.,  en 
s'aidant  dos  propriétés  des  différences.  On  prolongera  le  tableau  des  substitutions 
jusqu'à  ce  que  Ton  connaisse,  à  l'aide  du  théorème  démontré  à  la  un  de  la  Note 
précédente,  que  les  substitutions  ultérieures  donneraient  des  résultats  de  même 
signe.  Ce  premier  travail  fera  àoûc  connaître  deux  limites  de  racines  réelles,  l'une 
supérieure,  l'autre  inférieure. 

Cela  posé,  si  la  suite  des. valeurs  de  f(x)  présente  autant  de  changements  dé 
signes  que  le  degré  de  l'équation  ou  la  règle  des  signes  de  Descartes  promettent 
de  racines  réelles^  on  en  conclura  qu'entre  deux  des  nombres  consécutifs  qui  ont 
donné  des  résultats  de  signes  contraires  il  existe  une  racine  réelle  et  une  seule* 
La  séparation  ser%  effectuée,  et  l'on  connaîtra  chacune  des  racines  à  moins  d'une 
unité  près. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  ^ 

en  faisant  le  tableau  des  substitutions,  d'après  la  règle -donnée  (Note  YI,  7},  on 
trouve  qu'aux  nombres 

_3,  —  a,—    I,  o,         I,        a,  3,  4,       5,        6,      7, 

correspondent  respectivement  les  valeurs  suivantes  de  f(x): 

359,  —  6,  —  ia7,  —  lao,  —  61,  — 4,  ai,  8,  —  a5,  —  36,   4^- 

Conôme  il  y  a  quatre  changements  de  signe  et  que  l'éqUation  est  du  quatrième 
degré,  on  en  conclut  que  cette  équation  a  toutes  ses  racines  réelles,  savoir  :  une 
racine  négative  comprise  entre  —  3  et  —  a^  et  trois  racines  positives  dont  les 
parties  entières  sont  respectivement  a,  4»  ^«  La  séparation  des  racines  est  donc 
effectuée. 
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2.  Étude  tféciaXe  du  cas  d'une  équation  du  troisième  degré,  —  Dans  le  cas  que 
nous  venoDs  de  traiter  la  substitution  *de  nombres  entiers  a  suffi  pour  séparer 
les  racines  parce  qu'elles  étaient  toutes  réelles  et  qu'elles  différaient  entre  ell^s 
de  plus  d'une  unité.  Mats  on  comprend  qu'il  n'en  sera  pas  toujours  ainsi  et  qu'il 
faudra  recourir  à  ded>  substitutions  intermédiaires,  soit  pour  savoir  si  deux  nom- 
bres qui  donnent  des  résultats  de  même  signe  ne  comprennent  pas  de  racines , 
soit  pour  s'assurer  s'il  n'y  en  a  pas  plus  d'une  entre  deux  nombres  qui  donnent 
des  résultats  de  signes  contraires. 

La  marche  même  du  calcul  indiquera  dans  quels  intervalles  devront  se  faire  les 
nouvelles  substitutions. 
Soit  y  par  exemple,  l'équation 

f[x)  =  «8  — ^.7«*  4-  a»  -f  4i  =  o; 

Cette  équation  a  une  racine  négative  dont  on  trouvera  sans  peine  la  partie  en- 
tière. Ell^  peut  avoir  deux  racines  posit^ives  ;  mais  il  y  a  doute ,  et  la  substitution 
dès  nombres  entiers  ne  lève  pas  ce  doute,  car,  en  alla^nt  jusqu'à  la  limite  supérieure 
des  racines  positives,  on  trouve ,  qu'aux  valeurs  suivantes  de  x 

o,    I,   .?,    3,    4,  5,    6, 

correspondent  respectivement  les  valeurs  de  f{x) 

4i,  3y,  a5,  ii,  i,  i,  f;, 

qui  ne  présentent  aucun  changement  de  signe. 

Si  donc  il  y  a  des  racines  positives',  leur  différence  devra  être  moindre  que 
l'unité.  Comme  f[x)  décroit  de  a;  =  o  à  x=  4,  et  croît  au  delà,  on  est  porté  à 
crovre  que  ces  racines  ne  peuvent  se  trouver  qu'entre  4  et  5. 

11  faudra  donc  substituer  entre  4  et  5  des  nombres  équidistants  d'un  dixième, 
ce  qui  pourra  se  faire  d'après  la  règle  donnée  (Note  VI,  7],  £u  moyen  des  trois 
substitutions  initiales  f  4 — ^»  0«  /(4)  ^^  /(4  +  o*  Oi  dont  la  ^eéonde  est  déjà 
effectuée  et  dont  les  deux  autres  ne  présentent  pas  un  calcul  très-compliqué. 
Cependant,  pour  répondre  au  programme,  nous  indiquerons  encore  le  moyen 
suivant. 

3.  Soit  f{x)  =  rc»  4-  aa?»  -f  bx  4-  c.  ' 

Désignons  A,  A',  A'  les  différences  qui  correspondent  à  des  accroissements  h  donnés 

•  h 

à  ar,  et  par  B,B*',&  celles  qui  correspondent  à- des  accroissements  — .  On  trouvera 

d'abord ,  en  faisant  le  èalcnl  :  .        . 

A»  =  6/1».  ^ 

h 
Pour  obtenir  6,  8s,  6>,  il  n'y  aura  qu'à  changer  h  en  —  dans  ces  lionnules.  On 

obtiendra,  en  commençant  par  la  dernière, 

•  lOOO 

et,  par  conséquent,  5»= .  (i) 

La  valeur  de  $*  sera 


8»=: f.  (  6 \-.2a) 

loo        .  \      lo  y    lOO 

_  6^a; -i- (6/1  +  2a) fe^  —  6/i>        6/i» 

100  xooo 
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V 

,  Ai A' 

OU  bien ,  ô^  = +  Ô3,  (a) 

100        '  '         .  ^  ' 

On  aura  ensuite 

3/kp«       /3h*     3afe\     .    h»       afc«     5?i     3fta;8+(3/i*+3afc)a;H-?i8-|,afc«4-&/i 

0 1-  I  -^ \^. ]x-\ -A 1 = ■ 

lO  .    \lOO     lO  /      TOGO    lOO    10       •  Ip 

\io    lOO/      \IO    JOOO/ 
lO     2     #    '  \lO     lOO/       \IO    ,1000/ 

et  enfin,  en  ayant  égard  à  Ci)  et  (2),  ♦ 

5  =  ^ LULLZ.  +  i  8.  _^ ',8».  (3) 

.10  2  3  * 

4.  Les  valeurs  de  S,  6»,  ô^  étant  calculéea,  soit  directement,  soit  par  les  for- 
mules précédentes ,  on  substituera  des  nombres  «roiss^ts  de  dixième  en  dixième, 
à  partir  de  4,  et  Ton  trouvera  *  •  . 

f (4,2)  =  4  o,oô8 ,       f  (4,3)  =  -  o,323 , 
/'(4,8)  =  -  0,088 ,        f  (4,9)  =  -f  0,379.     • 

Par  conséquent,  il  existe  une.  racine  entre  4)^  et  4i^»  et  une  autre  entre  i\fi  et 
4i9'  Il  sera  bon  de  pousser  le  calcul  des  substitutions  jusqu'à  f  (5),  dont  la  va- 
leur  déjà  éalcûlée  fournira  une  vérification. 

Les  racines  étant  séparées,  on  trouvera  des  valeurs  approchées  de'  chacune 
d'elles'-,  à  moins  d'un  centième,  en  substituant  des  nombres  é(|uiéiBtants 'Q'ùn 
centième  entre  ses  deux  limites.  Nous  n'entrerons  pas  dans  de  plus  grands  détails 
gur  ce  calcul ,  qui  ne  peut  être  profitable  au  lecteur  qu'autant  qu'il  l'exécutera 
lui-même.  C'est  la  raison  qui  nous  a  fait  supprimer  les  table  «ux  des  diverses  sub- 
stitutions qui  auraient  tenu  beaucoup  de  place  sans  offrir  beaucoup  d'intérêt, 

5.  Usage  des  construclions  graphiques  dans  V application  de  la  méthode  précé- 
dente. —  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  ne  réussit  pas  toujours  aussi  fa* 
cilement.  Il  y  a  quelquefois  doute  sur  les  intervalles-  entre  lesquels  des  racines- 
peu  vent  exister.  L'emploi  des  constructions  graphiques  donne  souvent»  à  ce  sujet, 
d'utiles  indications. 

Soit  f(a?)=o  (i) 

l'équation  proposée ,  et  considérons  la  courbe  (*)  qui  a  pour  équation    , 

La  résolution  de  l'équation  (i)  reviendra  à  déterminer  les  points  pour  lesquels 
on  a  y=^o^  c'est-à-dire  à  calculer  les  abscisses  des  points  où  la  courbe  rencontre 
l'axe  des  a?.   ^  ^  , 

Les  premières  substitutions  faites  dans  f{x)  permettront  de  figurer  un  certain 
nombre  de  points  de  la  courbe  et  donneront  un  premier  aperçu  de  sa  forme. 

Eli  s'aidant  de  quelques  théorèmes  généraux-  relatifs  aux  ordonnées  maximum 
ou  mmimum ,  au  sens  de  la  concavité,  etc.,  on  sera  souvent  averti  de  la  possibi- 
lité ou  de  l'impossibilité  de  l'existence  de  certaines  racines  dans  les  intervalles 
considérés. 

Par  exemple,  si  le  lecteur  prend  la  peine  de  construire  les  divers  points  de  la 
courbe  qui  a  pour  équation  y=fl^— 7a!r*  +  2a;4-4i«  correspondant  aux  abscisses 

—  I,  o,  I,  2;  3,  4,  il  verra  que  l'ordonnée,  d'abord  égale  à  4'  pour  «=o,  dé- 

-    '  •  /  '  • 

Ç)  Voii'  VApplication  de  V Algèbre  à  la  Géométrie.       ,  .     •  •'    '  • 
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croit  très-rapidement  de  x=io  à  x=::4f  et  qu'elle  croit,  aa  eontraire,  à  par- 
tir de  a;= 5.  Elle  doit  donc  avoir  un  minimum  entre  a;  =. 4  et  a;  =  5,  et  ce  n'est 
que  dans  cet  intervalle  qu'elle  peut  rencontrer  Taxe  des  x.  Toute  autre  supposi- 
tion donnerait  à  la  courbe  une  forme  incompatible  avec  son  degré. 

6.  De  la  rétoluHon  des  équations  transcendantes,  —  Le  caractère  à  Taide  dn- 
qnel  on  reconnaît  qu'il  e&iste  entre  deux  nombres  au  moins  une  racine  d'une 
équation  algébrique  est  encore  applicable  au  éas  d'une  équation  transcendante 
f  (âp)  =  o,  poaryo  que  son  premier  membre  soit,  dans  ^intervalle  considéré  ,  nne 
fonction  finie  et  continue ,  c'est-à-dire  une  fonction  qui  varie  par  degrés  insensi- 
bles quand  les  valeurs  oonsécntives  de  x  sont  de  plus  en  plus  rapprochées  les  unes 
des  autres.  Il  est  visible,  en  eiîet,  que  f(x)  ne  pourra  varier  de  f[a)  à  f{b)  sans 
passer  par  tontes  les  valeurs  intermédiaires.  De  sorte  que  si  f  (a)  et  f{h)  ont  des 
signes  contraires;  f{x\  aura  dû  passer,  dans  l'intervalle,  par  la  valeur  o,  au  moins 
une  fois. 

D'après  cela,  la  marche  à  suivre  pour  résoudre  une  équation  transcendante 
sera  à  peu  près  la  même  que  celle  qu'on  a  suivie  pour  les  À^uations  algébriques; 
on  commencera  par  substituer  différents  nombres  pris  dans  le  voisinage  des  va- 
leurs où  un  premier  aperçu  aura  fait  présumer  qu'il  existe  des  riacines.  La  ma- 
nière dont  ces  résultats  varient  et  l'emploi  des  constructions  graphiques,  fourni- 
ront des  indications  utiles  dont  la  sagacité  de  l'opérateur  tirera  parti  sntrant 
les  cas. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  suivante 

f{x)  =:  »  —  GOS  â?  =  0 , 

traitée  par  Enler  (*),  et  qui  répond  à  ce  problème  :  Trouver  un  arc  égal  à  soa. 
cosinus. 

En  substituant  les  nombres  o  et  -,  je  trouTe 


r{o)=_..    r(?)=î. 


ce  qui  m'apprend  d'abord  que  l'équation  possède  une  racine  entre  o  et  90  degrés  : 
et  elle  ne  peut  en  avoir  qu'une  seule,  puisque  dans  cet  intervalle  la  fonction 
x^-eoi»  est  toujours  croissanter  ^ 

Pour  approcher  de  la  racine  dont  je  viens  de  reconnaître  Texistencei ,  je  rem- 
^aee  l'équation  proposée  par  l'équation  équivalente 

9  («) =log  x  —  log  COS  X , 

qui  me  permettra  de  faire  usage  des  Tables.  Gomme,  d'ailleurs ,  il  est  visible  que 
la  racine  cherchée  ne  peut  être  trèsrprès  de  o,  je- substitue  3o  degrés»  ce  qui  me 

,  donne  ,  *        (p(3o»)=: — 0,2185319. 

J'en  condos  que  la  racine  est  plus  grande  que  3o  degrés.  Elle  est  même  au-des- 
sus de  40  degrés ,  puisque       ç  (4o°)  =  —  o,o4o3 166. 

On  a  ensuite  9  (45")  =  -H>,  0456049. 

Donc  la  racine  est  inférieure  à  4^  degrés ,  et  comprise  entre  4^  ®^  4<!  degrés. 

Comme  9(40°)  et  9  (45"*)  sont  à  peu  près  aussi  éloignés  de%,  l'une  au-dessous , 
l'autre  au-dessus,  on  juge  que  la  racine  cherchée  est  à  peu  près  à  ^ale  distance 
de  4<*  ot  de  4^  degrés.  G'-est  pourquoi  on  posera  tour  à  tour  «  =  43<'  et  ir  =  42% 

ce  qui  donne       9  (43*)  =  —  0,00596468 ,    9(4»")  =  +  0,01 12184. 

La  racine  est  donc  comprise  entre  4^  et  43  degrés.  Gomme,  d'ailleurs,  9(43*)  est 
environ  le  tiers  de  la  diflérenee  9  (42"*)  — ^(43")»  on  substituera  les  deux  nombres 

O  HtrûdMçtw  in  analysin  infinitorum,  toQio  II,  chap.  XXVI. 
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43*20'  et  4a<>2i',  et  les  résaltats  obtenus  étant  de  signes  contraires,  on  en  conchira 
que  la  racine  cherchée  est  4a*'2o'  à  i'  prés. 

7.  L'exemple  précédent  montre  comment,  à  l'aide  de  substitutions  altemativesi 
on  peut  resserrer  une  racine  entre  des  limites  de  plus  en  plus  rapprochées.  On  au- 
rait pu ,  au  lien  de  suiyre  cette  marche ,  substituer  des  nombres  en  pit)gressîon 
arithmétique.  Lorsque  ces  noqnbres  sont  assez -Toisins  pour  que  les  différences  des 
résultats  puissent  être  considérées  comme  égales  entre  elles  à  partir  d'un  certain 
ordre ,  on  continue  l'opération  oomme-s'ii  s'agissait  d'une  é<}uation  algébrique. 

8.  Sur  la  méthode  de  Newton,  —  Cette  méthode  a  été  exposée  dans  le  texte  et 
appliquée  à  quelques  exemples;  mai^  il  est  nécessaire  de  la  reprendre  ici,  soit 
pour  l'étendre  aux  équations  transcendantes ,  soit  pour  y  apporter  quelques  mo* 
dificatiena  qui  lui  donnent  nn  degré  de  certUade  en  hamaonie  avec  sa  simplicité  et 
sa  rapidité. 

Soit  fW  =  o 

une  équation  algébrique  on  transcendante.  Supposons  que  Pon  connaisse  denx 
nombres  a  et  d  entre  lesquels  existe  une  seule  racine  de  cette  éqnation,  de  telle 

sorte  que  l'on  ait^  par  exemple ,  f{a)  >  o,    fijb)  <  o. 

Supposons  de  plus  que  la  différence  d  —  a  soit  une  fraction  assez  petite ,  0,1  par 
exemple.  Soit  x  la  quantité ,  mohidre  que  0,1,  qu'il  fant  ajoater  à  a  pour  avoir  la 
racine  cherchée* 
On  a,  par  définition,      f(a  + x)— r(a)_;,,^,  .  _ 


e  étant  une  quantité  très-petite  si  x  est  lui-même  très-petit.  On  aura  donc«  en  re- 
marquant que  f(a  +  >()  =  o ,    —  f{a) = xfia)  +  jrt^. 


d'où 


Si  donc  f'(a)  n'est  pas  très-petite. 


f'(a) 


r(ar 

sera,  en  général,  moindre  que  jK*oa 


que  0,01 ,  de  sorte  que  si  Ton  prend    x  =  —  -p;—: 

et  qu'on  l'i^onte  à  a,  a-\-%  sera  la  valeur  de  la  racine  à  0,01  près. 
£n  partant  de  la  nouvelle  valeur  a  +  Xr  on  pourra  en  approoh»  davantage  en 


7  ajoutant 


f  (o  +  *) 


et  l'erreur  commise  sera  en  général  moindre  que  0,0001;  et  ainsi  de  suite. 

9.  Les  explications  que  nous  venons  de  donner  reposent  sur  quelques  hypo- 
thèses qui  ne  se  réalisent  pas  toujours ,  si  l'on  n'a  pas  déjà  une  valeur  assez  rap- 
prochée de  l'inconnue.  Il  existe  môme  des  cas  dans  lesquels  l'application  de  la  nié- 
thode  de, Newton  éloignerait  de  plus  en  plus  de  la  racine  cherchée. 

La  considération  des  courbes  met  en  évidence  cette  imperfection  de  la  méthode^ 
et  montre  comment^  peut  y  remédier. 

Fig.  i. 
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SoijBBt  MN  {fig*  i)  une  portion  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 

R  le  point  d'intersection,  correspondant  à  la  racine  cherchée.  Posons 
•.  OA  =  a,       OB  =  l>,       AM=y(a),       BN  =  — f(5). 
Menons  par  le  point  M  la  tangente  MC.  D'après  un  théorème  connu  de  géomé- 
trie analytique,  on  a  tangllGX=     f'(M; 
donc  taag  MCA  =  —  f '(a). 

Maintenant,  le  triangle  rectangle  MAC  donne 

tangMCA  f'(a)' 

AG  est  donc  la  valeur  désignée  plus  haut  par  x  et  que  nous  ajoutions  à  a  pour 
obtenir  une  valeur  plus  approchée  de  la  racine  :  la  figure  montre  qu'en  eiffet  le 
point  G  est  plus  rapproché  du  point  R  que  le  point  A. 

Fig.  2. 


10.  Mais  si' la  courbe,  au  lieu  d'avoir  la  forme  que  nous  lui  donnons,  était 
comme  dans  la  fig.  2 ,  on  voit  que  la  nouvelle  valeur  nous  rejeterait  au  delà  du 
point  R,  et  d'autant  plus  loin  que  f'(a)  serait  plus  petite.  Cette  circonstance  tient 
à  ce  que  l'arc  MR  tourne  sa  concavité  vers  l'axe  des  x  (*). 

Dans  ce  second  cas,  en  partant  de  la  valeur  approchée  par  e^cès  OB  =  b,  on  aura 
une  nouvelle  valeur  approchée  dans  le  même  sens,  si  Ton  retranche  de  OB  la  va- 

fih) 

lemr  absolue  de  la  sous-tangente  BË ,   x'  ;=  l)  +  j^rr , 

et  cette  formule  donnera  des  valeurs  toujours  approchées  par  excès  et  conver- 
geant vers  la  véritable  racine. 

11.  Dans  tous  les  cas,  si  l'on  mène  4a  corde  MN ,  qui  rencontre  l'axe  des  «  en 
D,  le  point  R  sera  compris  entre  le  point  G  et  le  point  D  {fig,  i),  ou  entre  le  point 
E  et  le  point  D  [fig^  a).  OD  sera  donc  une  limite  supérieure  de  la  racine  OR  si  l'arc 
MR  est  convexe  par  rapport  à  l'axe  des  x.,  et  une  limite  inférieure  dans^le  cas  con- 
traire.   '  - 

On  trouve,  en  calculant  OD  par  les  règles  de  la  Géométrie  analytique , . 


0D  =  a+?4<^  = 


12.  En  résumé,  pour  rapprocher  indéfiniment  d'une  racine,  on  en  déterminera 

d'abord  deux  limites  a  et  &,  l'une  inférieure,  i'autrc^upérieure.  Ces  deux  limites 

devront  être  tissez  rapprochées  pour  ne  comprendre  aucune  racine  des  équations 

,f'{x)z=o^  f"\x)  =  o ,  afin  que  la  courbe  qui  a  pour  équation  y  =  f{x)  n'ait ,  entre 

les  points  M  et  N.,  ni  tangente  parallèle  à  l'axe  des  x ,  ni  point  d'inflexion. 


C)  Bans  qe  cas  f'\{a)  et  [(a)  sont  de  signes  contraires.  Voir  VÀpplicatimi  de  FAlgèbre  à  U 
Géométrie. 
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^   Ces  conditions  étant  remplies  »  il  peut  se  présenter  deux  cas. 

^if"(a)  est  de  même  signe  que  f\a),  ce  qui  correspond  au  cas  où  l'arc  MA  est 
convexe  par  rapport  à  l'axe  des  a; ,       . 

.    "    "   r'W  m- m' 

seront  deux  nonvelles  valeurs  approchées  de  la  racine. 

Si  f ''(a)  est  de  signe  contraire  à  f  (a) ,  ,ce  qui  correspond  au  cas  où  Tare  MK  est 
concave  par  rapport  à  l'axe  des  a;,  on  aura  pour^nouvelles  limites 


0' 


Dans  tons  les  cas,  en  opérant  sur  les  nouvelles  limites  de  la  racine,  comme  on 
l'a  fait  sur  Icfs  premières,  on  se  procurera  une  suite  indéfinie  dé  valeurs  approchées 
et  dont  le  degré  d'approximation  sera  toujours  connu  avec  certitude. 

(Prouhet.)" 
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NOTE  VIII  (Page  324). 

-SOMMATION  DES  PILES  DE  BOULETS. 


1.  La  sommation  des  piles  de  boulets  dépend  de  quelques-unes  des  formules 
démontrées  dans  ce  paragraphe. 

'  Pile  triangulaire,  —  Dans  une  pile  triangulaire ,  la  base  se  compose  de  plu- 
Sieurs  files  de  boulets  dont  la  première  contient  n  boulets ,  la  seconde  n  —  i ,  la 
suivante  n  —  2,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dernière  qui  ne  contient  qu'un  boulet. 

Le  nombre  des  boulets  de  la  base  est  donc 


ou  (229) 


n  +  n— i-f»  — ^  +  •••4-^^-'• 
n(n+I) 


La  tranche  horizontale  située  au-dessus  ne  diffère  de  la  base  qu'en  ce  qu'elle 
contient  un  boulet  de  moins  sur  chaque  côté,  ce  qui  donne  pour  le  nombre  de  ses 

boulets  \   "^  ) 


2 


et  ainsi  de  suite. 
Le  nombre  total  des  boulets  de  la  pile  sera  donc 

îliîLL^  +  (iZLîl^  +  (îLiflîlziî)  + . . .  +  6  +  3  +  , . 

^222  •• 

c'est-à-^ire ,  en  désignant  par  T  la  somme  des  n  premiers  nombres  triangulaires 
Înt417),  ^^n(nH-0(n  +  »)^       .  •     .      . 

*  Pile  quadranguUire,  —  Dans  une  pareille  pile,  la  base  est  formée  de  n»  boulets 
rangés  en  carrés  ;  la  couche  qui  vient  après,  de  (n  —  i)1)oulets,  et  ainsi  de  suite 
Jusqu'à  la  dernière  couche  qui  n'en  a  qu'un.  D'après  cela,  le  nombre  Q  des  boule)3 


